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der  Herren,  welche  für  den  vierten  Band  Referate  ge- 
liefert haben. 
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Geschichte  und^  Philosophie. 

Capitel  1. 
Geschichte. 

.  Friedlein.  Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathe- 
matik, II.  Pr.  Hof.  Recens.  daza  v.  M.  Cantor.  Schlömilch  Lit.  Z. 
XVII.  105-110. 

Die  Beiträge  enthalten  Stadien  über  die  Geometrie  der 
rriechen  vor  Euklides.  Cantor  hat  richtig  als  Hauptresultat  der 
^ibeit  herausgehoben  die  beiden  Sätze:  1)  „Die  Aegypter  be- 
jassen  eine  mystische  Geometrie,  von  welcher  die  griechischen 
Denker  sich  mächtig  angezogen  fühlten" ;  2)  „Die  Aegypter  be- 
ichteten den  Winkel  als  solchen  und  seine  Eigenschaften  noch 
nicht,  erst  den  Griechen  und  zunächst  Thaies  verdankt  die  Wissen- 
schaft diese  Kenntniss."  Er  hat  in  seiner  Recension  gewichtige 
Gründe  gegen  die  Resultate  Friedlein's  beigebracht;  dieselben 
werden  durch  die  Veröffentlichung  des  Rhind'schen  Papyrus,  die 
nahe  bevorsteht,  wesentlich  verstärkt  werden.  Ce. 

F.  W.  C.  Gensler.  Die  thebanischen  Tafeln  stünd- 
licher Sternaufgänge  aus  den  Gräbern  der  Könige 
Bamses  VI.  und  Ramses  IX.  ftir  die  24  halbmonat- 
lichen Epochen   des  Jahres   1262/61   v.  Chr.    Leipzig. 

Hinrichs. 

Ce. 
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Th.  H.  Martin.     Hypothese  astronomique  de  Pythagore. 

Boncompagni  Bull.  V.  99-126. 

Die  Abhandlung  bildet  das  Capitel  IV.  einer  „Histoire  des 
hypothfeses  astronomiques  chez  les  Grecs  et  les  Romains",  welche 
der  Verfasser  vorbereitet.  Seine  Resultate  sind  folgende:  Nacl 
Pythagoras  steht  1)  die  Erde  unbeweglich  im  Mittelpunkte  dei 
Welt.  2)  Um  sie  drehen  sich  die  Planeten  in  der  Ordnung: 
Saturn,  Jupiter,  Mars,  Venus,  Merkur,  Sonne,  Mond  und  endlicl 
der  Fixsternhimmel.  3)  Er  Rannte  wenigstens  theilweise  die  Un- 
gleichheit der  Planetenbewegungen.  4)  Er  führte  in  Griechen- 
land die  Kenntniss  der  Kugelgestalt  der  Erde  und  der  Eigen- 
bewegung der  Planeten  von  Westen  nach  Osten  in  schiefem 
Kreise  gegen  den  Himmelsäquator  ein.  Alle  übrigen  dem  Pytha- 
goras zugeschriebenen  Kenntnisse  sind  fälschlich  von  seiner 
Schülern  und  Nachfolgern  auf  ihn  übertragen  worden.         Ce. 

Th.  H.  Martin.     Hypothese  astronomique  de  Philolaus 

Boncompagni  Bull.  V.  127-157. 

Capitel  VI.  der  obenerwähnten  unvollendeten  Schrift  des 
Verfassers.  Dasselbe  lässt  alle  Nachrichten  der  Alten  über  das 
System  des  Philolaus  und  seiner  Schüler  Revue  passiren,  und 
kommt  in  letzter  Instanz  auf  die  Resultate  Böckh's  zurück,  die 
dieser  in  den  vielfachen  Abhandlungen ,  welche  er  dem  Philo- 
laus gewidmet,  veröffentlicht  hat.  Die  Resultate  desselben  sind 
nach  Martin  in  Deutschland  allgemein  anerkannt,  während  in 
^Frankreich  die  falschen  Ansichten  noch  immer  als  wahr  gelehrt 
werden.  Ce. 

M.  Cantor.     Euclide  e  il  suo  secolo.      Saggio  storico 
matematico.    Traduzione  di  6.  B.  Biadego.   Boncompagni 

Bull  V.  1-64. 
G.  B.   Biadego.      Note.    Boncompagni  ßull.  V.  65-74 

Die  Schrift  Cantors  erschien  zuerst  1867  im  Supplementheft 
von  Schlömilch's  Zeitschrift  und  als  Separatabdruck.  Sie  behan- 
delt Euklid  und  seine  Zeitgenossen,  vorzugsweise  Archimedes 
und  Apollouios.     Sie  giebt  ein  anschauliches  Bild  ihres  Lebens, 
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soweit  dasselbe  bekannt  ist,  und  ihrer  Werke;  sie  zeigt  den 
Standpunkt  in  der  Entwickelung  der  Mathematik,  auf  dem  die 
behandelten  Schriftsteller  sich  befinden,  und  wie  sich  diese  unter 
einander  in  stetigem  Fortschritte  verknüpfen.  Die  beweisenden, 
zainTheil  erläuternden  Anmerkungen  sind  am  Ende  vereinigt. 
Der  Uebersetzer,  Herr  Biadego,  hat  aus  andern  nach  1867  er- 
schienenen Schriften  vorzugsweise  aus  Bretschneider:  „Die  Geo- 
metrie und  die  Geometer  vor  Euklides"  in  14  Noten  einige  Punkte 
der  Abhandlung  Cantor's  weiter  ausgeführt.  Ce. 

C.  J.  Gehrhardt.      Der    Sammlung    des    Pappus    von 
Alexandrien  siebentes  und  achtes  Buch.     Griechisch 

und  Deutsch.    HaUe.   Schmidt.   1871. 

Zum  ersten  Male  erscheint  hier  der  Urtext  der  beiden  Bücher 
4^8  Pappos,  von  denen  bis  jetzt  nur  der  Abschnitt  über  das 
Porisma  veröflTentlicht  war.  Wo  der  Herausgeber  seinen  Text 
lierhat,  welchen  Werth  und  welches  Alter  die  benutzten  Hand- 
sehriften  besitzen,  das  sind  Räthsel,  welche  der  Herausgeber  dem 
User  aufgiebt,  da  auch  nicht  ein  Wort  einer  Einleitung  beliebt 
iat.  Die  Uebersetzung  scheint  treu  und  doch  nicht  sclavisch  zu 
sein.  Ce. 

A.  Schwarz.    'Der  jüdische    Kalender    histoi'isch    und 

astronomisch  untersucht.    Breslau.   Schletter.  Ce. 

J«  A.  M.  Mensinga.     Ueber  alte  und  neuere  Astrologie. 

Berlin.   Lüderitz.  1871. 

Der  Verfasser  sucht  die  Frage  zu  entscheiden,  worauf  die 

Astrologie  als  Grundlage  basire.    Er  sucht  sie  aus  den  Religions- 

ÄDsichten,  nicht  aus  Mystik  zu  erklären,  und  fllhrt  ihren  Ursprung 

auf  die  Chaldäer   zurück,   indem  er  die  Uebereinstimmung  der 

Gnindprincipien  mit  der  Religion  derselben  zeigt.    Er  setzt  weiter 

soaeinander,   dass   die  Astrologie  sich  völlig  rationell  (auf  den 

falschen  Grundlagen)  entwickelt  habe  und  deshalb  wohl  sogar  auf 

ien  Namen  „Wissenschaft"  Anspruch  machen  könne,  und  unter- 

fieht  dann  den  Unterschied  zwischen  alter  und  neuerer  Astrologie 

emer  andeutungsweisen  Betrachtung.  0, 
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L.  Am.  Sedillot.  Sur  quelques  points  de  Thistoire  de 
Tastronomie  ancienne  et  en  particulier  sur  la  pr^ced- 
sion  des  equinoxes.     Lettre  k  D.  B,  Boncompagni. 

Boncompagüi  Bull.  V.  306-317. 
Eine  Kritik  derjenigen  Stellen  aus  den  Werken  Th.  H.  Martinas, 
in  denen  von  der  Präcession  der  Naehtgleiehen  bei  den  Alten  ge- 
sprochen wird,  vorzugsweise  veranlasst  durch  Prioritätsansprüche. 
Der  Verfasser  spricht  den  Indiern  jeden  Einfluss  auf  die  Unter- 
suchung dieser  Erscheinung  ab;  alle  Rechnungen,  die  man  bei 
denselben  finde,  seien  untergeschoben,  erst  nach  Christi  Geburt 
gemacht  und  auf  griechischen  Ursprung  zurückzuführen.  GanR 
Aehnliches  behauptet  er  von  der  chinesischen  Astronomie,  Seiten- 
hiebe gegen  die  deutsche  Wissenschaft  der  vergleichenden  Sprach- 
forschung fehlen  nicht.  Ableitungen  wie  Sanscrit  =  Sanct-um 
Script- um  kritisiren  sich  selbst.  Ce. 

B.  Boncompagni.  Sulla  scienze  occulte  nel  medio  evo 
e  sopra  un  codice  della  famiglia  speciale,  discorso  letto 
air  Accademia  di    scienze   e   lettere   in  Palermo   dal 

SaC.   Isidoro  Carini.      Palermo.    Perioo.      Boncompagni  Bull.  T- 
543-544. 

Anzeige  des  oben  bezeichneten  Buches  durch  Herrn  Boa- 
compagni  mit  Hervorhebung  der  interessantesten  in  demselben 
angeführten  und  beschriebenen  Schriften.  0. 

M.  Steinschneider.     Vite  di  matematici  Arabi  tratte  da 
Uli'  opera  inedita  di  Bernardino  Baldi  «3on  note. 

Boncompagni  Bull.  V.  427-534. 
Herr  Boncompagni  besitzt  in  seiner  Bibliothek  3  Manuscripte 
des  bisher  noch  unedirten  Werkes:  „De  le  vite  de'  matematici'' 
von  Bernardino  Baldi  (geb.  d.  5.  oder  6.  Juui  1553  zu  Urbino, 
gest.  den  10.  October  1617).  Herr  Steinschneider  veröffentlicht 
mit  Erlaubniss  des  Herrn  Boncompagni  in  vorliegender  Arbeit 
14  Artikel  desselben,  die  er  mit  zahlreichen  und  eingehenden 
Notizen  literarischen  nnd  historischen  Inhalts  versehen  hat.  Der 
erste   Abschnitt   ist   überschrieben:   Autori  Arabi  Orientali  (Se- 
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colilX.  —  XIL)  und  behandelt:  Messala,  Alfragano,  Alchindo, 
Älbumasaro,  Tebitte,  Albategno,  Almansore;  der  zweite  Abschnitt 
trägt  den  Titel:  Autori  Egiziani,  Mauritani  e  Spagnuoli  (Secoli  IX). 
In  ihm  werden  besprochen:  Alhazeno,  Ali  Abenrodano,  Punico, 
Ali  Abenragele,  Arzahele,  Gebro,  Alpetragio.  Leider  gestattet 
der  hier  erlaubte  Baum  ein  näheres  Eingehen  nicht  und  müssen 
wir  daher  auf  die  Arbeit  selbst  verweisen.  0. 

E  Hankel.     Storia  delle  matematiche  presse  gli  Arabi. 
Traduzione  dal  Tedesco  del  Sign.  Filippo  Keller. 

BoncompagDi  Bull.  V.  343-401. 

Die  Arbeit  zerfällt  in  zwei  Theile.    Im  ersten  Theil  werden 
die  Mathematiker  und  Astronomen,    welche  unter  den  Arabern 
die  Mathematik   gefördert  haben,    chronologisch    geordnet  be- 
sprochen.   Dieser  Theil  enthält  hauptsächlich  biographische  No- 
tizen,   Nach  einigen  einleitenden  historischen  Worten  bespricht 
dag  erste  Capitel  die  Einführung  der  Astronomie  bei  den  Arabern. 
Im  zweiten  Capitel  werden  die  arabischen  Uebersetzungen  grie- 
chiischer  mathematischer  Autoren  behandelt.  Die  beiden  folgenden 
Capitel  betrachten  das  9*®  und  10'®  und  11*«  Jahrhundert,  während 
sich  der  Verfasser  im  5*®"  Capitel  nach  Spanien  wendet,  und  im 
6**"  zum  Schluss  den  Orient  vom  13*«"  bis  16*«"  Jahrhundert  in  den 
Bereich  seiner  Besprechung  zieht.    Der  2*«  wissenschaftliche  Theil 
(Cap.  7— 15)  behandelt  die  einzelnen  Disciplinen  der  Mathematik 
^  sich.     Zunächst  werden  die  Zahlzeichen  besprochen,  dann 
%en  die  elementare  Arithmetik^  die  Algebra,  die  theoretische 
Arithmetik  und  unbestimmte  Analysis,  die  Geometrie,  an  welche 
sich  die  Construction  der  cubischen  Gleichungen  schliesst^  end- 
lich die  Trigonometrie  und  die  trigonometrischen  Tafeln.      0. 


L.  Am.  Sedillot.     Lettre  k  D.  B.  Boncoinpagni  au  sujet 
d'une  note  de  M.  Th.  Henri  Martin.    Boncompagni  Bull. 

V.  294-296. 
Richtet  sich  gegen  die  im  3'«"  Bande  dieses  Jahrbuchs  p.  3 
erwähnten    „Quelques    mots    de   riponse    ä   M.    S6dillot"    von 
Tb.  H.  Martin,  und  ist  mn  persöuUcber  Natur,  Co, 
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Schanz.     Der   Cardinal  Nicolaus   von  Cusa  als  Mathe- 
matiker.  Tübingen.  Fues.  ^^ 

A.  Knoktel.    Die  schlesische  Abstammung  des  Nikolaus 

KopernikuS.    Rübezahl  (2)  XI.  285-291;   334-339. 

Nach  dem  ältesten  Thorner  Sehöppenbuch  ist  der  Stamm- 
ort der  Familie  Koppernick  Frankenstein  in  der  Grafschaft  Glatz. 
Der  Verfasser  zeigt  nun,  dass  in  alter  Zeit  in  der  Nähe  von 
Frankenstein  ein  Ort  Koppirnik'gelegen  war  —  jetzt  Köppriche  — ^ 
von  dem  also  der  Name  stammen  dürfte.  Er  zeigt  ferner,  dass 
die  ältesten  Koppirnik's,  die  in  Thorn  auftraten,  Kupferschmiede 
waren,  dass  der  Vater  des  Astronomen  mit  Kupfer  handelte  (nach 
Danziger  Archivalien);  er  spricht  die  Vermuthung  aus,  —  die 
sich  durch  neuere  Nachforschungen  glänzend  bestätigt  hat,  und 
nicht  nur  für  das  Frankensteiner  Koppernick  — -  dass  in  Kopper- 
nick Kupfer  gegraben  wurde,  und  leitet  daraus  den  Namen  ab, 
indem  er  Koppirnick  als  ein  Mischw.ort  aus  Koppir  =  Kupfer 
und  der  polnischen  Ableitungssilbe  nik  annimmt,  wie  in  Krakau 
der  Kürschner  noch  heute  Futer-nik,  d.  h.,  der  sich  mit  Pelz  be- 
schäftigt, heisst,  und  weist  daher  die  Ableitung  von  dem  pobi- 
schen  Worte  Köper  =  Dillkraut,  der  die  älteste  urkundliche 
Form  Koppirnik  mit  ihrem  i  und  Doppel-p  schon  entgegensteht, 
zurück.  Ce. 

R***  (Romer).      Beiträge   zur  Beantwortung  der  Frage 
nach  der  Nationalität  des  Nicolaus  Copernicus. 

Breslau.    Priebatsch. 

L.  Prowe.     Zum  Streit  über  die  Nationalität  des  Coper- 
nicus.    Sybel  Eist.  Zeitschr.  XXVIII.  367-372. 

M.  P(erlbach).    Recension  der  Beiträge.    Altpr.  Monateschr. 

IX.  347-357. 

M.  CuRTZE.     Recension    der   Beiträge.     Grunert  Arch.  liv. 

Litb.  COXV.  6-9. 
Die  Schrift  Romer's   will   beweisen,   dass  Copernicus  nach 
Vaterland,  Familie,  Namen  und  politischer  Denk-  und  Handlang 
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weise  ein  Pole  ist,  im  Gegensatz  zu  Prowe,  den  er  persönlich  in 
massloser  Weise  angreift  und  beschimpft.  Die  Arbeit  ist  fleissig 
zusammengestellt,  ihr  fehlt  aber  doch,  wie  Perlbach  hervorhebt, 
die  Kenntniss  der  neuesten  deutschen  Forschungen  zur  Geschichte 
Preussens.  Was  sie  beweisen  will,  beweist  sie  nur  dem,  der 
nichts  weiteres  gelesen  hat  als  sie  selbst.  Alles,  was  dem  Ver- 
fasser unbequem  ist,  ignorirt  er  einfach  oder  verdreht  es;  es 
kommt  ihm  auch  auf  ein  —  gelinde  gesagt  —  Ableugnen  von 
Thatsachen  nicht  an,  deren  Folgerungen  er  sich  aber  in  seiner 
Weise  zu  Nutzen  macht. 

Die  hauptsächlichsten  Fälschungen  deckt  Prowe  in  seiner 
Besprechung  auf;  au/  einzelne  Widersprilche  hat  auch  Curtze 
hingewiesen.  Perlbach  steht  zu  sehr  ausserhalb  der  Gopernica- 
nischen  Forschungen,  als  dass  es  ihm  möglich  gewesen  wäre, 
den  Hauptsachen  für  diese  Frage  nachzugehen;  seine  Becension 
dreht  sich  um  Punkte,  die  fUr  den  Streit  um  die  Nationalität  zu 
den  untergeordnetsten  gehören.  Bewiesen  ist  durch  die  Schrift 
Romer's  für  seinen  Zweck  nichts.  Ce. 

H.  Zeissberg.      Zu    Albert  v.  Brudzewo,    dem   Lehrer 

des   Copernicus.    Altpr.  Monatsschr.  IX.  377. 

Aus  einem  Bande,  der  früher  dem  BrudzQski  angehörte, 
giebt  der  Verfasser  Notizen  über  diesen  angeblichen  Lehrer  des 
Copernicus.  Danach  ist  er  1468  zur  Universität  gegangen,  1470 
zum  Bacealaureus  promovirt,  1474  zum  Magister;  1476  ist  er  in 
der  Bursa  Ungarorum  in  das  Gollegium  minus  berufen  und  1490 
zum  Bacealaureus  der  Theologie  promovirt  worden.  Der  Nachweis, 
dass  nicht  Brudzeski  der  Lehrer  des  Copernicus  gewesen,  ist 
nicht  von  R***  geführt  (s.  oben)  sondern  von  Prof.  Karlidski  in 
Krakau,  den  R***,  ohne  seine  Quelle  zu  nennen,  ausgeschrieben 
hat.  Ce. 

M.  CüRTZE.  Ueber  die  Originalhandschrift  des  Ooper- 
nicanischen  Hauptwerkes:  ,,De  revolutionibus  örbium 
COelestium  libri  VI."    Altpr.  Monatsschr.  IX.  187-180. 
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M.  CuRTZE.  Die  Originalhandschrift  des  Copemicani* 
sehen  Hauptwerkes:  „De  Eevolutionibus"  und  die 
Neuausgabe  desselben  durch  den  Copernicus- Verein 
für  Wissenschaft  und  Kunst  zu  Thorn.  GrunertArch.LIV. 

Litt.  Ber.  CCXVI.  1-7. 

Das  erste  ein  kurzer  Auszug,  das  zweite  der  Abdruck  des 
Berichtes,  der  von  dem  Verfasser  über  seine  Gollation  der  Original- 
bandschrift  des  Copernicus  seinen  Auftraggebern  erstattet  ist 

Ce. 

F.  HiPLER.      Analecta    Warmiensia.     Studien    zur    Ge- 
schichte der  ermländischen  Archive  und  Bibliotheken. 

Braunsberg.    Peter. 

Enthält  auf  S.  119-123  Nachrichten  über  Bücher,  welche 
Copernicus  einst  besessen  hat,  nebst  Mittheilung  einiger  der 
Notizen,  welche  darin  von  des  Copernicus  Hand  eingezeichnet 
sind,  zum  Theil  falsch  gelesen  und  unvollständig.  Ce. 

A.   M.      Eeceilsion   dazu,    Altpr.  Monatsschrift  IX.  666-672. 

Ce. 

E.  Fasbender.  Die  Kopernikanischen  Sehnen-  und 
Dreiecksberechnungen.  Pr.  Thorn. 

Eine  geschickte  Darstellung  der  wichtigen  Capitel  12  und  13 
des  ersten  Buches  der  Kevolutiones  des  Copernicus  in  der 
Sprache  unserer  Mathematik,  aber  ohne  Einführung  der  trigono- 
metrischen Functionen  als  solche.  Es  soll  durch  die  kleine  Ar- 
beit gezeigt  werden,  mit  welchen  Schwierigkeiten  Copernicus  zu 
kämpfen  hatte  bei  Bewältigung  von  Problemen,  welche  die  neuere 
Mathematik  durch  eine  kurze  Formel  erledigt.  Ce. 

G.  Govi.  II  S.  Offizio,  Oopernico  e  Galileo,  a  pro- 
posito  di   un  opusculo  postumo  del  P.  Olivieri  sullo 

StesSO   argomento.    Atti  di  Torino  VII.  565-590,  808-838. 

Der  Dominikaner  P.  Tommaso  Bonora  hat  ein  Buch  ver- 
öffentlicht:   „Di  Copemico  e    di   Galileo    scritto  postumo    del 


Capitel  1.    Geschichte.  9 

P.  Mauiizio  Benedetto  Olivieri  Ex-generale  dei  Dominicani  e  Com- 
missario  della  Santa  Romana  ed  universale  Inquisizione,  ora 
per  la  prima  Tolta  messo  in  luce  sulF  autografo  per  ciira  di  un 
leUgioso  dello  stesso  istituto.  Bologna  1872  un  vol.  in  8°.^ 
Der  Verfasser  bekämpft  Olivieii  und  weist  die  Argumente  des- 
selben eingehend  zurttck.  Jg.  (0.) 

M.  Chasles.  Sur  Fouvrage  de  M.  G.  Govi  intituld:  II 
S.  Offizio,  Copemico  e  Galileo,  a  proposito  di  un 
Opuscolo   postumo  del  P.  Olivieri  suUo  stesso  argo- 

mento.     C.  R.  LXXV.  893-894. 

Chasles  giebt  bei  Ueberreichung  des  Buches  im  N^men  des 
Ver&ssers  einen  kurzen  Ueberblick  Über  den  Inhalt  desselben. 

Ce. 

E.  Wohlwill.      Zum   Inquisitionsprocess    des    Galileo 

Galilei.    Schlömilch  Lit.  Z.  XVn.  1-31,  81-93. 

G.Friedlein.  Zum  Inquisitionsprocess  des  Galileo  Galilei. 

Schlömilch  Lit.  Z.  XVII.  41-45. 

G.  Friedlein.     Factische  Berichtigung.     Schlömilch  Lit.  z. 

XVIL  112-113. 

Im  zweiten  Bande  der  Fortschritte  p.  11  ist  die  Schrift  des 
Herrn  Wohlwill  über  den  Inquisitionsprocess  des  Galileo  Galilei, 
sowie  die  Recension  derselben  von  G.  Friedlein  besprochen 
worden.  Herr  Wohlwill  sucht  in  der  ersten  der  oben  citirten 
Arbeiten  die  Ansichten  des  Herrn  Friedlein,  namentlich  auf  Grund 
der  an  derselben  Stelle  und  auch  Bd.  III.  p.  8  erwähnten  Gherardi'- 
sehen  Publication  zu  widerlegen.  Daran  schliessen  sich  die 
Übrigen  Arbeiten  als  Erwiderung  und  Gegenerwiderung.  Der 
Ton  in  denselben  wird  je  länger  desto  leidenschaftlicher  und 
persönlicher,  persönlicher  als  in  einer  wissenschaftlichen  Streit- 
frage erlaubt  scheint.  Referent  glaubt  daher  nicht  näher  auf 
dieselbe  eingehen  zu  dürfen,  um  so  mehr,  da  der  Streit  resultat- 
los verläuft,  insofern  wenigstens  resultatlos,  als  beide  Herren  bei 
ihrer  ursprünglichen  Meinung  bleiben.    Eines  Urtheils  tlber  die 
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Sache  selbst  glaubt  sich  Referent,  bei  dem  Charakter  des  Jahr- 
buchs, enthalten  zu  müssen.  0. 

J.  V.  Hasner.  Tycho  Brahe  und  J.  Kepler  in  Prag. 
Eine  Studie,    Prag.  Caive. 

Auf  unedirte  Urkunden  basirende  Darstellung  des  Aufent- 
haltes Tycho's  und  Kepler's  in  Prag.  Der  Verfasser  zeigt  darin 
auch  die  Unbegründetheit  der  Nachricht,  dass  Kepler  in  dürftigen 
Verhältnissen  gelebt  habe.  Das  Buch  ist  für  die  Geschichte 
Kepler's  und  die  seiner  Arbeiten  von  hohem  Werthe.        Ce. 

K.  GoEBEL,  Ueber  Kepler's  astronomische  Anschauungen 
und  Forschungen.  Ein  Beitrag  zur  Entdeckungs- 
geschichte seiner  Gesetze.    Halle.  Waisenhaus. 

Ce. 

L.  F.  Ofterdinger.   Zum  Andenken  an  Johannes  Kepler. 

Eede.    Ulm.  Ling. 

Ein  kurzer  Abriss  des  Lebens  Kepler's  und  der  Entdeckung 
der  drei  Kepler'schen  Gesetze,  anknüpfend  an  die  mancherlei 
Andenken  an  Kepler,  welche  die  Stadt  Ulm  bewahrt.         Ce. 

J,  Eogner.   Ueber  Johannes  Kepler's  Leben  und  Wirken. 

Graz.    Leuschner  und  Lubensky.    Grunert  Arch.   LIV.    447-458. 

Eine  anregend  geschriebene  Biographie  des  Gefeierten  mit 
besonderer  Betonung  seines  Aufenthaltes  als  steiermärkischer 
Landschaftsmathematiker  zu  Graz.  Ce. 

C.  G.  Reuschle.  Kepler  und  die  Astronomie.  Zum 
Dreihundertjährigen  Jubiläum    von    Kepler's   Geburt 

am  27,  DeCember   1571.     Frankfurt  a.  M.     Heyder  u.  Zimmer. 
1871. 

Diese  wichtige  nnd  umfassende  Arbeit  zerfällt  in  drei  Theile. 
Der  erste:  ^das  welthistorische  Zeitalter  der  Astronomie^  über- 
schrieben, behandelt  den  Zustand  der  Astronomie,  in  den  Coper- 
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nicos,  Kepler  und  Newton  sie  gesetzt,  nachdem  der  Zustand  vor 
diesen  näher  dargelegt  ist.  Der  zweite  Theil  mit  der  Ueber- 
gchrift  „Ein  Bild  von  Kepler  in  Worten"  giebt  eine  Darstellung 
geiner  Lebensverhältnisse  seiner  Zeit  und  seiner  Werke.  Der 
dritte  Theil  endlich,  „Dreihundert  Jahre  nach  Kepler's  Geburt" 
handelt  über  den  Zustand  der  Astronomie  im  W""  Jahrhundert 
and  das  Gedächtniss  Kepler's  in  demselben.  Ge. 

R.  Wolf.     Johannes  Kepler  und  Jost  Bürgi.    Vortrag. 

Zürich,  Schulthess. 
Eine  kurze  Darstellung  des  Lebenslaufes  und  der  Entdeckungen 
Kepler's  und  Bttrgi's,  eines  der  Gehilfen  Kepler's  in  Prag,  und 
eines  der  Erfinder  der  Logarithmen.  Dass  Bttrgi  auch  selbst- 
standig  eine  noch  heute  existirende  Pendeluhr  construirte,  hat 
der  Verfasser  später  in  seinen  astronomischen  Mittheilungen  be- 
wiesen. Ce. 

W.  Förster.     Johann  Kepler.   Berlin,  Lüderitz. 

Eine  Darstellung  des  gesammten  Entwickelungsganges  der 
Astronomie  von  den  ältesten  Zeiten  bis  auf  Kepler;  eine  Dar- 
legung der  Gründe,  weshalb  dieser  nicht  anders  stattfinden  konnte, 
2k  die  Geschichte  ihn  giebt.  Ce. 

C.  Bruhns.   Einige  Notizen  über  Kepler.    Leipz.  Ber.  xxiv. 

31-49. 

Im  Vorliegenden  berichtet  der  Verfasser  über  einige  auf 
Kepler  sich  beziehende,  bisher  ungedruckte  Schriften.  Im  ersten 
Actensttlcke ,  einem  von  dem  Kurfürsten  Christian  an  seinen 
Eammermeister  gerichteten  Schreiben  (ausgestellt  zu  Unnaburg 
am  27.  Januar  1607),  findet  sich  nur  ein  kurzer,  Kepler  betreffen- 
der Passus,  wo  nämlich  von  der  Bewilligung  eines  Geschenkes 
von  20  Thalern  für  die  dem  Kurfürsten  tibersandte  Abhandlung: 
„Stella  nova  in  pede  serpentarii  etc."  die  Rede  ist.  Das  zweite 
Document:  „Joannis  Kepleri  S.  C.  Mt.  Mathematici  Judicium  de 
praecedentibus  scriptis  Sethi  Calvisii  et  D.  Joestelii^  ein  Gutachten, 
das  Kepler  über  die  eine  Verbesserung  des  alten  Kalenders  an- 
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Btrebenden  Arbeiten  von  Setbug  Calyisius^  Cantor  an  der  Thomas- 
schule zu  Leipzig,  und  Dr.  Jöstel  aus  Meissen  abgab,  wird  hier 
eingehend  besprochen,  und  am  Schlüsse  im  Originaltext  vollständig 
mitgetheilt.  Drittens  wird  ein,  bereits  vollständig  in  dem  Werke 
des  Herrn  von  Weber:  „Aus  vier  Jahrhunderten",  neue  Folge, 
2.  Band  (S.  27)  zur  Publication  gelangter  Brief  Eepler's  aus  Prag 
an  den  Kurfürsten  Georg  I.  (datirt  vom  29.  Februar  1628)  an-/ 
geführt,  der  als  Begleitschreiben  zu  einem  gleichzeitig  übersen- 
-deten  Exemplare  seiner  Rudolphinischen  Tafeln  dient.  Schliess- 
lich hat  der  Herr  Verfasser  seinem  Aufsatze  noch  ein  Albumblatt 
beigefügt^  das  eines  Theils  als  Facsimile  der  Handschrift  Eepler^s 
interessant  ist,  andern  Theils  aber  auch  sein  treffendes  Urtheil 
über  den  damaligen  Stand  der  Chemie  beweist.  Wtn. 

L.  F.  Ofterdinger,  Discurs,  welcher  Gestalt  allerhand 
Ulmische  Maasssachen  in  einander  zu  verknüpfen  und 
zu  conserviren  sein  möchten,  von  Johannes  Kepler. 

Ulm.  Walter. 
Die  Arbeit  besteht  aus  zwei  getrennten  Theilen.  Im  ersten 
Theile  sucht  der  Verfasser  die  Annahme  fester  zu  begründen, 
dasader  eigentliche  Verfasser  des  5*^"  Buches  des  Euklides  Eudoxos 
von  Knidos  sei.  Im  zweiten  giebt  er  nach  dem  Originalmanuscript 
die  Arbeit  Eepler's  über  die  Ulmischen  Maasssachen  heraus,  von 
dem  er  eine  Analyse  in  dem  auf  S.  10  des  2*^"  Bandes  dieses  Jahr- 
buches erwähnten  Schriftchen  ab.  Ce. 

L.  F.  Ofterdinger.    Ein  Manuscript  Kepler's.    Tübingen. 

Fues. 

J.  Kepleri  Opera  omnia.    Herausgegeben  von  Gh.  Frisch. 

Vol.  VIII.    Frankfurt.    Heyder  u.  Zimmer. 

R.  Peinlich.    Die  steierischen  Landschaftsmathematiker 

vor  Kepler.     Graz.    Leuschner  und  Lubensky,  auch  Grunert  Arch« 
LIV.  470-492. 

Handelt  von  den  beiden  Mathematikern,  welche  vor  Kepler 
das  Amt  eines  Landschaftsmathematikers  von  Steiermark  inne 
hatten.     Dies  Amt  war   nichts  weiter  als  das  eines  Keilender- 
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macherB  für  genanntes  Land.  Der  erste  Inhaber  der  Stelle  war 
M.  Hironymus  Lauterbach  von  1561  —  1577,  sein  Nachfolger 
M.  Georg  Stadius  (nicht  zu  verwechseln  mit  dem  berühmten  Pro- 
fessor gleichen  Namens  zu  Paris)  von  1577  resp.  1582—1593. 
Sdn  Nachfolger  war  Kepler.  Die  Lebensbeschreibung  Beider 
und  die  Bemerkungen  über  die  Art  der  damaligen  Kalender- 
maeherei  sind  recht  interessant.  Ce. 

J.  Newton.     Mathematische  Principien  der  Naturlehre. 
Mit  Bemerkungen   und  Erläuterungen  herausgegeben 

von  J.  Ph.  Wolfers.  Berlin.  Oppenheim. 
Eine  fliessende  Uebersetzung  des  classischen  Buches.  Die 
Bemerkungen  und  Erläuterungen  des  Uebersetzers  tragen  viel 
zum  Verständniss  bei.  Es  ist  zu  bedauern,  dass  jede  geschicht- 
liche Notizy  wie  absichtlich  vermieden  ist,  zu  der  doch  so  mancher 
Anlass  vorhanden  wäre.  Ce. 

A.  D.  Wackerbarth.     Hyperbolic  and  Napierian  loga- 

rithms.     Monthl  Not.  XXXI.  263-264.  1871. 

Das  von  Napier  erfundene  Logarithmensystem  wird  erklärt 

und  mit  dem  verglichen,  welches  2,71828. ..  zur  Basis  hat   Am 

^Uoss   wird   auf  4  Fehler  aufmerksam  gemacht,   die  sich  in 

des  Verfassers:   „Femställige  Logarithm -Tabelle"  finden.    Siehe 

F. d.M.  III.  p.  8.  Glr.  (0.) 

E.  DüBOis.     Logarithmes  hyperboliques  et  n^periens. 

Mondes  (2)  XXVII.  651-652. 
In  der  obigen  Arbeit,  die  auch  schon  im  vorigen  Bande  p.  8 
besprochen  war,  war  auf  eine  Differenz  der  Neper'schen  und  hyper- 
bolischen Logarithmen  aufmerksam  gemacht.    Herr  Dubois  sucht 
in  seiner  Notiz  das  Entstehen  derselben  zu  erläutern. 

0. 

J.  W.  L.  Glaisher.     On  errors  in  Vlacq's  (often  called 
Brigg's  or  Nepers)  table  of  ten-figure  logarithms  of 

numbers.    Monthl.  Not.  XXXII.  255-262. 
Die  einzigen  zehnstelligen  Logarithmentafeln,  die  existiren^ 
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sind:  Vlacq's  „Arithmetica  logarithmica"  (fol.  Gauda  1628  und 
London  1631)  und  Vega's  „Thesaurus  logarithmorum  completus 
(fol.  Leipzig  1794),  von  denen  die  erste  die  für  den  Gebrauch 
passendste  ist,  weil  sie  nur  die  Logarithmen  der  Zahlen  enthält 
und  weil  die  Differenzen  neben  die  Logarithmen  gestellt  sind. 
Sie  enthält  jedoch  eine  grosse  Zahl  von  Fehlem,  welche  nach . 
und  nach  entdeckt  und  im  Laufe  von  zwei  Jahrhunderten  publi- 
cirt  sind,  deren  eine  Hälfte  indess  der  Oeffentlichkeit  ganz  ent- 
gangen ist.  Der  Verfasser  hat  alle  Fehlerlisten,  die  es  giebt, 
geprüft  und  verglichen,  und  giebt  hier  eine  Liste,  welche  eine 
Ergänzung  zu  den  beiden  von  Vlacq  selbst  in  einigen  Exemplaren 
der  Arithmetica  von  1628  gegebenen  sein  soll,  ebenso  wie  zu 
der  von  Herrn  Lefort  im  vierten  Theil  der  Annales  de  Tobser- 
vatoire  de  Paris  1828  gegebenen.  Die  Zahl  der  Fehler  in  Vlacq's 
Tafeln  erreicht  600,  ungefähr  die  Hälfte  der  wichtigen,  d.  h.  derer, 
bei  denen  die  letzte  Stelle  um  mehr  als  eins  falsch  ist.  Es  folgen 
einige  bibliographische  Notizen,  nach  denen  es  scheint,  dass  die 
Londoner  Ausgabe  von  1631  nicht,  wie  man  glaubte,  ein  Neu- 
druck, sondern  nur  ein  Abdruck  der  deutschen  Ausgabe  von 
1628  mit  einer  kleinen  englischen  Erklärung  und  Vorrede  ist, 
so  dass  dieselbe  Fehlerliste  für  beide  genügt.  Zum  Schluss  giebt 
der  Verfasser  auch  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Nützlich- 
keit zehnstelliger  Logarithmen.  Glr.  (0.) 

J.  W.  L.  Glaisher.  Addition  to  a  paper  on  errors  in 
Vlacq's  ten-fignre  logarithms  published  in  the  last 
number  of  the  monthly  notices.  MonthLNot.  xxxii.  288-290. 

Berichtet  hauptsächlich  über  verschiedene  Fehlerlisten  zu 
Vega's  „Thesaurus  logarithmorum  completus",  Leipzig  1794  und 
fügt  den  Punkten,  die  in  der  obigen  Notiz  besprochen.  Einiges 
hinzu.  Glr.  (0.) 

F.  V.  KoBELL.     Nekrolog  von  Charles  Babbage.    Manch. 

Her.  I.  1872. 

Babbage  (geb.  26.  Decbr.  1792,  gest.  20.  Octbr.  1871)  war 
der  Nachfolger  Newton'g  auf  der  mathematischen  Lehrkanzel  der 
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Universität  Cambridge.  Als  wissenschaftliche  Leistungen  führt 
der  Verfasser  an :  Anwendungen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
Summirung  mehrerer  Klassen  unendlicher  Reihen,  Rotationsmagne- 
tismus, Barometerbeobachtungen  etc.  Bekannt  sind  seine  nur 
theilweise  mit  Erfolg  gekrönten  Versuche  zur  Herstellung  einer 
Rechen-  und  Schachmaschine.    Grössere  Schriften  sind:  Economy 

of  machinery  and   manufactures ,  reflections  on   the  decline  of 

Bcieuce  in  England. 

Nachzutragen  mochte  noch  sein,  dass  Babbage  zuerst  die 

periodischen  Functionen  in  Betracht  zog.  Gr. 

D.  BiERENs  DE  Haan.    Notice  sur  Meindert  Semeijns. 

Boncompagni  Buü.  V.  213-220. 

B.  Boncompagni.      Intorno  alla    vita    ed   ai    lavori   di 

Meindert  Semeijns.    Boncompagni  Bull.  V.  221-228. 

Meindert  Semeijns  wurde  geboren  am  30.  Juli  1704  zu 
Enkhuizen  am  Zuidersee.  Nach  längeren  Diensten  in  der  hol- 
ländisch-ostindischen  Compagnie  kehrte  er  in  seine  Vaterstadt 
zurück,  wo  er  mehrere  Jahre  das  Amt  eines  Schöffen  verwaltete, 
^d  starb  daselbst  am  10.  April  1775.  Nach  einer  Hypothese 
Halley's  Über  die  Abweichung  des  Compass  hatte  Semeijns  sich 
eiö  magnetisches  System  gebildet,  durch  welches  man  für  jeden 
Ort  der  Erde  die  Missweisung  des  Compass  sollte  berechnen 
können,  das  er  den  Generalstaaten  mittbeilte,  die  den  Prof. 
«'•  Lulofs  in  Leiden  mit  dem  Berichte  beauftragten.  Die  abfäl- 
lige Beurtheilung  desselben  brachte  Semeijns  in  heftigen  Streit 
^it  seinem  Becensenten,  und  dieser  Streit  bildet  den  Gegenstand 
^ßf  Notiz  von  Bierens  de  Haan.  Boncompagni  giebt  genaue 
Nachrichten  über  das  Leben  Semeijns  und  Lulofs,  sowie  genaue 
bibliographische  Notizen  über  die  Streitschriften  Semeijns. 

Ce. 

^-  Cantoä.    Die  Familie  Fagnano.    Schlömiicli  z.  xvil.  88. 

Hüne  dem  Boncompagni  Bull.  III.  entlehnte  kurze  Notiz  über 
^i^  Oebnrts^  und  Todestage  der  Mathematiker  Julius  Carl  Fagnano 
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(geb.  d.  26.  Sept.  1682,  gest.  d.  18.  Mai  1766)  und  Johann  Frans 
Fagnano  (geb.  d.  31.  Jan.  1715,  gest.  d.  14.  Mai  1797).         M. 

J.  ScLOPis.      Communicazione  di  una  lettera^di  Luigi 

Lagrange.       Atti   di  Torino.   VIT.   428-434,     Grunert  Arch.   Litb. 
OOXV.  2-6. 

Behandelt  einen  noch  nicht  publicirten  Brief  von  Lagrange 
an  den  Marquis  Domenico  Caracciolo  aus  Berlin  vom  13'^"  Octbr. 
1781,  von  dem  sich  eine  Copie  unter  den  Papieren  des  Grafen 
Ludovico  Morozzo  (gest.  1804),  früherem  Präsidenten  der  Aka- 
demie der  Wissenschaften  zu  Turin  gefunden  hat.  Herr  Sclopis 
theilt  diesen  Brief  mit,  den  er  für  niltzlich  hält,  um  drei  Punkte 
aus  dem  Leben  Lagrange's  aufzuklären,  nämlich  den  Werth,  den 
er  in  der  Theorie  der  schweren  Körper  der  Lehre  Galilei's  bei- 
gelegt hat;  die  an  ihn  ergangene  Einladung,  eine  hervorragende 
wissenschaftliche  Stellung  im  Königreich  beider  Sicilien  zu  über- 
nehmen; endlich  die  Liebe  zu  Italien,  die  er  trotz  der  Abwesen- 
heit so  vieler  Jahre  sich  bewahrt  hatte.      ^  Jg.  (0.) 

M.    OaNTOK,    BüRMANN.    Schlomilch  Z.  XVII.  428-430. 

Der  Verfasser  vorliegender  Notiz  macht  darauf  aufmerksam, 
dass  über  Bürmann's  Lebensverhältnisse  bis  jetzt  sehr  wenig  be- 
kannt sei,  dass  das  Bekannte  manche  in  sich  nicht  zu  vereini- 
gende Widersprüche  und  Unklarheiten  enthalte.  Er  fordert  des- 
halb zu  Nachforschungen  über  Bürmann  auf,  indem  er  bestimmte 
Fragen  dazu  formulii-t.  0. 

F.  V.  KoBELL.    Nekrolog  von  Sir  John  Frederick  William 

Herschel.    Münch.  Ber.  1872. 

Herschel,  Sohn  des  berühmten  Astronomen,  wurde  geboren 
am  7.  März  1792  und  starb  am  11.  Mai  1872.  In  den  Jahren 
1823,  27  und  28  setzte  er  die  Arbeiten  seines  Vaters  fort,  und 
lieferte  drei  Cataloge  von  je  300,  295  und  f84  neuen  Doppel- 
Sternen.  Drei  weitere  Cataloge  brachten  neue  Positionen  von 
resp.  1236,  2007  und  286  dieser  wichtigen  Objecte.  Zu  diesem 
Zweck  hielt  er  sich  vier  Jahre  lang  ohne  irgend  welche  Sub- 
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vention  am  Gap  der  guten  Hoffnung  auf.  Als  selbstständige 
Werke  erschienen:  „A  treatise  on  astronomy^  und  „Outlines  of 
astronomy." 

Noch  wichtiger  war  HerscheFs  Thätigkeit  in  der  Physik. 
Lebhaft  betheiligte  er  sich  an  dem  alle  Forscher  jener  Zeit  be- 
schäftigenden Streite  zwischen  Emissions-  und  Undulationstheorie. 
Während  er  in  der  „Theorie  des  Lichtes"  beide  Hypothesen  als 
gleich  berechtigt  zu  betrachten  scheint,  stellt  er  sich  späterhin  mit 
Entschiedenheit  auf  die  Seite  der  letzteren.  Sonst  werden  noch 
folgende  Entdeckungen  HerscheVs  hier  namhaft  gemacht:  Die 
Beobachtung,  dass  jede  Farbe  die  grösste  Veränderung  in  den 
die  Complementärfarbe  enthaltenden  Strahlen  erleide  bei  Pflan- 
zen, Untersuchungen  über  die  Curven  des  Polarisationsbildes 
der  Krystalle,  welche  er  als  Lemniscaten  (im  allgemeineren  Sinne) 
erkannte,  Interferenz  der  Schallwellen,  die  blaue  Spektrallinie 
des  Strontiums  und  verschiedene  chemische  Arbeiten. 

Erwähnt  hätte  noch  werden  können,  dass  auch  reine  Mathe- 
matik den  eifrigen  Gelehrten  vielfach  beschäftigte;  so  war  es 
eine  seiner  .ersten  literarischen  Leistungen,  dass  er  zusammen 
^öit  Peacock  ein  Lehrb.uch  der  höheren  Analysis  umarbeitete. 

Gr. 


Ab,  Qüetelet.  Notice  sur  Sil-  John  Fr6d.  Will.  Herschel. 

inn.  de  Belg.  XXXVIII.  161-199. 

Enthält  Notizen  über  das  Leben  Sir  John  HerscheFs  (geb. 

ien7.  März  1792  zu  Slough  bei  Windsor,  gest.  d.  11.  Mai  1871 

zu  CoUingwood  in  Kent).     Dieselben  beziehen  sich  namentlich 

/  anf  Arbeiten,   mit  denen   der  Verfasser  der  Notiz  durch  seine 

'    eigene  Thätigkeit  in  Verbindung  gestanden  hat.    Die  Arbeit  giebt 

daher  ebenso   sehr  ein  Bild  von  Arbeiten  des  Herrn  Qüetelet, 

wie  von  denen  HerscheFs.    Eingestreut  sind  Briefe  von  Herschel 

an  den  Verfasser,  die  in  der  Originalsprache  wie  in  Uebersetzung 

mitgetheilt  werden.  0. 

A.  Clebsch.     Notice  sur  les  travaux  de  Jules  Plücker. 
Traduit  de  TaUemand  par  le  Dr.  Paul  Mansion. 

BoDCompagni  Bull.  V.  183-212. 
Fortachr.  d.  Hafh.  IV.  1.  2 


lg  I.  Abschnitt.    Geschichte  und  Philosophie. 

Uebersetzung  der  auf  S.  10  des  III.  Bandes  dieses  Jahrbucl 
erwähnten  Schrift  von  Clebsch:  Zum  Gedächtniss  an  Jul 
Plticker.  Ce. 

Liste  des  travaux  scientifiques  de  J.  Plücker.   Darboux  B 

III.  59-64. 
Abdruck  nach  demselben  Werke  von  Clebsch.  Ce. 

C.    Neumann.      Zum    Andenken    an    Eudolf   Friedrii 

Alfred   Clebsch.     Gott.  Nachr.  1872.  550-559. 
Die  Arbeit  giebt  ein  kurzes  Lebensbild  von  Clebsch. 

Rudolf  Friedrich  Alfred  Clebsch  ist  geb.  zu  Königsberg  i.  1 
am  19*^"  Januar  1833.  Nachdem  er  mit  17  Jahren  das  Abil 
rientenexamen  am  Altstädtischen  Gymnasium  seiner  Vatersts 
bestanden,  studirte  er  dort  unter  Neumann,  Richelot  und  Heg 
Mathematik  und  Physik.  Im  Jahre  1854  absolyirte  er  das  Doct( 
und  Staatsexamen  und  blieb  dann  einige  Jahre  als  Lehrer 
Berlin.  1858  kam  er  als  Professor  an  das  Polytechnicum 
Carlsruhe.  Nach  5  Jahren  ging  er  von  dort  nach  Giessen,  v 
wo  er  im  Jahre  1868  nach  Göttingen  übersiedelte.  Dort  erei 
ihn  der  Tod  am  7*®"  November  1872.  Neben  dem  ausser 
Lebensbilde  giebt  die  Arbeit  einen  Ueberblick  über  die  groe 
wissenschaftliche  Thätigkeit  des  Verstorbenen.  Den  Bericht  di 
über  verschiebt  Referent  jedoch  bis  zum  nächsten  Bande,  i 
über  die  von  Clebsch's  Schülern  entworfene  ausführliche  Darlegni 
seiner  wissenschaftlichen  Leistungen  zu  referiren  sein  wird.  F 
jetzt  mag  hier  zum  Zeichen,  wie  sehr  er  jeden  Versuch  zur  Fi 
derung  der  Mathematik  zu  unterstützen  bemüht  war,  der  Aufmu 
terung  und  Thätigkeit  mit  Dank  gedacht  werden,  die  er  diese 
Jahrbuch  zu  Theil  werden  liess.  O. 

E.    BeltRAMI.      Alfredo  Clebsch.    Battaglini  G.  x.  347-349. 
Nachruf  an  Clebsch.  O. 

L.  Cremona.     Commemorazione  di  A.  Clebsch.    R«nd. 

Ist.  Lomb.  (3)  V.  1041-1042, 
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Nachraf  des  bertthmten  Gelehrten  an  Clebsch,  in  dem  nament* 
lieh  dem  Schmerze  über  den  für  die  Wissenschaft  zu  früh  er- 
folgten Tod  Ausdruck  gegeben  wird.  Jg.  (0.) 

TL.  BöRNSTEiN.     Alfred  Clebsch.   Nachruf.  Aitpr.  Monatschr. 

IX.  653-656. 
Ein  kurzer  warm  geschriebener  Nachruf.    Am  Anfange  ein 
ganz  knapp  gehaltener  Lebensabriss,   der  aber  doch  vielleicht 
[  mtnches  in  weitem  Kreisen  nicht  Bekannte  enthält.         Ce. 

A.  Stiattesi.     Intorno  alla  Vita  ed  ai  lavori  del  P.  Gio- 
vanni Antonelli  delle  Scuole  Pie.  Cenni.   Boncompagni  Bull. 

I        V.  253-276. 

läne  eingehende  Biographie  und  Würdigung  der  wissen- 
aditfUichen  Leistungen  Antonelli's,  zuletzt  Directors  der  Stern- 
warte zu  Florenz.  Er  war  geboren  zu  Candeglia  bei  Pistoia 
im  10.  Januar  1818.  Seine  Studien  machte  er  im  Gollegio  Cala- 
flazziano  in  Florenz.  Schon  1843  wurde  er  Professor  am  Celle- 
t^un  zu  Cortona,  dann  aber  1844  Gehilfe  und  Stellvertreter 
bghirami's  am  Observatorium  zu  Florenz.  Als  Director  dieses 
li«titates  starb  er  den  14.  Januar  1872  im  54*''''  Lebensjahre. 

Ce. 

A.  SiUTTESi*      Catalogo    de*    lavori    del    P.    Giovanni 

Antonelli.    Boncompagni  Bull.  V.  267-277. 

Terzeichniss  der  Schriften,  welclie  Antonelli  hinterlassen; 
davon  beziehen  sich  31  auf  mathematische  Gegenstande;  ein- 
SeseUossen  eine  Reihe  von  Commentaren  zu  Stellen  aus  Dante's 
götflicher  Comödie,  7  sind  verschiedenen  vorzugsweise  theologi- 
>dien  InhaltSi  1  ist  unedirt.    Gesammtsumme  39.  Ce. 

B.  BoNcoMPAGNi.   Intorno  ad  un  opera  dell'  Abate  Nicolö 
Luigi  de  La  Caille  intitolata  „Le^ons  ^l^mentaires  de 

Math^matiques'*   eCC.    Boncompagni  Bull.  V.  278-293. 
Antonelli  hatte  von  dem  genannten  Buche  eine  italienische 
Ausgabe  veranstaltet.     Das  hat  wahrscheinlich  Fürst  Boncom- 

2* 
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pagni  veranlasst,  über  dieses  Werk  des  La  Caille  genaue  biblio- 
graphische Notizen  zu  veröflFeutlichen.  Er  zähK  auf  15  Ausgabeii 
in  französischer  Sprache,  3  Ausgaben  in  lateinischer,  11  in  ita- 
lienischer, 1  Ausgabe  in  neugriechischer  Sprache.  Ce. 

E.  Lefebure  de  Fourcy.    Notice  n^crologique  sur  Lam^. 

Ann.  d.  Mines  (7)  I.  271-273. 

J.  Bertrand,  Combes,  V.  Püiseux.    Discours  aüx   fun6- 

railles   de   M.   LamÖ.    Ann.  d.  Mines  (7)  I.  274-282. 

Gabriel  Lame,  geboren  zu  Tours  am  22.  Juli  1795,  trat  1814 
in  die  Ecole  Polytechnique,  ging  1821  in  russische  Dienste.  1831 
nach  Paris  zurückgekehrt,  erhielt  er  sehr  bald  die  Stellung  alc 
Physiker  an  der  Ecole  Polytechnique,  die  er  bis  1844  bekleidete. 
Schon  1843  Mitglied  der  Akademie  geworden,  übernahm  er  1851 
Vorlesungen  an  der  Facultä  des  Sciences  zu  Paris,  und  starb  an 
1.  Mai  1870.    Siehe  auch  F.  d.  M.  IL  p.  268.  0. 

F.  V.  KOBELL.      Nekrolog  von   F.  M.  Schwerd.    Manch.  Ber. 
1872. 

Heel.     Dr.   Friedrich  Magnus  Schwerd,   ein   Nekrolog. 

Pr.  Speyer. 

Die  hier  vorliegende  Biographie  Schwerd's  geht  genauer 
auf  dessen  wissenschaftliche  Leistungen  ein.  lieber  seine  äusse- 
ren Lebensumstände  ist  wenig  zu  berichten.  Geboren  1792  in 
Rheinhessen,  ward  er,  nachdem  er  bereits  von  1814—1817  ab 
Lehrer  zu  Speyer  gewirkt  hatte,  in  diesem  Jahre  zum  Lyceal" 
Professor  in  dieser  Stadt  ernannt,  und  bekleidete  diese  Stelle 
bis  zu  seinem  Todestage,  dem  22.  April  1871. 

Seine  erste  bedeutende  wissenschaftliche  Arbeit  war  die 
Gradmessung  in  der  Pfalz,  bei  welcher  er  den  Gedanken  verfolgte, 
ob  sich  nicht  bei  entsprechend  geschärfter  Sorgfalt  im  Beob- 
achten mit  Zugrundelegung  einer  nur  kurzen  Basis  ebenfalb 
genaue  Resultate  erzielen  Hessen.  Höchst  interessant  sind  die 
hier  genauer  beschriebenen  Mittel,  deren  er  sich  zur  Messung 
der  Zwischenräume  der  an  einander  gelegten  Maassstäbe  bediente. 
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Das  ganze  Verfahren  ist  niedergelegt  in  seinem  Erstlingswerke 
„Die- kleine  Speyerer  Basis,  1820".     Bald   darauf  wurden  die 
Mittel  zum  Bau  einer  Sternwarte  bewilligt  und  ein  20  zölliger 
Meridiankreis  auf  derselben  aufgestellt.   Die  EUipticität  von  dessen 
kxen  gab  Scbwerd   die  Veranlassung   zu  der,   wie  es  scheint, 
einxigen  rein  mathematischen  Arbeit  seines  Lebens.     Er  verall- 
gemeinerte nämlich  ein  Problem,  welches  bereits  Bessel,  durch 
ik  Bämlichen  Gründe  angeregt,  behandelt  hatte,  und  untersuchte 
(Gyran.  Progr.   1830)    dief  von    der   Spitze   eines   beweglichen 
*^  Winkels  beschriebenen  Curven,  vorausgesetzt,  dass  dessen  Schen- 
^^\  kel  stets  einen  Kegelschnitt  berühren.     Mit  Hülfe  jenes  Instru- 
^ 'I  mentes  bearbeitete  Schwerd  einen  bekannten  Sternkatalog  von 
f  H  1751  Positionen,  dessen  Fundamentalsterne  12—20  mal  beob- 
'^    ;  achtet  wurden.     Auch  an  dem  von  der  Berliner  Akademie  aus- 

•  gehenden  Unternehmen  der  Sternkarten  betheiligte  ersieh  lebhaft. 
^    ^       Im  Jahre  1835  lieferte  Schwerd  jenes  Werk,  welches  vor 

•  allen  anderen  seinen  Namen  berühmt  machte:    „Die  Beugungs- 
I  eraeheinungen  aus  den  Fundamentalsätzen  der  Undulationstheorie 

^^  n  analytisch  entwickelt  und  in  Bildern  dargestellt."  Vor  allem 
;  10088  man  die  Einfachheit  bewundern,  welche  Schwerd  in  den 
roli  Beobachtungsmodus  dieser  Phänomene  brachte,  ein  innen  mit 
AgphaKlack  geschwärztes  Uhrglas  oder  ein  innen  geschwärztes 
enas  Bohr  genügten  als  Beobachtungsmittel.  Auch  gewisse  astrono- 
äus^  niigebe  Thatsachen  gewannen  durch  ihn  zuerst  ihre  richtige  Er- 
792  Ittnmg.  Erwähnt  hätte  vielleicht  noch  werden  können,  dass 
17  1  aneh  die  reine  Mathematik  manchen  Vortheil  aus  diesem  bahn- 
'j(^  brechenden  Werke  zog,  wie  er  denn  in  demselben  die  Summa- 
Stö    tionen  der  Reihen 


sm 
cos 


!«+äi^«+'^+-+cä)  c«+(°-y^ 


Viele  Jahre  später  begann  Schwerd  sich  eifrig  mit  photo- 
Dietrischen  Messungen  am  Himmel  zu  beschäftigen.  Da  wohl 
hbifig  von  dem  dazu  gebrauchten  Instrumente  die  Rede  ist,  eine 
Besehreibung  desselben  aber  gleichwohl  selten  angetroffen  wird, 
»0  möge  dieselbe  hier  folgen.    Zwei  Fernröhre  gehen  aus  dem 
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Innern  eines  Hohlwürfels  so  hervor^  dass  die  Brennpunkte  ihrer 
Objeetive  durch  eine  Combination  von  Prismen  neben  einander 
fallen,  während  das  Ocular  gemeinschaftlich  ist.  Durch  Ver- 
schiebung des  Oculars  wird  es  dann  möglich  sein,  die  in  den 
beiden  Brennpunkten  erscheinenden  Sterne  zu  gleich  grossen 
Lichtscheibchen  auszudehnen;  durch  Diaphragmen  liess  sich  aaeh 
eine  Gleichheit  der  Lichtstärke  beider  Scheibchen  erzielen.  Wurde 
beim  Stern  A  die  Blendung  a,  beim  Stern  B  die  Blendung  ß  an- 
gewandt, so  war 

aA  =  ußB. 

—  ist  das  Verhältniss  der  Objectiyöffnungen  der  beiden  Fem- 
röhre. Die  Genauigkeit  seines  Instrumentes  schätzte  Schwerd 
selbst  auf  — -  einer  Sterngrösse. 

Von  grosser  Bedeutung  war  auch  Schwerd's  pädagogische 
Thätigkeit;  zur  Einführung  in  das  neue  Decimalsystem  yerfasste 
er  ein  eigenes  arithmetisches  Lehrbuch.  Gr. 

J.  C.  Jamin.     Discours   aux  funerailles  de  M.  DahameL 

Darboux  Bull.  III.  314-317,  Liouville  J.  (2)  XVII.  324-327. 
Bede  Jamin's,  gehalten  im  Namen  der  Pariser  Akademie  am 
Grabe  DuhameFs*  Sie  giebt  einen  kurzgehaltenen  Ueberblick 
über  die  hauptsächlichsten  Arbeiten  Duhamel's.  Jean  Marie 
Gonstant  Duhamel  ist  geboren  den  5.  Februar  1797  zu  St.  Maio. 
Nach  Absolvirung  des  Lyceums  zu  Rennes  kam  er  auf  die  Poly- 
technische Schule,  musste  dieselbe  aber  1816  verlassen  und  be- 
suchte die  Ecole  de  droit  zu  Rennes.  Auch  dort  wegen  seiner 
politischen  Anschauungen  ausgeschlossen,  ging  er  nach  Pari% 
wo  er  sich  durch  Unterricht  ernährte.  Später  (1840)  wurde  er 
Mitglied  der  Akademie  und  erhielt  den  Lehrstuhl  der  Analysis 
an  der  Ecole  Polytechnique,  Ecole  Normale  und  an  der  Sorbonne. 
Im  späteren  Alter  zog  er  sich  von  dieser  Stellung  zurück  und. 
starb  nach  einem  glücklichen,  sorgenfreien  Alter  am  1.  Mai  1872.» 

0. 

M,  CüRTZE.     Notice  sur  la  vie  de  Jean-August  Grunerk- 

Parboux  Bull.  III.  285-287* 


Capitel  1.    Geschichte.  23 

Der  Verfasser  giebt  einen  kurzen  Lebensabriss  Grnnert's 
und  am  Schlnss  eine  Scbildening  seiner  Persönlicbkeit.  J.  A. 
Granert  wurde  am  7.  Febr.  1797  zu  Halle  a.  S.  geboren,  studirte 
zuerst  daselbst  Bauwissenschaften,  dann  in  Oöttingen  Mathematik^ 
wurde  1820  zu  Halle  promovirt,  war  darauf  Lehrer  der  Mathe- 
matik und  Physik  am  Gymnasium  und  an  der  Militairschule  zu 
Torgau,  seit  1828  Professor  am  Gymnasium  zu  Brandenburg  a.  H. 
und  seit  1833  ord.  Professor  au  der  Universität  zu  Greifswald, 
wo  er  am  7.  Juni  1872  starb.  M. 

FaYE,    V.   PUISEÜX,   DüBAREE,    G.  ViLLARCEAU.     DisCOUrS 

aux  fundrailles  de  M.  Delaunay.    Darboux  Bull.  in.  317-320, 

Liouville  J.  (2)  XVII.  348-350,   Inst.  XL.  279-280,   Ann.  d.  Mines  (7) 
n.  193-205. 

Die  beiden  ersten  Reden  gedenken  nur  der  Verdienste,  die 
neh  der  Verstorbene  durch  seine  ^Thäorie  de  la  Lune^'  um  die 
Astronomie  erworben  hat;  enthalten  aber  keine  Mittbeilungen 
über  das  Leben  desselben.  Auch  in  der  dritten  Rede  von 
Dnbaröe  finden  sich  nur  solche  Notizen,  die  sich  auf  Delaunay's 
Verhältniss  zur  Ecole  des  Mines  beziehen :  Charles  Eugene  Delaunay 
ist  geboren  den  9.  April  1816,  war  Professor  der  Mathematik  an 
der  Eeole  Polytechnique,  dann  Ingenieur  des  Mines.  1855  wurde 
er  Mitglied  der  Akademie  und  bekleidete  seit  dem  Jahre  1870 
die  Stelle  des  Directors  der  Pariser  Sternwarte.  Er  fand  seinen 
Tod  am  4.  August  1872  bei  einer  Wasserfahrt  durch  Umschlagen 
des  Bootes.  0. 

L.  F.  Menabrea.     Intorno  ad  uno  scritto  del  Sig.  Prof. 
Angelo   Genocchi.      Lettera   a.  D.   B.   Boncompagni. 

Boncompagni  Bull.  V.  301-305. 

Richtet  sich  persönlich  gegen  eine  Aeusserung  in  der  auf 
S.ll  des  IIL Bandes  dieses  Jahrbuches  erwähnten  Arbeit Genocchi's 
*cr  das  Leben  und  die  Werke  Feiice  Chiö's  in  Betreff  der  Ar- 
träten  dieses  Letzteren  ttber  die  Lagrange'sche  Reihe,  in  welcher 
^e  Anklage  Menabrea's  gefunden  werden  konnte,         Ce. 
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A.  Genocchi.     Intorno  ad   una   lettera   del  Sig.  Conte 

L.  F.  Menabrea.    Apunti.    Boncompagni  Bull.  V.  535-542. 

Wendet  sich  gegen  den  oben  erwähnten  Brief  Menabrea's 
und  zeigt  an  der  Hand  von  Documenten,  dass  der  Verfasser  zu 
der  incriminirten  Aeusserung  völlig  berechtigt  war.  Ce. 

H.  SüTER.  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften. 
I.  Theil:     Von    den    ältesten   Zeiten    bis    Ende    des 

XVI.   Jahrhunderts.     Zürich.     Orell,  Füssli  et  Comp. 

H»  Hankel.     Intorno  al  Volume  intitolato   „Geschichte 
der  mathematischen  Wissenschaften  etc."     Traduzione 

del   Sig.  Filippo  Keller.    Boncompagni  Bull.  V.  297-300. 

Das  Werk  Suter's,  ursprünglich  als  Doctordissertation  ge- 
schrieben, hat  sich  als  Ziel  gesetzt,  einen  kurzen  und  klaren 
Ueberblick  über  die  Geschichte  der  gesammten  Mathematik  zu 
geben.  Bei  einem  Umfange  von  200  Seiten  ist  natürlich  von 
einer  Quellenangabe  abzusehen  gewesen^  was  auch  ohne  Schaden 
geschehen  kann,  wenn  von  dem  Verfasser  alle  guten  Quellen  zu 
Bathe  gezogen  sind.  Dass  dies  nicht  überall  der  Fall,  hat  zum 
Theil  schon  Hankel  in  seiner  Becension  nachgewiesen.  So  fehlt 
die  Geschichte  der  Mathematik  bei  den  Indern  gänzlich,  die  Ge- 
schichte der  Wissenschaft  bei  den  Arabern  ist  nur  nach  Wallis 
und  Montucla  gegeben;  alle  neueren  wichtigen  Untersuchungen 
von  Woepcke,  S^dillot,  Steinschneider  etc.  sind  nicht  berück- 
sichtigt. Von  den  dadurch  entstandenen  Fehlern  und  Missver- 
ständnissen giebt  Hankel  vielfache  Proben,  die  sich  leicht  ver- 
mehren Hessen.  Wenn  Hankel  ihm  aber  zum  Fehler  anrechnet, 
dass  er  den  Erfinder  der  Quadratix,  Hippias,  mit  dem  Sophisten 
Hippias  von  Elis  identificirt,  was  schon  Brettschneider  gethan 
hat,  so  dürfte,  er  irren.  Proklos  Diadochos  hat,  wie  man  sich 
leicht  überzeugt,  die  Gewohnheit,  nur  bei  der  ersten  Aufführung 
eines  Namens  die  nähere  Bezeichnung  hinzuzufügen,  später  aber 
dieselbe  als  selbstverständlich  wegzulassen.  In  der  Aufzählung 
der  Mathematiker  vor  Euklides  am  Anfange  seines  Werkes  findet 
sich  nun  aber  auch  erwähnt  ^Inniag  6  ^Hlelog  (Proclus  ed.  Friedlein 
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p.  65).  Der  später  nur  als  Hippias  Erwähnte  kann  also  nur  der 
Eleer  sein.  Es  ist  aber  nicht  blos  in  der  Geschichte  der  griechi- 
schen und  arabischen  Mathematik,  dass  die  schlechtesten  Quellen 
benutzt  sind,  auch  in  der  späteren  Geschichte  findet  sich  vieles 
fehlerhaft.  So  ist  die  Darstellung  der  Entdeckung  der  Auflösung 
der  Gleichungen  3*^"  Grades  durch  Ferro,  Cardan,  Tartaglia  gänz- 
lich falsch,  wie  schon  1846  durch  Gherardi  gezeigt  ist;  so  fehlt 
der  Hauptrepräsentant  der  Mathematik  des  XIV.  Jahrhunderts^ 
Nicole  Oresme,  gänzlich;  so  sind  die  Angaben  über  Copernicus 
zum  grossesten  Theile  irrig.  Schon  Alpetragius  hat  ähnliche 
Ideen,  wie  Copernicus  ausgesprochen;  Copernicus  hat  nicht  blos 
in  Krakau  und  Bologna,  sondern  höchst  wahrscheinlich  auch  in 
Padua  studirt;  hat  aber  nur  ein  halbes  bis  dreiviertel  Jahr,  nicht 
Jahre  lang,  in  Rom  gelehrt.  Schon  vor  seiner  Reise  nach 
Italien  war  er  Kanonicus  zu  Frauenburg  geworden,  nicht  erst 
1506  nach  seiner  Rückkunft  von  Italien.  Rhäticus  lebte  nicht  in 
Nürnberg,  sondern  in  Wittenberg.  Als  Hypothese  giebt  nicht 
Copernicus,  sondern  der  anonyme  Schreiber  der  Vorrede,  Osiander, 
das  System  aus;  das  war  ja  gerade  die  Bedingung  der  Index- 
congregation,  dass  alle  Stellen,  in  denen  Copernicus  sein  System 
nicht  als  Hypothese  ausspricht,  in« diese  Form  umgeschrieben 
werden  mussten. 

Den  Schlusssatz  der  Recension  Hankels:  „Wenn  wir  auch 
von  all  diesen  einzelnen  Ausstellungen  absehen,  so  müssen  wir 
dem  vorliegenden  Werke  doch  einen  Fehler  zum  Vorwurf  machen, 
der  nicht  leicht  zu  verbessern  ist.  In  ihm  fehlt  nämlich  gänz- 
lich die  Charakterisirung  der  verschiedenen  Mathematiker,  die 
ihrer  Werke  und  ihrer  Methoden.  Wie  weit  der  Verfasser  von 
der  Ekkenntniss  des  speciellen  Geistes  der  antiken  Mathematik 
entfernt  ist,  kann  man  aus  dem  oben  erwähnten  Beispiel  in  Be- 
treff des  Archimedes  ersehen." 

„Die  Geschichte  der  Mathematik  darf  nicht  die  Gelehrten 
und  ihre  Werke  einfach  aufzählen,  sie  muss  vielmehr  die  ganze 
Entwickelung  der  Ideen  auseinandersetzen,  welche  in  der  Wissen- 
schaft herrschten;  nur  so  wird  sie  das  allgemeine  Interesse  an- 
regen  und  den  Nutzen   stiften,   den  Herr  Suter  sich   von  ihr 
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versprichf^,  kann  man  nur  einfach  unterschreiben«  Ein  grosser 
Mangel  nicht  dieses  Geschichtswerkes  allein  ist  das  Fehlen  eines 
guten  Index.  Ce. 

P.  ßiccARDi.     Biblioteca  Matematica  Italiana  dalla  ori- 
gine    della    stampa    ai    primi    anni    del  secolo  XIX. 

Modena  1870—1872.  Fase.  1-4. 

Eine  vortrefflich  gearbeitete  mathematische  Bibliographie  der 
in  Italien  oder  von  Italienern  erschienenen  Werke,  zugleich  mit 
Nachweisung  der  Litteratur  über  jeden  Autor,  soweit  eine  solche 
existirt.  Die  bis  jetzt  erschienenen  4  Lieferungen  reichen  bis  zum 
Schluss  des  ersten  Bandes  des  ersten  Theiles  von  A  bis  Kirch- 
hoffer.  Ce. 

M.  DE  TiLLY.     Rapport  s^culaire  sur  les  travaux  math^- 
matiques  de  Tacaddinie  royale  de  Belgique  (1772  bis 

1872).    Bruxelles.  Hayez.    [Bxtrait  du  livre  comm6moratif  du  cen- 
tieme  anniversaire  de  Tacad^mie]. 

Das  vorliegende  Werk^  das  eine  beinahe  vollständige  Ge- 
schichte der  Mathematik  in  Belgien  seit  100  Jahren  enthält,  zer- 
fallt in  folgende  Theile.  I.  Analysis.  1)  Algebraische  Analysis, 
2)  Reihen,  3)  Integralrechnung,  4)  Theorie  der  quadratischen 
Reste,  5)  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  IL  Geometrie:  1)  Reine 
Geometrie,  2)  Infinitesimal-Geometrie.  III.  Mechanik:  1)  Ratio- 
nelle Mechanik;   2)  Angewandte  Mechanik. 

Es  erscheint  dem  Referenten  nicht  tiberflüssig,  darauf  hin- 
zuweisen, dass  zu  den  von  Herrn  Tilly  hier  analysirten  Arbeiten 
einige  der  wichtigsten  Arbeiten  von  Chasles  gehören,  z.  B.  seine 
Geschichte  der  Geometrie,  ausserdem  verdienstvolle  Untersuchungen 
von  Daudelin,  Quetelet,  Brasseur,  Schaar,  Gilbert  und  Catalan. 

Mn.  (Wn.) 

S.   Günther.      Beiträge    zur   Erfindungsgescldolite    der 

Kettenbrüche.    Pr.  Weissenburg.    1872. 

Recension  dazu  von  M.  Cantor.  Schlömiich  z.  X.VIL  Litz.  102. 
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Die  Abhandlung  beschäftigt  sich  in  eingehender  Weise  mit 
1er  Geschichte  des  ab-  und  aufsteigenden  Eettenbructas,  und  führt 
ms  der  Reihe  nach  die  Verdienste  des  Leonardo  Pisano,  des 
?.  A.  Cataldi,  Daniel  Schwenter's,  Lord  Brouncker's  und  Huyghens 
im  diese  Grössenformen  vor  Augen.  Vorzugsweise  betont  er 
iie  Verdienste  D.  Schwenter's  um  dieselben,  aus  dessen  Deliciae 
nathematicae  er  im  Anhange  noch  einige  weitere  Beiträge  zur  Ge- 
schiebte der  Mathematik  beibringt,  die  den  Werth  jener  Schrift 
Für  letztere  noch  klarer  hervortreten  lassen.  Ge. 

W.   Karüp.      Theoretisches    Handbuch    der  Lebensver- 
sicherung.   Leipzig,  1871.  Fritsch. 

Dem  historischen  Theile  des  Werkes  entnehmen  wir  folgende 
Angaben.  Die  erste  Tafel  über  die  Lebensdauer  besitzen  wir 
vom  römischen  Präfecten  Ulpian.  Angebahnt  ward  die  Idee  der 
Lebensversicherung  im  14**"  Jahrhundert  durch  die  Reise-  und 
Unfallversicherung  der  See-Assecuranzkammern  und  durch  die 
im  Mittelalter  von  Seiten  der  Gilden  geleisteten  gegenseitigen 
Unterstützungen  bei  Unglücksfällen.  Sie  entwickelten  sich  zu 
den  Kranken-  und  Begräbnisskassen  der  Zünfte.  Der  italienische 
Arzt  Lorenzo  Tonti  erfand  die  Tontinen  und  legte  damit  den 
Grand  zur  Rentenversicherung.  Die  französische  Regierung  ver- 
suchte vergeblich  daraus  eine  Einnahmequelle  zu  machen.  Fermat 
and  Pascal  schufen  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Der  hol- 
ländische Staatsmann  de  Witt  gründete  auf  deren  Principien  und 
auf  gesammelte  Geburts-  und  Todeslisten  die  Rentenversicherung, 
deiche  sofort  von  mehreren  Staatsregierungen  realisirt  ward.  Im 
L  7*«»  Jahrhundert  wird  die  Mortalitätsi9tatistik,  die  den  Römern 
kchon  durch  die  fÜnQ&hrigen  Steuerlisten  des  Servius  TuUius  be- 
SLannt  war,  später  in  Klöstern  dauernd  gepflegt  ward,  auf  die 
SVahrscheinlichkeitslehre  basiri  Aus  der  von  da  an  beginnenden 
»wissenschaftlichen  Litteratur  werden  angeführt  die  Werke  von 
Sir  William  Petty  (politische  Arithmetik  1662),  John  Graunt 
CTodtenlisten  1680),  Caspar  Neumann  1692,  Halley  (Mortalitäts- 
tabellen 1693).  Die  erste  Lebensversicherungsanstalt,  projectirt 
von  Assheton,  ward  1698  in  London  errichtet.   Die  Fortentwicke- 
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laug  des  Instituts  lässt  sich  nur  durch  Eingehen  auf  den  Special- 
inhalt darstellen. 

Siehe  auch  Abschn.  IV.  H. 

F.  Klein.      M.  Chasles,  Rapport  sur  les   progrfes  de  la 
gdom^trie.    Gott.  Anz.  1-12. 

Herr  F.  Klein  berichtet  ttber  vorstehendes  Werk,  in  welchem 
der  Verfasser  die  gesammte  Entwickelung  der  neueren  Geometrie 
in  Frankreich  von  ihrem  Beginne  zu  Anfang  dieses  Jahrhunderts 
bis  auf  die  neuesten  Forschungen  hin  dargestellt  hat.  Im  An- 
schluss  an  diesen  Bericht  kennzeichnet  Herr  Klein  die  Bedeutung, 
welche  die  Arbeiten  deutscher  Forscher  für  die  Ausbildung  und 
Vervollkommnung  der  neueren  Methoden  in  der  Geometrie  gehabt 
haben.  Sehn. 

F.  HozA.     Beitrag  zur  Geschichte  der  Trochoiden. 

Casopis  I.  54-60.  Wn. 

J.  W.  L.  Gl  AISHER.     Remarks  on  the  calculation  ot  n. 

Messenger  (2)  H.  119-123. 

Siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  3. 

K.    Hippauf.       Lösung   des    Problems    der    Trisection 
mittelst  der  Conchoide  auf  circularer  Basis.    Hoffmann  z. 

III.  215-240.  Leipzig,  Teubner. 
Von  den  Resultaten  der  Abhandlung  ist  höchstens  die  Con- 
struction  des  Conchoidencirkels  in  dieser  Form  neu,  obwohl  der- 
selbe nur  eine  Modification  des  Nicomedischen  Conchoidencirkels 
für  die  auf  gerader  Basis  ist.  Der  Grundgedanke  der  Lösung 
des  Verfassers  findet  Bich  im  8*^"  Lemma  des  Archimedes,  seine 
Lösung  selbst  haben  die  Araber  unter  Berufung  auf  die  Griechen 
vollständig  gegeben,  z.  B.  Thabit  ben  Korrah  und  Abul  Rihan, 
gewöhnlich  Albiruni  genannt.  Dieser  Letzte  fand  auch  den  Zu- 
sammenhang seiner  Lösung  mit  der  des  Nikomedes,  die  Herr 
Hippauf  dem  Jesuiten  Clavius  zuschreibt.  In  der  Hippaufschen 
Form  gaben  die  Lösung  die  drei  Brüder  Muhammed,  Ahmed  und 
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Hasan  ben  Musa  ben  Shakir,  wahrscheinlich  nach  diesen  findet 
sie  sich  in  der  Ausgabe  des  Euklid  yon  1482  am  Ende  des 
vierten  Baches.  Die  Eenntniss  der  Geschichte  der  Trisection 
scheint  der  Verfasser  nur  aus  dem  5*^"  Bande  des  KlögeFschen 
Wörterbuches  zu  kennen,  weshalb  er  dann  aber  die  dort  auch 
auseinandergesetzte  Lösung  durch  die  Gonchoide  auf  circularer 
Basis,  die  dort  nach  Montucia  -schon  der  Platonischen  Schule 
yindicirt  wird,  nicht  ebenfalls  anftthrt,  ist  eigenthümlich;  da  er 
doch  die  erste  citirt  hat,  oder  hat  er  etwa  seine  Methode  dort 
nicht  erkennen  wollen?  Auch  Copernicus  hat  die  Methode  ge- 
kannt, wie  in  nächster  Zeit  nachgewiesen  werden  wird.  Die  Ge- 
schichte der  Trisection  bei  den  Arabern  findet  man  in  Woepcke^s 
Uebersetzung  des  Omar  Alkayami  in  Anhang  D.,  wo  auch  auf 
die  Trisection  die  Construction  des  Siebenecks  gegründet  ist. 

Ce. 

F,  Zöllner.     Zur  Geschichte  des  Horizontalpendels. 

Leipz.  Ber.  XXIV.  183-193. 
Der  Herr  Verfasser  hat  die  Priorität  der  Idee,  welche  einem 
Instrumente  zu  Grunde  liegt,  das  er  zuerst  in  seinem  Vortrage: 
^lieber  eine  neue  Methode  zur  Messung  anziehender  und  ab- 
stossender  Kräfte"  (Leipz.  Ber.  1869,  S.  281)  beschrieb  und  an 
einem  Modelle  erläuterte,  v das  er  später,  auf  Grund  zahlreicher 
Versuche  vervollkommnet,  unter  Beigabe  einer  Reihe  von  damit 
angestellten  Versuchen,  in  der  Abhandlung:  „lieber  den  Ursprung 
des  Erdmagnetismus  und  die  magnetischen  Beziehungen  der  Welt- 
körper" von  Neuem  erklärte  (Leipz.  Ber.  1871  p.  479),  bereits 
im  Jahr  1869  Herrn  Perrot,  (C.  R.  LIV.  728)  eingeräumt.  Durch 
Herrn  Dr.  Klein  auf  die,  in  Dingler's  polytechnischem  Journale 
(Jahrgang  1832  p.  81—92)  erschienene  Schrift:  „Astronomische 
Pendelwage,  nebst  einer  neuen  Nivellirwage ,  erfunden  und  dar- 
gestellt von  Lorenz  Hengler,  academischem  Bürger  an  der  Hoch- 
schule zu  München^  aufmerksam  gemacht,  sieht  er  sich  aber  jetzt 
veranlasst,  die  ursprünglich  Perrot  zugedachte  Priorität  Herrn 
Hengler  zu  vindiciren,  und  dieses  Hengler  gebührende  Recht 
durch   Anführung  der  Gardinalpunkte   seines   Aufsatzes   ausser 
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allen  Zweifel  zu  stellen.  Gleiehwohl  aber  müssen  die  Hepgler'- 
schen  Beobachtungen,  deren  nähere  Umstände  und  dabei  an- 
gewandte Yorsichtsmaassregeln  äusserst  dürftig  angegeben  sind, 
mit  grosser  Behutsamkeit  aufgenommen  werden,  wenn  auch  ihre 
Glaubwürdigkeit  hier  nicht  in  Zweifel  gezogen  wird,  üeber  die 
Persl^nlichkeit  des  Erfinders  Hessen  sich  genauere  Nachrichten 
nicht  einziehen;  nur  soviel  konnte  ermittelt  werden,  dass  zu 
München  im  Jahre  1830— 131  ein  Cand.  phil.  et  theol.  Lorenz 
Hengler  aus  Reichenhofen  in  Württemberg  immatriculirt  gewesen, 
jedoch  weder  früher  noch  später  wieder  zu  finden  sei. 

Wtn. 

C.  Ohrtmann.    Das  Problem  der  Tautochronen.  Pr.  Berlin. 

Der  Verfasser  bespricht  zuerst  die  Erfordernisse  einer  Ge- 
schichte der  Mathematik.  Die  Schwierigkeiten  ihrer  Erfüllung 
erklären  den  Mangel  einer  befriedigenden  Leistung  auf  diesem 
Gebiete,  und  weisen  uns  darauf  hin,  durch  historische  Bearbeitung 
der  Entwickelung  einzelner  Probleme  die  künftige  umfassende 
Darstellung  yorzubereiten.  Hierzu  soll  die  gegenwärtige  Arbeit 
über  die  Tautochronen  ein  Anfang  sein. 

Nach  einer  kurzen  Uebersicht  über  die  Reihenfolge  der  Ar- 
beiten und.  deren  Erfolge  schreitet  der  Verfasser  zur  sachlichen 
Darstellung.  Diese  zusammenfassend  wiederzugeben  ist  nicht 
wohl  möglich.  Der  Fortschritt  besteht  weniger  im  Vordringen 
zur  allgemeinen  Lösung  einer  bestimmten  Frage,  als  grössten- 
theils  in  der  Entwickelung  einer  immer  grössern  Vielseitigkeit 
der  Fragen,  zu  denen  die  mannichfaltige  Form  der  Kräfte  und 
die  Begrenzung  der  Bewegung  Anlass  bietet,  und  welche  wohl 
kaum  als  erschöpft  und  abgeschlossen  betrachtet  werden  dürfen. 
Huyghens  bestimmte  die  tautochronische  Curve  für  parallel  con— 
staute  Schwerkraft,  Newton  und  Herrmann  für  Gentralanziehun^ 
und  für  einen  der  Geschwindigkeit,  Euler  und  Jean  BernouUk 
für  einen  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportionalen  Wider- 
stand.  Necker  führte  dazu  die  Reibung  läpgs  der  Curve  ein^ 
Durch  Fontaine  und  Lagrange  ward  das  Problem  verallgemei- 
nert^   einestheils    beliebige   Kräfte    in   Untersuchung    gezogen, 
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anderntheils  die  Sohwingungszeit  als  beliebig  gegebene  Function 
des  Bogens  genommen.  Die  mannichfaltigen  hieraus  fiiessenden 
Fragen  sind  von  ihnen  sowohl  als  von  den  folgenden  Autoren 
unter  yersehiedenen  Bei^chränkungen  auf  verschiedene  Stadien 
der  Lösung  gefElhrt  worden.  Es  haben  sich  seit  100  Jahren 
19  Autoren  mit  dem  Problem  beschäftigt,  deren  betreffende  Werke 
nod  biographische  Notizen  am  Schluss  aufgeführt  werden. 

f^  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  erst  kurz  vorher  eine 
Arbeit  von  Bösser  (siehe  Fortschr.  d.  Math.  II.  26)  erschienen 
war,  welche  sich  als  vorzüglicher  Beitrag  zu  dem  von  Ohrtmann 
angeregten  Unternehmen  ganz  in  dessen  Sinne  betrachten  lässt, 
obwohl  sie  nicht  aus  dem  umfassenden  Gedanken  hervorgegan- 
gen ist.  H. 

J.  H.  V.  Mädler.  Geschichte  der  Himmelskunde  von 
der  ältesten  bis  auf  die  neueste  Zeit.  Braanschweig. 
Westermaun. 

Das  Ref(^at  erfolgt  im  nächsten  Bande  der  Fortschritte  nach 
vollendetem  Erscheinen  des  Werkes.  0. 
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J.  M.  C.  Duhamel.     Des  möthodes  dans  les  sciences  de 

raisonnement.  V"^  Partie :  Essai  d'une  application  des 

m6thodes    ä   la  science  de  Thomme  moraL    8^     Paris. 
Ganthier-Villars. 

Wir  führen  den  vorliegenden  Theil  nur  der  Vollständigkeit 
halber  als  Ergänzung  zu  dem  im  2^''''  Bande  p.  270  erwähnten 
Beferate  an,  das  den  4**"  Band  des  vorliegenden  Werkes  besprach. 
Wie  aus  dem  Titel  schon  hervorgeht,  bewegt  sich  der  Inhalt 
dieses  Theils  nicht  mehr  auf  mathematischem  Gebiete. 

O. 
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J.  C.  V.  Hoffmann.    Vom  Allgemeinen  zum  Besondera 
oder  vom  Besondern  zum  Allgemeinen?     Hoiftnabn  z, 

m.  366-367. 
Der  Verfasser  will  den  Fortschritt  vom  Besondern  zum  All- 
gemeinen consequent  zur  Norm  des  mathematischen  Unterrichts 
erheben.  Uebersehen  ist  dabei  wohl  nur,  dass  das  Besondere 
ohne  die  angrenzende  Abweichung;  der  rechte  Winkel  ohne  den 
nichtrechten,  keine  distincte  Auffassung  zulässt.  Allerdings  lässt 
sich  eine  propädeutische  Methode  nach  solchem  Princip  denken; 
doch  kann  diese  die  mathematische  nicht  ersetzen.  H. 

E.  Hoppe.  Der  exacte  nnd  einfache  BegriflF  des  Un- 
endlichen nebst  seiner  Anwendung  in  der  höhern  nnd 
niedern  Mathematik.    Hoflfmann  z.  iii.  11-I8. 

Unendlich  klein  „ist"  eine  Variable,  wenn  sie  beliebig  klein 
,,werden  kann."^  Zu  keinem  Infinitesimalschluss  ist  das  Ver- 
schwinden der  unendlich  kleinen  DiflFerenzen  erforderlich,  viel- 
mehr erhält  man  das  genaue  Resultat  nach  dem  leicht  zu  be- 
weisenden Satze:  „Zwei  Constanten,  die  von  einer  Variabein 
unendlich  wenig  differiren,  sind  einander  gleich."  Bei  solcher 
Bestimmung  ist  der  BegriflF  und  die  Schlussweise  des  Unend- 
lichen für  Anfänger  der  Mathematik  fasslich,  und  lässt  sich^  ohne 
Abänderung  bis  in  die  höchsten  Zweige  fortgeführt,  in  einfachster 
Weise  zur  Begründung  der  Principien  anwenden.  Hiermit  hoflfk 
der  Verfasser  die  Jahrhunderte  lang  schwebende  Frage  über  die 
Möglichkeit  einer  exacten  Bestimmung  des  Unendlichen  zum 
Abschluss  gebracht  zu  haben.  H. 

A.  Transon.  De  Tinfini  ou  m^taphysique  et  g^om^trie, 
k  Toccasion  d  une  pseudo-g^om^trie.   Evreux  1871.  H^nssey. 

Siehe  Abschn.  VIH.  Cap.  1.  -  Vergl.  F.  d.  M.  III.  p.  13. 

J.  C.  Becker.  Ueber  die  neuesten  Untersuchungen  in 
Betreflf  unserer  Anschauungen  vom  Eaume.  ScWömiich  z. 

XVn.  314-332. 
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Der  Aufsatz  ist   eine   Kritik   einer  Reihe  von  Sätzen»  die 
einestbdis   Bosanes  in  einem  Vortrag  zu  Breslau,  anderntbeils 
GaasS)  Biemanu  und  Helmholtz  in   ihren   Schriften  aufgestellt 
hätten.    Der  Verfasser  nimmt  Kant  in  Schutz  nicht  nur  gegen 
die  Beschuldigungen  des  Erstem,  sondern  auch  gegen  die  sich 
ei;§;eb6nden  Folgerungen  der  Letztem.    Soviel  nun  auch  die  lo- 
gische Verwerthung,  welche  diese  Folgemngen  bisher  erfahren 
haben,  an  Klarheit  vermissen  lässt,  so  kann  man  doch  in  der 
gegenwärtigen  Beurtheilung  schwerlich  einen  Fortschritt  finden, 
da  der  Verfasser  erst  den  Grundgedanken,  dann  auch  eine  direct 
ausgesprochene  Bestimmung  ganz  ignorirt  und  nicht  zu  verstehen 
schtini     Es  handelte  sich  darum,  dass  das  Denkvermögen  in 
Bezog  auf  geometrische  Objecte  weiter  reicht  als  die  der  An- 
sehauimg  des  wirklichen  Baumes  ent^rechenden  Begriffe.    Becker 
sieht  darin  vielmehr  eine  Anzweiflung,  dass  der  wirkliche  Baum 
^  bekeffenden  Beschränkung  unterliege ,   vertheidigt  die  An- 
scbonngsbegrifife  gegen  das  erweiterte  Denken  und  nennt  letz- 
teres ein  Ankämpfen  gegen  den    gesunden  Menschenverstand. 
Wihiend  aber  in  diesem  Punkte  sein  Urtheil  sehr  von  der  Ge- 
wohnheit beherrscht  und  beengt  erscheint,   beweist  er  anderer- 
seits eine  grosse  Fertigkeit,  mit  schwebenden  Begriffen,  deren 
Berechtigung   er  selbst  nicht  anerkennt,   zu  argumentiren,  mit 
^^  üntadelhafter  Consequenz  und   in  einer  leichtfasslichen  Sprache 
I    eiqgeheiid  auf  die  formellen  Bestimmungen,  aber  ohne  die  eigent- 
■   lieh  vorliegende  Frage  zu  treffen.    Letzterer  würde  er  schwerlich 
von  dem  Kanfschen  Standpunkt  aus   näher  treten  können,   auf 
dem  er  die  Anschauung  als  ein  fertig  Gegebenes,  auf  Erfahrung 
nicht  Beducirbares  betrachtet,  womit  er  den  Schlüssel  zur  Lösung 
sich  selbst  vorweg  versperrt,  H, 

P.  DE  Saint-Robert,     Qu'est-ce  que  c'est  que  la  force? 

Mondes  (2)  XXVIU.  253-258. 
Der  Verfasser  bespricht  zunächst  die  Art,  wie  man  gewöhn- 
lieh die  Grösse  von  Kräften  zu  messen  pflegt.    Das  Wort  „force** 
scheint   ihm  jedoch  für   den  Begriff  nicht  angemessen,  und  er 
sehlägt  daher  vor,  analog  der  Unterscheidung  in  potentielle  und 

FoitBchr.  d.  Math.  IV.  1.  3 
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actuelle  Energie  (welche  Ausdrücke  ihm  ebenfalls  schlecht  ge- 
wählt scheinen),  „puissance  disponible"  und  »puissance  vive"  zu 
substituiren.     Nachdem   er   den  Unterschied  derselben  an  Bei- 
spielen erläutert,  kommt  er  auf  die  Ansichten  von  Descartes  und 
Leibniz  über  das  Maass  der  Bewegungsmenge  zu  sprechen.    Er 
setzt  sodann  die  Ungenauigkeit  des  mit  Annahme  dieser  Maasse 
ausgesprochenen  Satzes  von  der  Erhaltung  der  Kraft  auseinander, 
indem  beide  Forscher  die  Fälle,  wo  mechanische  Arbeit  in  Wärme 
verwandelt  wird,  nicht  berücksichtigen  konnten,  und  bespricht  das 
Princip  von  der  Constanz  der  Kraft  bei  einem  freien,  von  äussern 
Einwirkungen  gänzlich  unabhängigen  System.    Bei  der  weiterea 
Erörterung  stellt  er  die  Hypothese  auf,  dass  es  nur  unzerstör- 
bare Materie  giebt  und  unzerstörbare  Bewegung,  die  sich  oni&r 
verschiedenen  Formen,  wie  mechanische  Arbeit,  Wärme  etc.  dar- 
stellt.   Er  folgert  daraus,  dass  es  in  der  Natur  überhaupt  keine 
Kraft  giebt  und  sagt:  „1a  force  est  simplement  Teffet  d'une  trans- 
mission  de  mouvement."     Wodurch  diese  Transmission  der  Be- 
wegung hervorgebracht  wird,  darüber  verschweigt  der  Verfasser 
seine  Ansicht.    Er  glaubt  hierdurch  die  Physik  von  dem  B^riiF 
„Kräfte  befreit  zu  haben,  dürfte  aber  die  Beantwortung  der  in 
Titel  aufgestellten  Frage  durch  seine  Betrachtung  weder  gefördert 
noch  klarer  gestellt  haben.  ,  0. 

H.  Klein.     Die  Principien  der  Mechanik,  historisch  udcI 

kritisch   dargestellt.     Leipzig.  Teubner. 

Die  vorliegende  Schrift  ebenso,  wie  die  im  nächsten  Jahr- 
gang zu  besprechende  von  E.  Dühring  ist  aus  Veranlassung  tof 
von  der  Göttinger  Philosophischen   Facultät    für  die    Beneke^ 
Stiftung  gestellten  Preisaufgabe  entstanden.     Die  Aufgabe  ver-- 
langte  eine  historische  und  kritische  Darstellung  der  Principi^  | 
der  Mechanik  von  Galilei's  Zeiten  an  und  überliess  es  dem  Be-' 
arbeiter,  den  historischen  und  kritischen  Theil  entweder  gesoa^ 
dert  für  sich,  oder  in  einander  verflochten  zu  bearbeiten.    Def  1 
Verfasser  vorliegender  Schrift,   der  der   zweite  Preis  zuerthdtt 
worden  ist,  hat  die  erstere  Behandlungsweise  gewählt,  indem  ef  J 
den  historischen  Theil  völlig  von  dem  kritischen  getrennt  hat. 
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In  der  Einleitung  giebt  der  Verfasser  zunächst  ein,  etwas 
skizzenhaftes,  Bild  yon  dem  Standpunkt  der  Mathematik  im  sieb- 
Kehnten  Jahrhundert.     Als  Begründer  der  Algebra  bezeichnet  er 
Diophantus.    Vieta  war  der  erste,  der  f(lr  die  Zahlen  Buchstaben 
änftUirte  und  dadurch  die  Aufstellung  allgemeiner  Lehrsätze  und 
Methoden  ermöglichte.    Erwähnt  werden  dann  noch  in  Kürze  die 
Fortschritte,  die  Neper,  Günther,  Descartes,  Pascal,  Huyghens, 
Wallis  und  endlich  Fermat  zu  verdanken  sind.    Nachdem  dann 
der  Verdienste  der  Griechen  um  die  Geometrie  gedacht,  bespricht 
inst  Verfasser  den  durch  Descartes  geschaffenen  Fortschritt,  der 
UM  in  der  analytischen  Geometrie  geworden  ist.    Roberval  be- 
fld^tigte  sich  nun  speciell  mit  dem  Problem  der  Tangenten^  und 
daran  schliesst  sich  eine  Besprechung  des  Umschwungs,  der  für 
die  gesammte  Mathematik  durch  die  Infinitesimalrechnung  herbei- 
I    gefthrt  wurde.    An  die  Würdigung  der  Verdienste  Euler's  durch 
.    SaUurung   des   Begriffs   der  Function   schliesst  der  Verfasser 
eine  Darstellung  des  Standpunktes  der  Mechanik.     Die  Alten 
kattea  Bwar^  wie  aus  Vitruy  und  den  grossartigen  architektoni« 
Bdi^  Werken  hervorgeht,  bereits  eine  grosse  Anzahl  sinn-  und 
hmetreieher  Instrumente,  trotzdem  aber  befanden  sie  sich  hier  auf 
ttfiem  falschen  Wege.    Sie  suchten  die  Erscheinungen  auf  dunkle 
lind  unbestimmte   abstracte  Begriffe   zurtlckzuftthren,  auf  deren 
WorterkÜlrung  die  Sache  dann   meist  ohne  eigentliche  Berück- 
i    ^§^ng  der   reellen   Erscheinungen    hinauslief.  '  Hatten   die 
Alten  auch  naturphilosophische  Systeme,  physikalische  Theorien 
feUen  ihnen  gänzlich.    Eine  Ausnahme  hiervon  macht  vielleicht 
BOT  Arehimedes,  der  eine  Anzahl  von  Erscheinungen  wirklich  zu 
»klären  versucht.     Aber  dies  blieb  ein  vereinzelter  Lichtpunkt. 
Aiistoteles  mit  seiner  Naturphilosophie  erhielt  sich  durch  das  ganze 
Mittelalter  hindurch  als  Autorität.   Erst  gegen  Ende  des  sechszehn- 
tai  Jahrhunderts  fängt  man  an,  diesen  Weg  zu  verlassen.    Es 
treten  nun  eine  Anzahl  von  zunächst  vereinzelten  mechanischen 
Baffen  und  Gesetzen  auf,  wie  z.  B.  bei  Benedetti  der  Begriff 
^  der  beschleunigten  Bewegung,  bis  zu  Galilei,  dem  eigentlichen 
'  Begründer  der  Dynamik.     Indem  der  Verfasser  dann  die  Ent- 
wickelang im  siebzehnten  Jahrhundert  bespricht^  cbarakterisirt  er 
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den  Standpunkt  der  Mechanik  in  folgenden  Worten:  ^Mit  dem 
siebzehnten  Jahrhundert  war  die  theoretische  Mechanik  so  weit 
fortgeschritten,  dass  ihr  noch  vor  Allem  der  mathematische  Aas- 
druck  fehlte.  Es  wurde  nun  Aufgabe  der  Mathematiker,  die 
speciellen  mechanischen  Untersuchungen  allgemeinen  Gleseteen 
unterzuordnen,  d.  h.  die  allgemeinen  mechanischen  Prinoipien 
aufzustellen.^^  Der  Verfasser  macht  dann  auf  die  verschiedene 
Bedeutung  atifmerksam,  die  man  dem  Wort:  ^Principien^  unter- 
legen könne.  Einmal  kann  nach  dem  Verfasser  Princip  ein  all- 
gemeines mechanisches  Gesetz  bezeichnen,  femer  können  Prin- 
cipien  eine  allgemeine  Betrachtung  enthalten,  welche  zur  Inte- 
gration einer  ganzen  Gattung  mechanischer  Dififerentialgleichangen 
f&hrt,  endlich  können  sie  auch  allgemeine  Erfahrungssätze  aus- 
sprechen. 

Der  Verfasser  wendet  sich  nun  zu  der  historischen  Est- 
Wickelung  der  allgemeinen  Principien  der  Mechanik.  Zuniehst 
ist  es  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.  Nach  La- 
grange  'ist  Guido  Ubaldo  del  Monte  der  erste  gewesen,  der  diesM 
Princip  benutzt  hat.  Aber  weder  er  noch  Galilei  haben  die 
Tragweite  und  Wichtigkeit  desselben  erkannt  Johann  Bemonlli 
war  es,  der  dasselbe  zunächst  für  das  Gebiet  der  Statik  froehi* 
bar  machte.  Nach  ihm  wurde  dasselbe  von  Maupertnis  und 
d'Alembert  benutzt.  Aber  erst  Lagrange  hat  es  in  völliger  All- 
gemeinheit zur  Grundlage  der  theoretischen  Mechanik  gemaeht 
Nachdem  dann  noch  die  Beweisversuche  von  Fourier  und  La- 
grange und  endlich  die  Ansichten  von  Jacobi  und  Carl  Neuma&n 
besprochen  sind,  folgt  das  Princip  der  Eriialtung  der  lebendigen 
Kraft.  Der  Ausdruck  „lebendige  Kraft^  ist  von  Leibniz  ein* 
geführt  worden.  Das  Maass  der  Kraft,  das  dadurch  eingefBhit 
wurde,  gab  zu  einem  Streite  zwischen  den  Anhängern  von  Leitaui 
und  Descartes  Veranlassung,  der  erst  durch  d'Alemb^  erledigt 
wurde;  seit  dem  hat  sich  dann  die  Unterscheidung  Ewiaeboi 
Quantität  der  Bewegung  und  lebendiger  Kraft  herausgebildet  Zor 
erst  ist  dies  Princip  von  Huyghens  für  einen  speciellen  Fall  aaf* 
gestellt,  und  dann  von  Joh.  Bemoulli  als  allgemeines  Priaeif 
hingestellt  worden.    Das  Princip  der  Erhaltung  des  Schwerpunkt« 
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ist  in  seiner  ersten  Aufstellung  auf  Huyghens  zurückzufahren, 
die  genaue  Deduetion  ist  aber  Newton  zu  verdanken.  Gleichzeitig 
von  Euler,  Daniel  Bernoulli  und  d'Arcy  wurde  das  Princip  der 
Erhaltung  der  Flächen  gefunden,  wenn  es  auch  bei  ihnen  unter 
venohiedenen  Formen  auftritt.  Der  erste  Gedanke  an  das  Princip 
der  kleinsten  Wirkung  findet  sich  schon  bei  Hero.  Maupertuis 
hat  es  dann  gebraucht,  um  die  Erscheinungen  der  Zurttckwerfung 
und  Brechung  des  Lichts  zu  erklären.  Es  ist  indess  nicht  mit 
absoluter  Gewissheit  zu  entscheiden,  ob  dasselbe  nicht  etwa 
schon  von  Leibniz  aufgestellt  ist.  Lagrange  gab  demselben  eine 
erweiterte  Bedeutung,  die  nach  Jacobi  indess  einer  gewissen  Be- 
schränkung bedarf.  Das  d'Alembert'sche  Princip  ist  in  seiner 
ersten  Aufstellung  yon  Fontaine  gegeben.  Newton  hatte  dasselbe 
vorbereitet,  und  Job«  Bernoulli  und  Herrmann  haben  es  bereits 
benutzt  Das  Verdienst  jedoch,  dem  Princip  eine  mathematische 
FcMTBi  gegeben  und  es  dadurch  anwendbar  gemacht  zu  haben, 
gebihrt  d'Alembert.  Gauss  hat  das  Princip  des  kleinsten  Zwanges 
aufgestellt.  Das  Princip  der  Erhaltung  der  Kraft  endlich  ist 
snerst  von  J.  A.  Mayer  in  Heilbronn  ausgesprochen  worden. 
Die  allgemeinste  Form  desselben  verdankt  man  Helmholtz,  wäh- 
rend Andeutungen  des  demselben  zu  Grunde  liegenden  philoso- 
phisehen  Gedankens  sich  bis  zu  Cicero  herunter  verfolgen  lassen. 
Nachdem  der  Verfasser  so  die  historische  Seite  der  Aufgabe 
be^roehen,  wendet  er  sich  zu  dem  kritischen  Theile  seiner  Ar- 
beit Zunächst  stellt  er  die  Gesichtspunkte  auf,  die  ihn  hier 
gdeitet  haben.  Gemäss  dem  von  der  Facultät  aufgestellten 
Programm  ist  das  Ziel  der  Untersuchung:  festzustellen,  wie  viel 
«n  jedem  dieser  mechanischen  Principien  nur  ein  selbstverständ- 
Hdier  logischer  Grundsatz,  wie  viel  die  zum  Gebrauche  nothwendige 
mathematische  Formulirung  eines  solchen  Grundgesetzes,  wie 
viel  dagegen  Ausdruck  einer  allgemein  gültig  gefundenen  Er- 
fabrungsthatsache,  wie  viel  endlich  nur  eine  durch  den  bisherigen 
Umfang  der  Erfahrungskenntniss  wahrscheinlich  gemachte  An- 
nahme ist  Der  Verfasser  stellt  die  einzelnen  Fragen,  die  damit 
flbr  jedes  Princip  gegeben,  näher  dar,  namentlich  in  dem  Zu- 
fammenhange;  in  dem  dieselben  untereinander  zu  fassen  sind. 
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Die  allgemeine  Voraussetzung,  die  er  seiner  Forschung  zu  Grunde 
legt^  ist  nun  die,  dass  in  der  Natur  ausnahmslose  Gesetzmässig- 
keit herrsche^  d.  h.  also:  er  nimmt  das  Gausalitätsprincip  als 
nothwendige  Voraussetzung  an.  Er  setzt  femer  Materie  voraus, 
der  Ausdehnung  nach  drei  Richtungen  und  damit  Theilbarkeit 
in  ausgedehnte  Massenpunkte  zukommt,  ferner  Masse,  die  jeden 
qualitativen  Unterschied  aufhebt,  und  Undurchdringlichkeit.  Diese 
Materie  lässt  er  Ursachen  unterworfen  sein,  d.  h.  er  macht  die 
Materie  zur  Trägerin  von  Kräften.  Nachdem  sodann  das  Gau- 
salitätsprincip einer  näheren  Erörterung  unterzogen  ist,  wird  die 
Natur  der  Ursachen,  denen  die  Materie  unterworfen  ist,  unter- 
sucht. Als  Resultat  dieser  Untersuchung  ergeben  sich  die  beiden 
Sätze:  „Alle  Kräfte  sind  Bewegungskräfte"  und  ^Die  Bewegungs- 
ursachen liegen  ausserhalb  des  Bewegten."  Nachdem  der  Ver- 
fasser sodann  das  Gesetz  der  Trägheit  als  Grundgesetz  aufgestellt 
und  dabei  der  Arbeiten  von  Wundt  und  namentlich  der  Unter^ 
suchung  von  G.  Neumann  über  die  Bedeutung  desselben  (siehe 
Fortschr.  d.  M.  IL  p.  39)  gedacht,  stellt  er  als  letzten  Grundsatz, 
der  jeder  mechanischen  Betrachtung  zu  Grunde  zu  legen  ist,^  den 
Satz  auf,  dass  „Wirkung  und  Gegenwirkung  einander  gleich  sind", 
einen  Satz,  den  auch  Newton  seiner  Naturphilosophie  zu  Grunde 
gelegt  hatte.  Er  wendet  sich  sodann  zur  kritischen  Betrachtung 
der  vorher  historisch  besprochenen  Principien.  Die  Reihenfolge 
ist  hier  jedoch  eine  andere  als  dort,  motivirt  durch  die  sachliche 
Stellung,  die  sich  durch  die  Untersuchung  als  Resultat  fttr  die 
einzelnen  Principien  ergeben  hat.  Zunächst  wird  das  Frincip 
von  der  Erhaltung  der  Kraft  besprochen.  Der  Verfasser  giebt 
diesem  Frincip  die  Stellung  einer  Grundhypothese,  die  ihrem 
Wesen  nach  schon  in  dem  Satz:  „Jede  Wirkung  ist  ihrer  Ur- 
sache äquivalent^  enthalten  ist.  Sie  ergiebt  sich  ihm  als  eine 
Folgerung,  zu  der  man  durch  Schlüsse  der  Analogie  wie  von  der 
Materie  zur  Kraft  gelangt,  die  aber  zugleich  ihre  Begründung 
in  der  für  den  Naturforscher  nothwendigen  Annahme  einer 
qualitativ  und  quantitativ  unveränderlichen  Materie  mit  Kräften 
findet.  Der  Verfasser  bespricht  sodann  die  mathematische  Forr 
mulirung  des  Satzes  nebst  der  nothwendigen  Beschränkung  und 
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wendet  sich  dann  in  längerer  Auseinandersetzung  zu  der  Stellung 

des  Princips   zur  Erfahrung.     Indem   er    hier   die  Worte  von 

Helmholtz:  „Die  vollständige  Bestätigung  jenes  Princips  ist  wohl 

als  eine  der  Hauptaufgaben  der  nächsten  Zukunft  der  Physik  zu 

betraehten^  als  Wegweiser  bezeichnet,  erläutert  er  zunächst  kurz 

die  Wahrscheinlichkeit  desselben  a  priori^   bespricht  dann  die 

bauptsäehlichsten  Phänomene  der  verschiedenen  physikalischen 

Diseiplinen  der  Reihe  nach  und  untersucht,  in  wie  fern  sie  für 

oder  gegen  die  Richtigkeit  des  Princips  sprechen.     Er  gelangt 

dabei  zu  dem  Resultate,  dass  dasselbe  zwar  in  der  Erfahrung 

r|    bereits  vielfach  bestätigt  sei,  dennoch  aber  nicht  als  Ausdruck 

nf    einer  allgemein  gültigen  Erfahrungsthatsache,  sondern  nur  einer 

'j    sehr  wahrscheinlich  allgemeinen  betrachtet  werden  könne.    So- 

'    dann  geht   er  zur  Betrachtung  des  Princips   der  virtuellen  6e- 

fleJiwindigkeit   und  des  d'Alembert'schen  Princips  über.     Beide 

sind  in  ihrer  Allgemeinheit  rein  logische  Folgerungen  aus  der 

aufgestellten   Grundhypothese,    in    ihrer   mathematischen   Form 

Lehrsfttze,  deren  Richtigkeit  auf  mathematische  Ausdrücke  der 

Gnmdhypothese  zurückgeführt   werden   kann.      Beide   können 

ihrerseits  umgekehrt  dazu  dienen,   den  Satz  von  der  Gonstanz 

der  Kraft  zu  begründen.     Beide  aber  können  nur  bei  den  so* 

genannten  mechanischen  Kräften  als  allgemein  gültige  Etfahrungs« 

thatsaehen   betrachtet  werden.     Der  Verfasser   hat  die  beiden 

Frineipien    unmittelbar    der   Besprechung   der  Gnmdhypothese 

folgen   lassen,   weil  beide   zusammen  die  Mittel  an  die  Hand 

geben,   die  mechanischen  Probleme  in  solche  der  Analysis  zu 

verwandeln.    Während  das  erste  diese  Rolle  für  die  Probleme  der 

Statik  übernimmt^   leistet  das  d'Alembert'sche  dasselbe  für  die 

dynamischen.     Sie  bilden  also  gewissermaassen  das  Fundament 

der  ganzen  Mechanik.    Die  Form  aber,  in  der  sie  diese  Aufgabe 

^rflillen^  nöthigt  oft  dazu^  sich  noch  nach  weiteren  Principien 

Zusehen.    Diese  können  dann  Folgerungen  enthalten,  welche 

entweder  eine  ganze  Gattung  von  Problemen  enthalten^  oder  den 

Aufgaben  eine  für  die  analytische  Behandlung  schicklichere  Form 

Soben.     Sie  können  entstehen  durch  neue  Begriffe  und  aus  der 

&&hrang  neu  berbeigebracbte  Eigenschaften  der  Materie,  welche 
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sogar  zwingen  könnten,  obige  Principien  entweder  noch  nicht  als 
die  allgemeinsten   anzuerkennen,   oder  auch  dieselben  ganz  zn 
yerwerfen.     Es  könnte  aber  auch  ohne  Vermehrung  der  Erfah- 
rungskenntnisse ein  Frindp  gefunden  werden,  welches,  allgemeiner 
als   die  beiden,   diese  als  Folgerungen  enthält.    Der  Verfasser 
untersucht  nun  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft,  indem  er  zunächst  die  logische  Herleitung  desselben  aas 
der  Grundhypothese  nach  Helmholtz  giebt  und  dann  die  mathe« 
matische  Bedeutung  und  Anwendbarkeit  erörtert.    Nachdem  so- 
dann  die  Erfahrungsgültigkeit  desselben  besprochen,   wird  die 
Stellung  desselben  zum  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeit 
erörtert,  wobei  der  Verfasser  auf  eine  gewisse  Analogie  in  der 
Stellung   dieser  beiden  Principien   zu  einander  mit  den  Sätzen 
von  den  Winkelpaaren  bei  Parallellinien  geführt  wird,  von  denen 
sich  jeder  ohne  Schwierigkeit  erweisen  lässt,  sobald  nur  einer 
als  richtig  erkannt  ist.    Der  Verfasser  schliesst  daraus^  dass  dio 
Mathematik  zwar  bei  derEntwickelung  mechanischer  Gesetze  grosse 
Dienste  leiste,  dass  ihr  aber  die  eigentliche  Entdeckung  derselbeiB. 
nicht  zu  verdanken   sei,   denn   ^die  Formel  ist  nichts  ak  Aewr 
mathematische  Ausdruck  eines  bereits  im  Geiste  klar  erkanntecs 
Zusammenhanges  der  Erscheinungen,  und  deswegen  ist  das,  wai9 
aus  der  Formel  herausgerechnet  wird^  schon  darin  enthalten.^    Di^ 
durch  die  Mathematik   erhaltenen  Resultate  können  daher  hultt 
auf  die  Sicherheit  Anspruch  machen,  die  der  ersten  Gleichung  zu- 
kommt.   Das  Princip  der  Erhaltung  des  Schwerpunktes,  das  der 
Verfasser  dann  bespricht,  ist  als  rein  mathematische  Folgerungr 
aus  den  bereits  erörterten  Princjpien  zu  betrachten.     Der  Ver- 
fasser unterzieht  bei  dieser  Gelegenheit  auch  die  BezeichnungT 
„Schwerpunkt^  einer  Kritik  und  empfiehlt,  statt  desselben  „Massen- 
mittelpunkt^ oder  mit  Thomson  „Trägheitsmittelpunkt^  zu  sub- 
stituiren.    Das  Princip  der  Erhaltung  der  Flächen  tritt  in  ver- 
schiedenen Formen  auf.     Ist  in  demselben  von  Proportionalität 
der  Flächen  und  Zeiten  die  Bede,  so  erscheint  es  als  rein  mathe- 
matische Folgerung,   während   es  metaphysische  Gültigkeit  zu 
haben  scheint,  wenn  man  von  Constanz  der  Momente  der  Quan- 
titäten der  Bewegung  spricht.    In  letzterer  Form  lässt  es  sich 
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SOS  dem  Grundsatz  der  gleichen  gegenseitigen  Wirkung  und  aus 
dem  Ti^heitsprincip  fojgern.  In  Beziehung  auf  seine  Stellung 
znr  Erfahrung  wird  bemerkt,  dass  es  durch  Beobachtung  noch 
kcanen  Widerspruch  gefunden,  und  namentlich  in  der  Bewegung 
der  Himmelskörper  seine  Bestätigung  finde.  Das  Princip  der 
Udnrten  Wirkung  tritt  in  dem  Gewände  eines  an  und  ftlr  sich 
kkreu  Orandsatzes  auf.  Schon  Poisson  und  Lagrange  indess 
haben  auf  die  Unhaltbarkeit  hingewiesen  ^  was  sofort  klar  wird, 
wenn  man  an  das  Maass  ftlr  die  Grösse  denkt,  die  zu  einem  Mi- 
limum  werden  soll.  Dasselbe  ist  nur  als  mathematische  Folge- 
rang  zu  betrachten.  Auch  das  Princip  des  kleinsten  Zwanges 
eidlich  ist  einer  doppelten  Auffassung  fähig,  in  der  es  einmal 
als  logisdier  Grundsatz  erscheint,  während  es  andererseits  auch 
ab  rein  mathematische  Folgerung  betrachtet  werden  kann. 

Damit  ist  die  Reihe  der  mechanischen  Principien  beendigt 
lad  der  Inhalt  des  gestellten  Themas  erschöpft.  Zum  Schluss 
pebt  der  Verfasser  noch  einige  Andeutungen  über  die  Anwen- 
diag  dieser  Principien  auf  chemische  Processe  und  auf  das  orga* 
miclie  Leben.     .  0.     >^ 

J.  C.  V.  Hoffmann.    Die  Principien  des  1*^"  Buches  von 

EukKd's   Elementen.    Hoffmann  Z.  IIL  114-143. 

Der  Aufsatz  ist  eine  sehr  eingehende  logische  Kritik  der  Er- 
Ufrnogen  (ßQoi)y  Forderungssätze  (ah^fiara)  und  Grundsätze 
(mval  hfvoiai)  Euklid's,  in  welcher  namentlich  die  zu  weit 
gehmide  Behauptung  widerlegt  werden  soll^  dass  Euklid's  6eo- 
i&etrie  in  jeder  Beziehung  ein  unübertroffenes  Meisterstück  sei. 
Die  Richtigkeit  der  Charakteristik  kann  man  durchweg  zu- 
gestehen ;  dennoch  bleibt  sie  fern  davon,  das  vorgesetzte  Ziel  zu 
erreichen,  weil  sie  weder  ein  realisirtes  Muster  aufstellt,  noch 
von  ihrem  Ideal  irgend  eine  Rechenschaft  giebt.  Der  Gegensatz 
gegen  das  Getadelte,  z.  B.  die  Starrheit,  bleibt  stets  im  Dunkeln. 
In  einem  Hauptfalle  ist  sogar  die  als*  selbstverständlich  unaus- 
gesprochene erweislich  eine  widersprechende  Forderung.  Dass 
M  Grundbegriffen  die  Definition  den  Begriffsinhalt  nicht  positiv 
g^o,  sondern  nur  limitiren  kann,  und  dass  nicht  die  allgemeinsten 


42  !•  Abschnitt.    Geschichte  und  Philosophie. 

Begriffe  es  sind^  welche  dem  gemeinen  Denken  entlehnt  werd 
können,  leuchtet  wohl  ein.  Hätte  der  Verfasser  hierauf  Beda< 
genommen,  so  hätte  er  Euklid's  Zuwerkegehen  aus  Gesich 
punkten  wttrdigen  müssen^  denen  er  durchweg  fern  bleibt. 

H. 

F.  Reibt.     Zur  Methode  des  Unterrichts  in  der  Algebr 

Hoffmaon  Z.  III.  431-442. 
Die  erste  Frage  ist,  wie  ein  Schüler  den  algebraischen  A 
satz  einer  Aufgabe  erlernen  könne.  Eine  wesentliche  Beg 
für  den  betreffenden  Unterricht  ist  hier  genannt:  die  61eichung( 
ohne  Unterschied  zwischen  Bekannt  und  Unbekannt  erst  als  B 
lationen  aufzustellen.  Im  übrigen  empfiehlt  der  Verfasser  Uebc 
gang  von  der  speciellen  zur  allgemeinen  Aufgabe.  Dass  si 
das  Thema  hätte  weit  erschöpfender  behandeln  lassen,  gewal 
man  leicht.  Eine  zweite  Frage  betrifft  die  Einführung  der  E 
terminantenrechnung  in  den  Schulunterricht,  welche  an  bairisch 
Gymnasien  bereits  stattgefunden  hat,  und  hier  befürwortet  wii 
Bearbeitungen  für  diesen  Zweck  giebt  es,  die  jedoch  nicht  l 
friedigen.  Der  gewöhnliche  Fehler  ist,  dass  man  um  der  el 
mentaren  Darstellung  willen  die  Einfachheit  der  Schlüsse  u 
die  systematische  Ordnung  zerstört.  H. 

Zeelang.     Ueber  mathematische  Beweisführung. 

Hofifmami  Z.  UI.  24-27. 


Zweiter  Abschnitt 

Algebra. 

Capitel  1. 

Gleichungen!     (Allgemeine   Theorie.      Besondere 
algebraische  und  transcendente  Gleichungen). 

As>.  Dronke.    Einleitung  in  die  höhere  Algebra.  2.  Theil. 

Halle.  Nebert. 

Im  Anschlüsse  an  den  ersten  Theil  (F.  d.  M.  IL  p.  18)  wird 
^  Lösung  der  Gleichungen  niederer  Grade^  die  Lehre  von  den 
Permatationen,  der  binomische  und  polynomische  Satz  und  die 
Theorie  der  Kettenbrüche  vorgetragen.  Es  folgt  eine  Behand- 
lung der  Functionen  einer  Veränderlichen  und  deren  Ableitung, 
der  Reihentheorie  und  der  allgemeinen  algebraischen  Gleichungen. 

No. 

M.  A.  Stern,    üeber  J.  Todhunter's  „elementary  treatise 
onthetheory  of  equations  with  acoUection  of  examples.'* 

Gott.  Adz.  1872.  719-720. 

Anzeige  und  kurze  Besprechung.  No. 

•  i*.  M.  BoüRDON.     ]6l^ments  d'arithm^tique.    35"*^  ^di- 

^^ti.    8^.    Paris.  Gauthier- Villars. 

*  ^»  M.  BouRDON.     ißl^mentß  d'algfebre  avec  notes  de 

^-    Prouhet.      1 4"**  Edition.    8^    Paris.   Gauthier- Villars. 
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J.  Grolous.     ^^tudes  sur  les  equations.    inst.  xL.  256. 
Siehe  Abschn.  V.  Cap.  2. 

Maleyx.     *8^paration   des  racines   des   Equations  ä  un 

inconnue.     Nouv.  Ann.  (2)  XL  404-418. 

Die  Wurzeln  von  F  (a?)  =  0  liegen  zwischen  den  Werthe 
welche  y  (x)  F{x)  —  ((x)  P  (x)  =  0  und  ^  (a?)  =  0  oder  c 
mächen,  wenn  qf  und  f  beliebige  algebraische  Functionen  sin 
aber  f  mit  F  keine  Wurzel  gemeinsam  hat.  No. 

G.  Frobeniüs.  Ueber  die  algebraische  Auflösbarke 
der  Gleichungen,  deren  Coefficienten  rationale  Fun 
tionen  einer  Variabein  sind.   Borchardt  J.  LXXiV.  2ö4-27i 

Die  Resultate  dieses  Aufsatzes  sind  die  bekannten  Galoi 
sehen.  Die  Methode  beruht  darin,  die  Veränderliche  x,  von  d 
die  Coefficienten  der  rationalen  Function  f(y,x)  abhängen,  vc 
einem  Werthe  a  ausgehen  und  auf  einem  beliebigen,  aber  durc 
keinen  kritischen  Funkt  gehenden  Wege  zum  Anfangswertt 
zurttckkehren  zu  lassen.  Dadurch  wird  eine  vom  Wege  abhängif 
Vertauschung  der  Wurzeln  y,,  yt,-*-  Hn  von  fCt/jO)  =  0  vorgenon 
men.  Läset  man  x  alle  möglichen  Werthe  durchlaufen,  so  erUI 
man  das  zu  ^(y,  a)  =  0  gehörige  conjugirte  System  (die  Grupi 
von  f  =  0).  Lässt  man  nur  die  Wege  zu,  bei  denen  bestimm 
algebraische  Functionen  von  x  unverändert  bleiben  ä,  »',•••»  ' 
erhält  man  das  conjugirte  System  unter  Adjunction  von  s,  z!, 
Mit  Hülfe  dieser  geometrischen  Veranschaulichung  ergeben  si( 
die  Galois'schen  Sätze  in  einfacher  Weise.  No. 

W.  Matzka.  Horner's  eigentliche  AuflÖsungsweise  a 
gebraischer  Zijßfergleichungen.  Prag.  Abh.  (6)  V. 

Die  Horner'schen  Methoden  werden  theils  in  wortgetreu 
Uebersetzungen,  theils  in  Auszügen  vorgetragen,  und  die  aussei 
knapp  gehaltenen  Vorschriften  derselben  durch  Zusätze  und  B 
spiele  erläutert.  No. 
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i.    Transon.    Simples  notes  1)  sur  la  limite  des  racines, 
2)  snr  mn  th^orfeme  de  Cauchy,   3)  sur  une  question 

de  licence.     Nour.  Ann.  (2)  XI.  254-261. 

n y 

Die  zweite  Note  beweist  ^a^^a^-^On  < — -\  die  dritte  bringt 
eine  Aufgabe  über  Rouletten.  No. 

¥.  Reidt.    Ueber  irreducible  cubische  Gleichungen. 

Schlömilch  Z.  XVII.  430-432. 
Es  sei  a?'— po?  — 9  =  0,  und  p  und  9  seien  positiv.    Setzt 

IT,   =  V^p,  u>n  =  VpH ^—,    so   ist   für  wachsende  «, 

Hm  (of — IT«)  =  0,  und  x  liegt  zwischen  zwei  auf  einander  folgen- 
den v.  No. 

K  Gebo^o.    De  la  r^lit^  des  racines  de  T^quation  du 
troisifeme  degr^  en  s 

a-8        W  V 

W        a'^s         b 
V  b    .     a"- 

oü  6,  b\  6"  reprdsentent  des  quantit^s  diffl^rentes  de  z6ro, 

Nwv.  Ann.  (2)  XI.  305-309. 

No. 

A.  GuLDBERG.     Sur  la  r^solution  des  ^quatiöns  du  2'*"^, 

3i*n,e^   ^i^me  ^gg^^.    Forh.  af  Christ.  1872.  144-169. 

Tabellen  zur  numerischen  Berechnung  der  Wurzeln  von  al- 
gebraischen Gleichungen  2*^",  3*^"  und  4**°  Grades.  L. 

0.  E.  Björling,   Summarisk  framställning  af  methoderna 
för  algebraisk   lösning  af  den  allmänna  4:  de  grads 

eqvationer.     (l»«  Abth.)    Westeräs. 

Erwähnt  werden  1)  die  Methode  von  Ferrari,  ihre  Erweite- 
re von  Simpson  und  Lagrange,  sowie  zwei  Methoden  von 
Orassmann  (1869  siehe  F.  d.  M.  II.  p.  49),  und  Jourdain  (1859), 
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die  dem  Verfasser  mit  der  ersteren  im  Wesentlichen  ttberein 
stimmen  seheinen,  2)  die  Methode  von  Descartes,  vervoUstänc 
von  Grunert  (Grunert  Areh.  XXXIX.)  nebst  der  dahin  gehöi 
den  von  Amp6re  (Corresp.  math.  et  phys.  LX.);  3)  die  alt 
Methode  von  Ealer.  Bg. 

A.  B.  Kempe.     On  the  Solution  of  equations  by  med 

nical  means.    Messenger  (2)  II.  51-Ö2. 

Es  wird  a^  +  ^i^  H h  ««o?"  =  0  in  die  Form  c^  +  ^i  coi 

H —  +  Cn  cos  nO  =0  gebracht.  Diese  letztere  Form  ka 
leicht  durch  ein  Räderwerk  graphisch  dargestellt  werden. 

Glr.  (0.) 

A.  Vecchio.    SuUe  equazioni  trascendenti.    Battagiini  G. 

171—172. 
Der  Verfasser  untersucht  die  Gültigkeit  der  Gleichung 
,  ax 


x\+b' 

welche  eine  Verallgemeinerung  der  in  der  Wärmetheorie  auftret 

den  Gleichung 

40?  cosa?  4-  (3a:*— -4)  sina?  =  0 
ist.  M. 

G.  F.  W.  Bahr.    Sur  las  racines  des  Equations 

COS  {x  cos 6))  d(o  =  0,    /cos  (a?  cos«)  sin'«  d(a  =  0. 

0  0 

Arch.  N6erl.  YII.  351-358,  Versl.  en  Mededeel.  (2)  1872.  325-333. 
Siehe  Abschn.  VI.  Cap.  4. 

J.  J.  Sylvester.     Solution  of  question  3230.    Educ.  i 

XVII.  19. 

Gegeben 

^C^+y)  (aj+»)  (aj+0  =  »  (a?-y)  (a?— »)  (aj-0, 

y(y+a^)  (y+»)  (y+0=>  (y-^)  (y-»)  (y-0, 

»(»+ä)  (»+y)  (»  +  0^*(»-a?)  (»  — y)  («-^0> 
%  {^t-\-x)  (/+y)  a  +  *)  =  l(e~a^)  a-y)  («-^»), 
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leige,  dass  nur  ein  einziges  System  von  Werthen  xyfit  diesen 
Gleichungen  genügt  und  finde  die  Lösung. 
Man  erhält: 

^  =  (<+>+*  +  0  ^^^y)  (,^'fc)  (.ZHÖ-  "•  ^-  ^- 

und  sieht  leicht,  dass 

x  +  y-^-^  +  t^i+j  +  k  +  L 

Hi. 

J.  WoLSTENHOLME.    Solution  of  qucstion  3528.    Bduc.  Tim. 
XVII.  24-25. 

Wenn  ti  =  a?i  (1  —  a?,)  =  a?,  (1  —  a?,)  =  ...==  a?«  (1  —Xn-^i) 
=  a?*+i(l— ^i)j  wö  a?!  a:,  •••ajn+i  alle  verschieden  sind,  so  wird  u 
bestimmt  durch  die  Gleichung: 

{l+(l-4t.)*P=  jl-(l-4t.)*P\ 
nachdem  der  Factor  (1  — 4w)*  ausgeworfen  ist.  Hi. 
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A«  Clebsch.   Theorie  der  hinären  algebraischen  Formen. 

Leipzig.    Teubner.    Becens.  vod  Th.  Kötteritzeh,  Schlömilch  Litz. 
XVn.  110-112. 

Mit  der  Herausgabe  dieses  Werkes  verfolgte  der  Verfasser 
den  Zweck,  die  Behandlungsweise  der  algebraischen  Formen, 
^^  sie  sich  für  ihn  durch  seine  eigenen  Untersuchungen  und  die 
e^g  mit  ihnen  zusammenhängenden  Arbeiten  Gordan's  allmählich 
Waaggebildet  hatte,  dem  allgemeinen  mathematischen  Publicum 
^^änglich  zu  machen.  Gegenfiber  den  auf  denselben  Gegenstand 
Wüglichen  Darstellungen  Anderer  unterscheidet  es  sich  wohl, 
^^esehen  von  dem  eigentlich  Neuen,  das  es  zum  ersten  Male 
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im  ZuBammenhange  bringt,  hauptsächlich  durch  den  streng  syste- 
matischen Gang  der  Entwickolung:  gewisse  allgemeine  Problem« 
werden  von  Vorneherein  als  Endziel  hingesetzt  und  die  einzelnen 
Probleme  nur  in  soweit  behandelt^  als  sie  die  betreffenden  all- 
gemeinen Ueberlegungen  zu  erläutern  im  Stande  sind.  Eben 
hierdurch  ist  die  Beschränkung  auf  binäre  Formen  herbeigeftlhrt; 
bei  mehr  Veränderlichen  lassen  sich  die  betreffenden  Probleme 
die  bei  ihnen  gleichwie  im  binären  Gebiete  auftreten,  noch  nich 
mit  der  Vollständigkeit  erledigen,  als  es  zum  Zwecke  einer  zu 
sammenhängenden  Darstellung  wtlnschenswerth  scheinen  mnss. 

Die  Definition,  wie  sie  Clebsch  im  Eingange  seines  Werke/ 
fttr  die  invarianten  Bildungen  (eigentliche  Invarianten^  Covarian 
ten  etc.)  zu  Grunde  legt,  ist  die  rein  formale:  Invarianten  sind 
aus  den  CoeiBcienten  gegebener  Formen  und  beliebig  vielen 
Reihen  von  Variabein  gebildete  Ausdrücke,  die  sich  bei  einer 
linearen  Substitution  bis  auf  eine  als  Factor  vortretende  Potenz 
der  Substitutionsdeterminante  reproduciren.  Daran  anschliessend 
wird  sofort  eine  Methode  entwickelt,  um  Invarianten  mit  mehreren 
Reihen  Veränderlicher  aus  solchen  mit  nur  einer  Reihe  zusammen- 
zusetzen, es  wird  insbesondere  sofort  die  Cayley-Aronhold'sche 
symbolische  Darstellung  dieser  Bildungen  eingeführt,  deren  prin- 
cipielle  und  ausschliessliche  Anwendung  die  Gestalt,  in  der  die 
Invariantentheorie  bei  Clebsch  auftritt,  wenigstens  äusserlich  am 
meisten  characterisirt. 

Der  Verfasser  lässt  weiterhin  einen  Abschnitt  folgen  über 
die  Bedeutung  der  binären  Formen  in  der  projectivischen  Geo- 
metrie, wobei  denn  vor  Allem  Veranlassung  ist,  die  Beziehung 
darzulegen,  die  zwischen  dem  Verschwinden  invarianter  Bildungen 
binärer  Formen  und  dem  Doppelverhältniss  der  Relationen  der 
Geometrie  besteht.  Ueberhaupt  wird  im  ganzen  Werke  die  Ve^ 
werthung  der  erhaltenen  algebraischen  Resultate,  wo  sich  leicbts 
Gelegenheit  dazu  bietet ^  hervorgehoben;  dadurch  exacKeint  sie 
nicht  als  Hauptzweck,  sondern  als  beiläufige  Anwendung« 

Weiter  werden  zunächst  solche  invariante  Bildungen  erläutert, 
die  wegen  ihrer  geometrischen  Bedeutung  besonders  wichtig 
scheinen:  die  Resultanten  und  Discriminanten,  sowie  überhaupt 
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die  Formen  zweiter ,  dritter  und  vierter  Ordnung.     Dabei  wird 
insbesondere  die  Auflösung  der  Gleichungen  2**"",  3*^",  4**"  Grades, 
wie  sie  sich  unter  Anlehnung  an  die  Invariantentheorie  ergiebt, 
in  ausftehrlicher  Weise  entwickelt,    wie   denn  diese  ersten  Ab- 
scbnitte  auch  ftir  denjenigen,  der  nicht  beabsichtigt,  tiefer  in  die 
n     eigentliche   Theorie   einzudringen,   der  sich   vielmehr  begnUgen 
\    will,  die  Modificationen  und  Verbesserungen  kennen  zu  lernen, 
A    welche  sie  den  elementaren  Theilen  der  Gleichungstlieorie  an- 
A   gedeihen  lässt,  des  Beachtenswerthen  die  FtlUe  bietet. 
^'        Der  sich  nun  anschliessende  Abschnitt  über  simultane  Formen 
^.  giebt  den  Uebergang  zu  den  allgemeinen  Untersuchungen  tlber 
^  die  Endlichkeit   der  Formensysteme,   wie   sie   den  eigentlichen 
^  Schwerpunkt  der  ersten  Hälfte  des  Werkes  bilden.    Dabei  werden 
M  wieder  eine  Reihe   einfacher   Beispiele:    Systeme  von   beliebig 
'^  vielen  quadratischen  Formen,  Systeme  zweier  cubischer  Formen  etc. 
M    entwickelt;  auch  findet  ein  interessantes  Transformationsproblem 
a(    vom  neunten  Grade  seine  Besprechung,  das  sich  auf  die  Lösung 
n?    von  Gleichungen  niederen  Grades  zurückführen  lässt. 
m        So  ist   dann   allmählich   so   viel  Einzelmaterial  entwickelt, 
4    dass  der    Gordan'sche    Fundamentalsatz    der    Theorie    binärer 
Bf.    Formen,  demgemäss  jede  binäre  Form  (sowie  jedes  System  binärer 
*    Ponnen)  ein  endliches  Formensystem  besitzt,  Interesse  und  Ver- 
ff    standniss   finden   kann.     Ohne   hier   auf  die  Bedeutung  dieses 
Tieoi-ems  näher   einzugehen   (man   vergl.    das    bez.  Referat   in 
ite    diesen  Fortschritten,  I.  p.  60),  sei  nur  die  Form  des  ftlr  dasselbe 
H   ^on  Gordan  erbrachten  Beweises  hervorgehoben.    Der  Satz  geht 
inj  dämlich  nicht  sowohl  aus  begriff'licher  Auffassung  dessen,   was 
p    eine  Invariante  ist,  a  priori  hervor,  sondern  er  erwächst  aus  einer 
i    Methode,  die  gestattet,  alle  Invarianten  gegebener  Formen  ver- 
Ttf;  ^öge   eines    bestimmt    fortschreitenden   Processes   (des   lieber- 
2I«    schiebungs-Processes)  wirklich  zu  bilden.     Man  hat  sich  dann 
i;  Qämlich   durch  richtiges  Anordnen    der  so  entstehenden  unend- 
l^en  Reihe  von  Bildungen  zu  überzeugen,  dass  sich  in  der  That 
^.'i  Von  einer   gewissen  Stelle   ab   alle  Formen   aus  bereits  voran- 
4''    S^Dgenen  als  ganze  Functionen  zusammensetzen   lassen.     In 
?     ^en  allgemeinen  Gang,  dessen  Durchfühioing  eine  lange  Reihe 

J'ortachr.  d.  Math.  IV.  1.  4 
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schwieriger  combinatorischer  Ueberlegungen  erfordert,  fliohi 
Clebßch  die  Theorie  der  Formen  fünften  und  sechsten  Grades  all 
Beispiele  ein  und  stellt  vollständige  Systeme  für  dieselben  auf 
die  nicht  nur  endlich,  sondern  überhaupt  wohl  unter  den  endlichei 
die  kleinstmöglichen  sind. 

Die  weiteren  Abschnitte  des  Werkes  sind  den  erstgenannte! 
typischen  Darstellungen  binärer  Formen  gewidmet,  wie  sie  zuerst 
von  Hermite  aufgestellt  wurden,  und  deren  Zweck  es  hauptsäch- 
lich ist,  die  unbegrenzte  Reihe  der  zu  gegebenen  Formen  ge- 
hörigen Bildungen  durch  rationale  Functionen  einer  endlichen 
Anzahl  derselben  zu  ersetzen.  Insbesondere  bespricht  Clebscl 
die  typischen  Formen,  die  man  den  Grundformen  selbst  ertheilei 
kanA,  wenn  man,  falls  sie  existiren,  zwei  lineare  Govariantes 
oder,  in  Ermangelung  derselben,  drei  quadratische  Govarianteii 
statt  der  gewöhnlichen  Coordinaten  einführt.  Ohne  hier  auf  alle 
dabei  berührten  einzelnen  Probleme  einzugehen,  was  nicht  wohl 
möglich  scheint,  sei  hervorgehoben,  dass  Clebsch  dort  Gelegen- 
heit nimmt,  das  Problem  der  Transformirbarkeit  zweier  Formen 
in  einander,  die  Auflösung  der  Gleichungen  vierten  Grades  unter 
Benutzung  der  typischen  Form,  verschiedene  Aufgaben  aus  döc 
Transformationstheorie  der  elliptischen  Functionen  etc.  etc.  zn 
besprechen  und,  soweit  es  die  bis  dahin  entwickelten  algebraischen 
Hülfsmittel  gestatten,  durchzuführen. 

Die  Vorrede  zu  diesem  Werke  hat  Clebsch  vom  September 
1871  datirt;  sie  wurde,  soviel  Referent  bekannt,  in  Anlehnunjr 
an  die  vom  Verfasser  wiederholt  gehaltenen  Vorlesungen  über 
Formentheorie  wesentlich  im  Winter  1870/71  niedergeschrieben. 
Seitdem  hat  sich  Clebsch  wiederholt  damit  beschäftigt,  in  ähn- 
licher systematisch  abgeschlossener  Weise  wie  hier  die  binäi'ea 
Formen,  auch  höhere  Probleme  zu  erledigen.  Es  sei  mit  Bezog 
darauf  nur  auf  die  beiden  Referate  über  die  Abhandlungen  voa 
Clebsch:  Ueber  eine  Fundameutalaufgabe  der  Invariantentheorie 
(siehe  das  folgende  Capitel)  und:  Ueber  das  Fünfseit  und  die 
Gleichungen  fünften  Grades  (Clebsch  Ann.  IIL  p.  33  siehe  Fortschr. 
d.  M.  III.  p.  31)  verwiesen.  Auch  sei  der  Selbstanzeige  gedachti 
die  Clebsch  von  seinem  Buche  in  den  Göttinger  Anzeigen  gegeben 
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hat  (1872,  Februar),  sowie  erwähnt,  dass  in  der  neuerdings  er- 
sehienenen  Biographie  desselben  (Clebsch  Ann.  VII.)  die  Ar- 
beiten über  Inyariantentheorie,  wie  sie  hier  in  Betracht  kamen, 
ausfäbrlich  besprochen  sind.  Kln. 

L.  Kroneckee.     Zur  algebraischen  Theorie  der  quadra- 
tischen Formen.    Berl.  Monatsber.  1872.  490-504. 

Behandlung  des  Problems:    Eine  positive  quadratische  Form 
[   Ton  möglichst  grosser  Determinante  zu  bestimmen,  die  fttr  vier 
gegebene  Werthsysterae  der  drei  Variabein  gewisse  vorgeschrie- 
bene Werthe  annimmt;  Anwendungen  auf  das  den  grössten  Raum 
einscMiessende  Tetraeder  von  gegebenen  Seitenflächen,  und  auf 
das  von   einem   bestimmten  Mittelpunkt   aus   einem   gegebenen 
Tetraeder  umschriebene  Ellipsoid  von  kleinstem  Volumen.     Die 
algebraische   Frage   wird   dadurch   erledigt,   dass  die  Form  in 
die  Gestalt  t>^x]  +  v^x]  +t>,xl  —  (p.x^  +  ü,a?,  +  v^x^y  -f  w.x^x^ 
}  +Wj«,a?j  -j-  w^x^x^  gebracht  wird;   hier  lässt  sich  zeigen,   dass 
die  Determinante   der  Form  sich  mit  Beibehaltung   der  v  ver- 
kleinern lässt,  so  lange  die  Goefficienten  to  nicht  sämmtlich  gleich 
Null  sind.  No. 

J.  SiACOi.  Intorno  ad  una  trasformazione  simultanea 
di  due  forme  quadratiche  ed  alla  conica  rispetto  a 
cui  due  coniche   date   sono  polari   reciproche.    Atti  di 

Torino  VII.  758-771. 
G.  CaNTOR.      Algebraische   Noti2.     Clebsch  Ann.  V.  133-135. 

Beweis  des  Satzes:   „Wenn  m?i,  w?«?***  ^n  von  einander  ver- 
sehiedene  gegebene  Grössen  sind,  so  lassen  sich  in  dem  linearen 

Ausdrucke  x^w^  -| \- XnWn  die  unbestimmten  Grössen  x  als 

ganze  Zahlen  stets  so  annehmen,  dass  derselbe  für  alle  n\  ver- 
schiedenen Permutationen  der  lo^,--  tt?n  von  einander  verschiedene 
iTerthe  annimmt."  No. 

0. . .      Soluzione    d'un   quistione   (Siacci).    BattagUni  G.  X. 

807-312. 

4* 
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Sind  U  und  V  zwei  quadratische  Formen  mit  n  Variab 
und  U'y  F'  ihre  Reeiproken,  d.  i.  solche  quadratische  Fora 
deren  Cbefficienten  die  algebraischen  Complemente  der  Elemc 
der  Discriminanten  A  und  B  von  U  und  V  sind,  so  kann  r 
^urch  dieselbe  lineare  Substitution  J7in  AV\  und  V  in  BU^  tn 
formiren.  Die  Determinante  C  der  Substitution  ist  symmetr 
und  gleich  der  mittleren  geometrischen  Proportionale  der  ] 
criminanten  Ä^  und  B'  von  J7'  und  V. 

Betrachtet  man  nun  C  als  Discriminante  einer  quadi*atisc 
Function  W'^  so  kann  man  durch  dieselbe  lineare  Substitut 
die  drei  quadratischen  Formen  so  transformiren,  dass  die  nei 
nur  die  Quadrate  der  Variabein  enthalten.  Und  sind  Gr  und 
zwei  entsprechende  Coefficienten  der  U'  und  F,  die  so  tra 
formirt  sind,  so  ist  der  entsprechende  Coefficient  von  W  dies 
yGr '  H^'  Für  w  =  3  ist  W  ein  Kegelschnitt,  in  Bezug  auf  welcl 
If'  und  F  reciproke  Polaren  sind.  Diese  Sätze  werden  vom  V 
fasser  bewiesen.  Mz. 

Lagüerre.     Sur  les  covariaiits  des  formes  binaires. 

Inst.  LX.  77-78. 
Siehe  Abscbn.  IX.  Cap.  2.  B. 


Capitel  3. 

Elimination  und   Substitution, 

Determinanten,  Invarianten,   Covarianten, 

symmetrische  Functionen. 


A.  Brill.    Ueber  Elimination  aus  einem  gewissen 

von    Gleichungen.     Clebsch  Ann.  V.  378-396. 

Hat  man  vier  Gleichungen  m  =  0,  w  =  0,  p  =  0,  g  = 
welche  in  den  vier  Unbekannten  x^,  x^,  x^,  x^  bezw.  zu  de 
Grad  m^,  m^,  m^,  wi^;   n^,  n^,  etc.  ansteigen,  so  ist  der  6Äd  d 
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Eliminationsgleichung,  unter  Voraussetzung  allgemeiner  Coeffi- 
cienten  in  den  Gleichungen^  ftlr  jede  der  4  Variabein  derselbe, 
und  zwar  gleich  2 -^-m^n^p^q^,  wo  JS+  eine  Summe  von  4! 
\  Gliedern  bedeutet^  welche  aus  der  Determinante  2±_  dadurch 
,  hervorgeht,  dass  man  allen  Gliedern  positives  Vorzeichen  giebt. 
Dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  den  aus  1,  2,  3  Reihen  gebil- 
deten (und  dann  nur  von  einer,  zweien,  dreien  der  Gleichungen 
abhängenden)  Partialdeterminanten  (in  uneigentlichem  Sinn)  an- 
ordnen. Es  bedeutet  dann  z.  B.  J?  +  ^i  %  ^^^  Gr?^  in  Bezug 
aof  xi  (bezw«  x^  der  durch  Elimination  von  xi  [xj]  aus  den  beiden 
ersten' Gleichungen  entstandenen  Gleichung.  Kennt  man  also 
die  6  den  beiden  ersten  Gleichungen  entsprechenden  Gradzahlen 
S^fOinkt  so  kann  man  den  Grad  der  Resultante  bilden,  ohne 
die  «i  •  • .  qi  einzeln  zu  kennen. 

Diese  Bemerkung  kann  man  mit  Vortheil  verwenden,  wenn 
es  sich  um  die  Anzahl  der  gemeinsamen  Lösungen  zweier 
Gleichungssysteme  handelt,  deren  jedes  zweien  Gleichungen  äqui- 
valent ist.  Jedem  der  zwei  Systeme  entsprechen  6  Zahlen  der 
obigen  Art,  aus  denen  sich  die  Zahl  der  Beiden  genügenden 
Lösopgen  zusammensetzt.  Es  ist  dies  insbesondere  für  den  Fall 
wichtig,  dass  die  Systeme  die  Variabein  symmetrisch  enthalten, 
wo  denn  je  die  6  Zahlen  unter  einander  gleich  sind.  Dieser 
M  tritt  z.  B.  ein ,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Werth- 
sjsteme  x^^x^,x^,x^  handelt,  welche  alle  Determinanten  des  aus 
^Horizontal-  und  7  Verticalreihen  bestehenden  rechteckigen  Systems: 

S  =  \Vpi(xid\\  t  =  l,  2,...7;  *  =  1,  2,...4; 
(^0  die  (p  ganze  Functionen  m*^"  Grades  je  der  eingeklammer- 
^  Variabein  sind)  gleichzeitig  zum  Verschwinden  bringen.  — 
'Geometrisch  kann  man  diese  Aufgabe  so  deuten:  Man  soll  drei 
^nkte  einer  Geraden  so  bestimmen,  dass  alle  einer  6-fach  un- 
endlichen Schaar  von  Curven  wi*®"^  Ordnung  angehörigen  Curven, 
Welche  durch  dieselben  gehen,  sich  noch  in  einem  weiteren  Punkte 
^er  Geraden  schneiden. 

Man  führt  ohne  Mühe  diese  Aufgaben  zurtlck  auf  die  folgen- 
den vier  einfacheren: 

1.   Die  Anzahl  der  Werthsysteme  zu  bestimmen,    welche 
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irgend  4  viergliedrige  Determinanten  des  Systems  8  zum  Vei 
schwinden  bringen  (wobei  hier  wie  im  Folgenden  die  Uebei 
einstimmung  gewisser  Reihen  in  den  verschiedenen  Determinante: 
nicht  berücksichtigt  wird).  Indem  man  die  Formel  2  +  m^n^p^q 
anwendet^  erhält  man  (unter  Ausschluss  der  Lösungen,  in  welche 
2  Variable  gleiche  Werthe  haben):  24  (m  — 3)*. 

2)  Die  Anzahl  der  Werthsysteme  zu  bestimmen,  welct 
irgend  2  viergliedrige  Determinanten  und  die  dreigliedrigen  D 
terminanten  eines  aus  irgend  3  Verticalreihen  von  S  gebildete 
ßystems  (welches  2  Gleichungen  äquivalent  ist)  zum  Verschjvind^ 
bringen.  Mafn  bildet  die  den  Ausdrücken  S+minj,  und  S'\-pn 
entsprechenden  Werthe  und  erhält:   12  (m  — 2)  (m  — 3)'. 

3)  Die  Anzahl  der  Werthsysteme,  welche  eine  viergliedrige 
Determinante  und  das  aus  2  Verticalreihen  gebildete  System  voi 
zweigliedrigen  Determinanten  zum  Verschwinden  bringen,  zi 
bestimmen.  Man  multiplicire  die  4  Zahlen  ^  -f  m^  n^  p^  u.  s.  w 
bezw.  mit  q^,-"  q^  und  erhält  als  Summe:   4  (w  — 1)  (m— 2' 

4)  Die  Anzahl  der  Wejrthsysteme,  welche  alle  Element 
einer  Verticalreihe  auf  Null  reduciren,  ist:  »i(m  — 1)  (m— 2 
(m-3). 

Dieses  Beispiel  lässt  das  Verfahren,  welches  der  Verfasso 
zur  Lösung  der  analogen  Aufgaben  für  n  Variable  eingeschlag^ 
hat,  zur  Gentige  erkennen.    Derselbe  findet,  dass  für  ein  Systei 

5  von  (Ä  +  t)  Vertical-  und  k  Horizontalreihen  (i<Ä<m)  di 
Zahl  der  Werthsysteme,  die  alle  Ä-gliedrigen  Determinanten  zui 

Verschwinden  bringen,  gleich  (^  T ,  7^    j  ist  (fc  — i—  1  von  do 

6  Unbekannten  als  fest  angenommen  vorausgesetzt.).         Bl. 

H.  Nägelsbach,     üeber  die  Besultante  zweier  ganzö 

Functionen.    Schlömilch  Z.  XVII.  331-346. 

Diese  Functionen  seien  f  und  g,  ihre  Grade  bez.  der  m*«  ud 
»**  und  m  >  w.     Nach  dem  Vorgange  von  Euler  ersetzt  man 
durch  eine  Function  h  vom  n*«°  Grade.  Die  Besultante  von  g  :and  / 
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welche  mit  der  von  f  nnd  g  identisch  ist,  erscheint  in  der  B^zont- 
sehen  Form  als  Determinante  »***"'  Ordnung.  Die  Identität  der 
Besultante  von  f  und  g  mit  dieser  Determinante,  deren  Ordnung 
gleich  der  kleineren  der  Gradzahlen,  wird  auch  noch  durch  Um* 
formung  des  Productes  der  Wurzeldiflferenzen  erwiesen.        St. 

C.  Jordan.    Eecherches  sur  les  substitutions.    Liouviiie  j. 

(2)  XVII.  351-368. 

Das  erste  Theorem  ist  eine  Verallgemeinerung  des  Satzes, 
\  dass  jede  Aflfect-Function  eine  cyklische  Function  sei;  es  zeigt 
nimlieh,  dass  jede  transitive  Gruppe  Substitutionen  besitze,  welche 
alle  Elemente  umstellen.  Im  zweiten  und  dritten  Theoreme  wird 
bewiesen,  dass  es  im  allgemeinen  keine  (k'\-2yf2^Q\i  transitiven 
Gruppen  vom  Grade  m-\-k  und  der  Ordnung  (wi  +  A)  (m  +  A—  l) 
• '»»(m  — 1)  giebt,  ausser,  wenn  &  =  1  und  m  eine  Primzahl- 
potenz ist. 

Im  zweiten  Theile  der  Arbeit  wird  eine  Methode  zur  Con- 
struction  von  Gruppen  einer  Primzahlklasse  q  gegeben,  Ist  q 
nicht  von  der  F.orm  2"—  1,  so  giebt  es  nur  eine  solche  Gruppe, 
welche  einfach  transitiv  ist;  ist  q  von  jener  Form,  so  giebt  es 
noch  zwei  andere  Gruppen,  von  denen  die  eine  doppelt,  die  andere 
dieifach  transitiv  ist.  No. 

^'  Jobdan.      Sur    renumöration   des   groupes    primitifs 
pour  les  17  premiers  degr^s.   0.  R.  LXXV.  1754-1757. 

Veranlassung  zur  Aufnahme  der  Untersuchungen  (F.  d.  M. 
ffl.  46)  war,  dass  sich  in  die  frühere  Arbeit  Ungenauigkeiten 
eingeschlichen  hatten.  Alle  primitiven  Gruppen  der  13  ersten 
Öaggen  und  17  ersten  Grade  gehören  mit  7  Ausnahmen  zu 
6  Kategorien,  welche  Heu  Jordan  angiebt.  No. 

C.  Jordan.     Note  sur  la  thöorie  des  substitutions. 

BattagliQi  G.  X.  116. 
Der  von  R  Janni  (Battaglini  J.  IX.  280-340,  siehe  F.  d.  M. 
^•p.  47)  veröffentlichte  Anfang  einer  Theorie  der  Substitutionen 
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ist  eine  fast  vollständige  Wiedergabe  eines  Capitels  des  Trait6  dei 
Substitutions  von  Jordan  (1869).  Herr  Jordan  macht  auf  ein^ 
in  dieser  Eeprodnction  stehen  gebliebene  Ungenauigkeit  (No.  35 
von  Janni,  49  des  Traitö)  aufmerksam.  M. 

G.   Janni.      Esposizione  della   teoria  delle  sostituzioni 

Battaglini  G.  X.  198-206. 
Uebersetzungen  aus  Dirichlet,  Jordan,  Serret  mit  Quelleca 
angäbe.  '       No. 

L.  Sylow.     Th^orfemes  sur  les  groupes  de  substitutions 

Clebsch  Ann.  V.  584-594. 

Bezeichnet  w«  die  höchste  Potenz  der  Primzahl  n,  welche  di< 
Ordnung  von  G  theilt,  so  enthält  diese  Gruppe  eine  andere  voi 
der  Ordnung  n^.  Hieran  schliessen  sich  ähnliche  Theoreme  übei 
enthaltene  Gruppen.  Wenn  die  Ordnung  einer  algebraischen 
Gleichung  =  n^  n^^^  w,**»  •••  ist,  wobei  n,  n^,  Wg,  •••  Primzahlen 
sind,  und  w>«j"' Wj«»  •  •• ,  «j>w,"»---  ist,  so  ist  die  Gleichung 
durch  Wurzeln  lösbar.  Es  folgt  eine  Untersuchung  der  wichtig- 
sten Eigenschaften  transitiver  Gruppen.  No. 

O.  Hesse.     I  determinanti  elementarmente.    Traduzione 

di  V.   Valeriani.    Battaglini  G.  X.  217-230. 

Uebersetzung  aus  dem  Deutschen,  siehe  F.  d.  M.  III.  p.  50. 

0. 

J.    SiAcci.      Teorema   sui  determinanti    ed    alcune    sue 

applicazioni.     Att.  di  Tonno.  VII.  772-783. 

C.  J.  MoNRO.      Baltzer   on   the  number  of  termes  in  a 
determinant  with  a  vanishing  diagonal.  Messenger  (2)  II. 

38-39. 
Verbesserung  eines  Irrthums  in  Baltzer's  >,Theorie  und  An- 
wendung der  Determinanten";  3.  Ausg.  p.  29  §42,  1870  (siehe 
F.  d.  M.  II.  p.  80).  Glr.  (0.)   . 
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3.   Ritsert.     Die  Herleitung  der  Determinante  fUr  den 
Inhalt  des  Dreiecks  aus  den  drei  Seiten.     Schlömiich  z. 

XVIL  518-520. 
Siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  3. 

M.  Albeggiani.     Sviluppo   di  un  determinante  ad  ele- 

menti   binomii.     Battaglini  G.  X.  279-29ä. 
Entwickelung  der  Determinante 

I  Cr^    ör^  +  dr,s    K,»  \  (r,Ä  =   1,    2  •  •  •  «) 

nach  dem  Satze  von  La-Place  und  Anwendung  auf  vier  Aufgaben 
.  (a.  a.  0.  p.  188).  St. 

\  J.  J.  Weyrauch.     Zur  Theorie  der  Determinanten. 

Borchardt  J.  LXXIV.  273-276. 

Die  Anzahl  der  Glieder  einer  Determinante  n*®'  Ordnung,  in 
t    deren  Hauptdiagonale  alle  Elemente  =  0  sind,  beträgt 


»'lir-^  +  -+.^!- 


:j        Diese  Zahl  ist  bereits  in  Baltzer's  Theorie  der  Determinanten 

I  p.29  (siehe  F.  d.  M.  IL  p.  80)  angegeben;  jedoch  dürfte  die  Ab- 

i^itang  derselben  kaum  unanfechtbar  sein.    Daraus  folgt  mittelst 

:    eineB bekannten  Satzes  (siehe  a.  a.  0.)  sofort  die  Anzahl  derjenigen 

Glieder  der  allgemeinen  Determinante   w*®'' Ordnung,  die  m  be- 

Btinimte  Elemente  der  Hauptdiagonale  enthalten  etc.        .St. 

O.Hesse.     Ein  Oyclus  von  Determinanten-Gleichungen, 
i      (Eine  analytische  Erweiterung  des  PascaVschen  Theo- 
rems). Borchardt  J.  LXXV.  1—12. 

Die  Betrachtung  eines  vollständigen  PascaFschen  Sechseckes 
^^  bekanntlich  auf  eine  Figur  von  20  Punkten  und  15  Geraden, 
I  ^eren  Beziehung  durch  folgenden  Satz  ausgedrückt  werden  kann: 
\-  »Wenn  man  dreien  geraden  Linien  g,  welche  von  demselben 
Nkt  d  ausgehen,  drei  Dreiecke  einbeschreibt,  so  schneiden  sich 
die  correspondirenden  Seiten  von  je  zweien  dieser  Dreiecke  in  drei 
Pookten,   welche  in  einer  geraden  Linie  r  liegen,   und  die  drei 
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den  Dreieck-Paaren  entsprechenden  geraden  Linien  r  schneidea. 
sich  wieder  in  einem  Punkte  ö."     Der  analytische  Beweis  desa 
Satzes  fordert  ein  System  von  20  Identitäten.     Als  einen  spe— 
ciellen  Fall  des  vorstehenden  Satzes  lässt  sich  der  folgende  aix- 
sehen:    „Wenn  man  in  einem  PascaFschen  (einfachen)  Sechsecke 
die  drei  Diagonalen  zieht,  welche  die  gegenflberliegenden  Ecken 
verbinden,  so  bilden  die  geraden  Seiten  des  Sechseckes,  die  un- 
geraden Seiten   und  die  drei  Diagonalen  drei  Dreiecke,  welche 
dreien   von   einem  Punkte   ausgehenden  geraden  Linien  g  ein- 
beschrieben  sind.    Die  entsprechenden  Seiten  je  zweier  von  diesen 
Dreiecken  schneiden  sich  paarweise  in   einer   geraden  Linie  r, 
und  die  drei  geraden  Linien  r  schneiden  sich  wieder  in  einem 
Punkte."    (Entsprechend  einander  sind  je  zwei  Gegenseiten  des 
Sechseckes  und  die  Diagonale,  welche  das  3*®  Paar  von  Eckea 
verbindet).     Denkt  man   sich   die  Gleichung  des  Kegelschnittes 
in  der  Form  J^ul  u\  —  m"  wj  =  0,  wo  die  u  homogene  lineare 
Functionen  der  Punkt-Goordinaten  bedeuten,  und  bezeichnet  mao 
für  drei  Eckpunkte  «,  y,  e  die  Werthe  der  gleichen  Quotienten- 
ul'.ul  =  u]:u]  bez.  mit  cc^^ict^  etc.;    ftlr  die  drei  anderen  /9,  ä,  ^ 
die  von  mJ  :  «J  =  «J :  m|  mit  ß^ :  ß^  etc.,  so  ist  offenbar 


[aß]  = 


=  0 


A,  A,  0 

die  Gleichung  der  Geraden  aß.     Diese  Formel  bildet  den  AuB^ 
gangspunkt   für    eine    allgemeine  Entwickelung,    in  welcher  ^ 
durch  ein  Schema  (w+l)*^'^  Ordnung  ersetzt,    und  die  AnzaW 
der  Coefficienten   a,/?  •  •  •   entsprechend   erhöht  ist.     Man  erhält 
20  Identitäten,   die  fttr  w  =  1   den  Beweis  des  zweiten  Satzes  j 
enthalten.  St.         i 

F.  J.  Stüdnicka.  üeber  eine  besondere  Art  von  sym- 
metralen  Determinanten  und  deren  Verwendung  in 
der  Theorie  der  Kettenbrüche.  Prag.  Ber.  i872,  74-78. 

Ableitung  der  Euler'schen  independenten  Formeln  für  die 
Zähler  und  Nenner   der  Näherungsbrache  eines  Eettenbruches, 
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dessen  Theil-Zähler  sämmtlich  =  +  i,  aus  der  bekannten  Deter- 
minantenform  derselben.  St. 

F.  J.  Stüdnicka.     Beitrag   zur  Theorie    der   Determi- 
nanten.   Prag.  Ber.  1872,  78-80. 

Eine  „bisher  unbeachtete  Eigenschaft  der  Determinanten",  die 
aber  schon  in  Baltzer's  Theorie  der  Determinanten  §  3,  10  zu 
derselben  Deduction  gebraucht  ist,  wie  von  Herrn  Stüdnicka. 

St. 

'    F.  J.  Stüdnicka.      Neuer    Beweis    des   Theorems   über 
:       das  Verhältniss    zwischen    Determinanten    und    Sub- 

determinanten    des    ursprünglichen    und    adjungirten 

Systems.    Casopis  i.  6-10. 

Bezeichnet  Apq  die  zu  dem  Elemente  apq  der  Determinante 

J  =  I!±a^,a^^'"    ünn 

zugehörige  Subdeterminante,  so  ist  bekanntlich 

^/»■~*  (a,i  a„  . . .  ajfc-i,  k-i)  =  (^1**  •  •  •  i*««), 
i    was  in  vorliegender  Abhandlung  auf  inductivem  Wege   einfach 
I    napbgewiesen  wird,  um  Anfängern  den  Beweis  Borchardt's,  den 

auch  Baltzer  in  seiner  Theorie  der  Determinanten  reproducirt, 
:    entbehrlich  zu  machen.  W. 

.  J»  MüiB.     Extension  of  a  law  of  determinants.  Messenger 

i       (2)  n.  60-61. 

^        Beweis   dass,   wenn  m  Elemente  in  einer  Beihe  einer  De- 
/  terminante  der  n*®''  Ordnung  einen  gemeinschaftlichen  Factor  ent- 
ialten,  welcher  auch  in  den  entsprechenden  Elementen  von  n  —  m 
anderen  Seihen  enthalten  ist,  dieser  Factor  auch  Factor  der  De- 
terminante selbst  ist.  Glr.  (0.) 

W.  A.   Whitworth.     Extension  of  a  law  of  determi- 
nants.    Messenger  (2)  II.  80. 
VeraUgemeinerung  des  obigen  Satzes  von  Herrn  Muir. 

Glr.  (0.) 
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T.  OoTTERiLL.    On  an  algebraical  form  and  the  geometi 
of    its    dual    connexion    with    a    polygen    plane    < 

spherical.    Proc.  of  L.  M.  S.  IV.  139-143. 

Die  algebraische  Form  ist: 

1      (        (tab)  .    (tbc) 


(txy) 


+ 


+ 


(axy)  (bxy)         Q>xy)  (j)xy) 

(imn)  (tna) 


+ 


(nxy)  ((ixy)  }' 


(mxy)  (nxy) 
wo  die  Symbole  die  Determinanten 

t,  a,  b, 
(((Oi)  =    i^  öj  62    etc. 

darstellen,  und  die  Indices  in  allen  Determinanten  dieselben  sin 
Ein  Fundamentalsatz  sagt,  dass  dieser  Ausdruck  unabhäng: 
von  t  ist,  und  folglich  gleich  den  Werthen,  die  man  erhält,  wei 
man  darin  fQr  t  irgend  einen  der  Buchstaben  a,  b,  c,  etc.  setz 
folglich  speciell: 

1      (        (m6)  ,  (tbc)  (tca)        j 


(ixy)   \  (axy)  (bxy)    "*"   (bxy)  (cxy) 


+ 


(cxy  {axy) 
(abc) 


"~   (axy)  bxy)  (cxy)  ' 
Die  vorliegende  Arbeit  enthält  geometrische  Anwendung» 
dieser  Formel  Cly.  (0.) 

V.  FiORE.    Dimostrazione  d'una  trasformazione  di  dete 

minanti.    Battaglini  G.  X.  170. 

Die  betreffende  Relation  lautet: 


Sabc^ 


wo  die  Summe  2  abc  •  •  •  &  die  Summe  der  Producte  zu  h  Gliedc 
ist,  die  sich  aus  /Buchstaben  bilden  lassen.  M. 

G.  Battaglini.   SuUe  forme  ternarie  di  grado  qualunqi 

Battaglini  G.  X.  152-169.  193-205. 


a«  a«-*... 

^n-Ä+1    ^n-Ä— 1  .  .  .  J 

a»-*  0»-' • 

••   61 

6»    ftn-l  . . 

jn-Ä+1    J„-Ä-l,..l 

^^ 

5»-l    ftn-l.. 

•   Ol 

In      /n-l.. 

.    /»--A+1     /n-Ä-1  .  .  .  j 

in-l     in-i. 

•  n 
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Im  Anschlüsse  an  eine  früher  (siehe  F.  d.  M.  III.  p.  38)  be- 
sprochene Darstellung  der  binären  Formentheorie  bringt  der  Ver- 
fasser in  der  vorliegenden  Abhandlung  allgemeine  Auseinander- 
setzungen über  temäre  Formen.  Nach  Einführung  der  allgemeinen 
Begriffe    der  cogredienten   und   contragredienten  Variabein  etc. 
,    entwickelt  er  eine  Reihe  der  im  ternären  Gebiete  üblichen  Formen- 
I    bildungen  sowie  deren  geometrische  Interpretation  im  Sinne  der 
projectivischen  Geometrie  der  Ebene.     Die  Arbeit  wird  nament- 
I    lieh  auch   für   denjenigen  nützlich  sein^   dem  die  mannigfache 
Terminologie,  welche  sich  in  diesen  Untersuchungen  entwickelt 
hat,  Schwierigkeit  bereitet.  Kln. 

P.  Gordan.     Ueber  Combinanten.   ciebsch  Ann.  v.  95-123. 

Unter  einer  Combinante  versteht  man  eine  solche  invariante 
Bildung  mehrerer  Formen  gleichen  Grades,  welche  bis  auf  einen 
Factor  ungeändert  bleibt,  wenn  man  die  ursprünglichen  Formen 
durch  lineare  Combinationen  ersetzt.  Gordan  beweist  nun,  ddls 
diese  Combinanten  unter  den  übrigen  simultanen  Invarianten,  zu 
welchen  die  vorausgesetzten  Formen  Anlass  geben,  ein  in  sich 
geschlossenes  System  bilden.  ]\(an  kann  sie  nämlich  als  Inva- 
rianten (unter  diesem  Ausdruck  sollen  hier  Govarianten  etc.  immer 
^i  begriffen  sein)  einer  einzelnen  unter  ihnen  darstellen,  der- 
jenigen Determinante  nämlich,  deren  Elemente  man  erhält^  wenn 
fflan  die  gegebenen  Formen  so  oft  mit  verschiedenen  Veränder- 
:  liehen  anschreibt,  als  ihre  Anzahl  angiebt.  Diese  fundamentale 
.  Combinante  enthält  also  eine  ganze  Beihe  von  Variabein.  Aber 
i  l)6i  binären  Formen  kann  man  derartige  Bildungen  immer  durch 
ein  simultanes  Formensystem  mit  nur  einer  Art  von  Veränder- 
lichen ersetzen.  Ein  solches  System  besitzt  überdies,  nach 
6ordan*s  fundamentalem  Satze,  immer  ein  endliches  System  von 
Ii^varianten.  Die  Combinanten  binärer  Formen  setzen  sich  also, 
^ie  Gordan  noch  an  einzelnen  Beispielen  erläutert,  aus  einer 
endlichen  Zahl  von  Combinanten  rational  und  ganz  zusammen. 

Zum  Zwecke  des  Beweises  des  vorgetragenen  Theorems  re- 
P^odncirt  Gordan,  worauf  hier  ausdrücklich  noch  hingewiesen 
^n  mag,  in  durchsichtiger  Form  den  Satz  von  Ciebsch,  der  die 
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Gründlage  ftir  die  AllgemeingUltigkeit  der  symbolischen  Methodi 
in  der  Invariantentheorie  liefert,  dass  nämlich  jede  Invariant 
eines  Systems  linearer  Formen  eine  rationale  ganze  Functioi 
der  aus  den  Goefficienten  der  Formen  zu  bildenden  Determi 
nanten  sei.  E^n. 

P.  Gordan.     Ueber  die  simultanen  Invarianten  binärei 

Formen.     Olebsch  Ann.  V.  595-602. 

Es  handelt  sich  in  diesem  Aufsatze  darum,  den  Satz,  der 
in  dem  vorstehenden  Referate  bereits  berührt  wurde:  dass  dag 
simultane  System  von  Formen,  die  für  sich  ein  endliches  Systea 
besitzen,  ein  endliches  sei,  in  neuer  und  sehr  viel  kürzerer  Weis< 
zu  begründen,  als  das  früher  dem  Verfasser  gelungen  war. 

Kln. 

A.  Oayley,     On  a  theorem  in  covariants.   Olebsch  Ann.  V 

♦  625-630. 

Auch  diese  Mittheilung  von  Cayley  bezieht  sich  auf  Gordan'j 
Untersuchungen  über  Endlichkeit  der  Formensysteme,  und  knüpf! 
insbesondere  an  die  Darstellung  an,  welche  Glebsch  von  den- 
selben in  seiner  „Theorie  der  binären  Formen"  (siehe  p.  47) 
gegeben  hat.  Gayley  giebt  in  der  von  ihm  eingehaltenen  Dar- 
stellungsweise  den  Beweis  eines  in  der  betreffenden  Theorie 
nothwendigen  Hülfssatzes,  wobei  er  durch  Einführung  einer  cha- 
racteristischen  Terminologie  der  Darstellung  eine  minder  abstracte 
Form  zu  geben  weiss.  Kln. 

A.  Olebsch.  Ueber  eine  Fundamentalaufgabe  der  In- 
variantentheorie. Gott.  Abh.  XVIL,  Clebsch  Ann.  V.  427-435. 
In  dieser  grossen  und  von  sehr  allgemeinem  Gesichtspunkte 
aus  angelegten  Abhandlung  entwickelt  Glebsch  eine  gewisse 
Umgrenzung  des  Problems  der  Invariantentheorie  bei  n  Veränder- 
liehen,  welche  resultirt,  wenn  man  mit  dem  Verfasser  alle  solche 
Bildungen  von  der  Betrachtung  ausschliesst,  die  sich  aus  bereits 
betrachteten  resp.  aus  deren  Polaren  rational  und  ganz  zusammen* 
setzen. 
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Bei  binären  Formen  hat  Gordan  in  Clebsch  Ann.  III.  (siehe 
F,  d.  M.  IIL  59 — 60),  sowie  Clebsch  in  seiner  ;,Theorie  der  binä- 
ren Formen*   (siehe  p.  47)  bewiesen,    dass  es  von   diesem  Ge- 
sichtspunkte aus  genügt,  Formen  mit  nur  einer  Reihe  von  Ver- 
Merlichen   zu  betrachten.     In  der  vorliegenden  Arbeit  nimmt 
Clebsch   die  entsprechende  Fragestellung  für  beliebig  viele  (n) 
Veränderliche  in  Angriff. 

Er   lehnt   sich  dabei  an  die  Vorstellung  einer  («  — l)-fach 
ausgedehnten  Mannichfaltigkeit   an.     Sowie  man   im  Raum   im 
Sinne  der  projectivischen  Geometrie  dreierlei  Grundgebilde  unter- 
scheidet: Punkt,  Gerade  und  Ebene,  so  bei  (»  —  1)  Dimensionen 
,    (n-1)  lineare  Stufen,  die  bez.  durch  1,  2,  •••  («  — 1)  ihnen  an- 
\    gehörige  Punkte  characterisirt  und  analytisch  durch  die  Deter- 
[    minanten  aus  den  Coordinaten  dieser  Punkte  gegeben  sind  (vergl. 
I    Grassmann's  Ausdehnungslehre   von   1844).     Aber  neben  diese 
Massung  stellt  sich,  entsprechend  dem  Principe  der  Dualität, 
wie  es  aus  der  Geometrie  bekannt  ist,  eine  zweite,  die  von  der 
Ebene,  d.  h.  der  durch  eine  lineare  Gleichung  zwischen  Punkt- 
coQrdinaten  bestimmten  Mannigfaltigkeit,  als  Element  ausgehend 
dieselben  Stufen  in  umgekehrter  Reihenfolge  ergiebt.    Die  Coor- 
dinaten,  welche    man   entsprecfiend   dieser  Auffassung   für  die 
Zwischenstufen  erhält,  sind,   wie  bereits  Grassmann  (1.  c.)  und 
»päterBriU   (Clebsch  Ann.  IV.  siehe  F.  d.  M.  IIL  p.  314-319) 
zeigten,  den  ursprünglich  für  sie  aufgestellten  proportionirt. 

Die  allgemeinste  Form  nun,  welche  das  Object  der  Inva- 
fiantentheorie  bilden  kann,  ist  eine  solche,  die  von  jeder  der  in 
diesem  Sinne  zu  unterscheidenden  («  — 1)  Arten  von  Veränder- 
liehen eine  beliebige  Anzahl  von  Reihen  enthält.  Clebsch  ent- 
^ekelt  zur  Darstellung  solcher  Formen  zunächst  eine  besondere 
Art  Symbolik,  welche  als  speciellen  Fall  die  symbolische  Dar- 
stellung der  Linien-Complexe  einschliesst,  die  er  bereits  bei  einer 
frUieren  Gelegenheit  (Clebsch  Ann.  IL  siehe  F.  d.  M.  II.  p.  602) 
Sieben  hatte.  Es  wird  dabei  eine  eigenthümliche  Umwandlung 
der  gegebenen  Form  in  eine  sogenannte  Normalform  nothwendig. 
Wobei  die  zwischen  den  Coordinaten  der  Zwischenstufen  gelten- 
den identischen  Beziehungen  zur  Verwerthung  kommen. 
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An  diese  symbolische  Darstellung  schliesst  sich  dann  der 
Beweis,  dass  vermöge  einfacher  Zerlegung  jede  solche  Form  er- 
setzt werden  kann  durch  ein  „reducirtes  System"  von  Formen 
besonderen  Characters,  nämlich  solcher  Formen,  die  von  jeder 
Art   der  in   Betracht   kommenden   Coordinaten   höchstens   eine 
Reihe   enthalten.     Die  Formen  dieses  reducirteu  Systems  sind 
Covarianten   der  gegebenen  Grundform,   die  letztere  umgekehrt 
eine  simultane  Bildung,  abgeleitet  aus  den  Formen  des  Systems; 
die  Constantenzahl  ist  beiderseits  dieselbe.    Die  Grundform  und 
ihr  reducirtes  System  können  daher  einander  vertreten,  und  hierin 
liegt,   class   es   genügt,    überhaupt  nur  reducirte  Systeme ,  d.h. 
solche  Formen   zu  betrachten,   welche   von   den  verschiedenen 
Coordinatenarten  jedesmal  nur  eine  Reihe  enthalten.     Zugleidi 
aber   ist   auch  die  Forderung:   alle  Invarianten -Bildungen,  die 
aus  gegebenen  Formen  hervorgehen,  anzugeben,  in  wesentlicher 
Weise  umgrenzt;   denn  es  genügt  wiederum  und  aus  demselben 
Grunde,  einzig  reducirte  Bildungen  in's  Auge  zu  fassen. 

Bei  temären  Formen  z.  B.  ist  hierdurch  die  Beschränkung' 
auf  Invarianten,  Covarianten,  zugeordnete  Formen  und  Zwischen- 
formen,  wie  man  sie  auch  sonst  eingehalten  hat,  principiell  be- 
gründet. Bei  quaternären  dagegen  wird  ein  sehr  viel  grösserer 
Kreis  von  Bildungen  zu  betrachten  sein,  als  seither  geschah, 
wobei  z.  B.  die  Gleichungen  der  Linien-Complexe  als  eine  Gruppe 
erscheinen. 

Glebsch  flihrt  die  Reduction  der  zu  betrachtenden  Formen 
insbesondere  für  3  Variable  noch  weiter.     Bereits  Gordan  hatte 
in  einer  oben  besprochenen  Arbeit  über  Combinanten  (siehe  p.  61) 
Zwischenformen   betrachtet,    die  einer  gewissen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung  der   zweiten  Ordnung  genügen.     Bei  temären 
Formen    darf  man  sich,   wie  Clebsch  zeigt,  eben  auf  derartige 
reducirte  Bildungen   beschränken,  wobei  deren  Gonstanten,  ab- 
gesehen  von  der  in  den  Differentialgleichungen  liegenden  Be- 
schränkung, unabhängig  anzunehmen  sind.  Ein. 

A.  Clebsch.     Ueber  ein  neues  Gebilde  der  analytischen 

Geometrie   der   Ebene.    Gott.  Nachr.  1872.  429-449,  Clebsch  Ann. 
VI.  205-215. 
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Es  bringt  dieser  Aufsatz  eine  erste  Anwendung  der  in  der 
vorgenannten   Abhandlung  entwickelten   allgemeinen   Frincipien 
auf  tern&re  Formen,  und  dem  entsprechend  auf  ebene  Geometrie, 
wobei  es  sich  aber  zunächst  um  Aufstellung  von  Gesichtspunkten 
Tind  Stellung  von  Problemen,  nicht  um  Durchfuhrung  bestimmter 
Aufgaben  handelt.     Bei  temären  Formen  ist  es  auf  Grund  der 
soeben    besprochenen   algebraischen  Untersuchungen   angezeigt, 
neben  den  Gleichungen,   die  eine  Reihe  von  Punkt-   oder  von 
limen-Goordinaten  enthalten,  auch  Zwischenformen,  d.  h.  Glei- 
drangen,  die  Punkt-  und  Linien-Goordinaten  enthalten,  zu  Grunde 
zu  legen.    Geometrisch  bedeutet  eine  solche  Zwischenform,  gleich 
I    Koll  gesetzt,  eine  Verwandtschaft  in  der  Ebene,  die  den  Punkten 
i    der  Ebene  von  geraden  Linien  umhüllte  Curven,  oder,  was  das- 
:    sdbe  ist,   den  Geraden  der  Ebene   von  Punkten  beschriebene 
:    Omen  zuordnet,   und   eben   diese  Verwandtschaften   sind   es, 
wddie  Clebsch  nunmehr  als  neue  Grundgebilde  in  die  analytische 
f    Geometrie  der  Ebene  unter  dem  Namen:    „Gonnexe^  einführt. 
[         Die  Sichtung,  in  der  ein  Connex  zu  untersuchen  ist,  wird 
[    durch  die  gewöhnliche  Behandlung   der  Curven    oder  Flächen 
t   Yorgezeichnet.    Man  betrachtet  die  Gebilde,  die  zwei,  drei,  vier 
I    Coonexen  gemeinsam  sind,  man  untersucht  die  singulären  Ele- 
I    ifiente  eines   Connexes,    für   welche  Formeln   gelten,    die   den 
I    ntteker'schen  Formeln  für  die  Singularitäten  ebener  Curven  ent- 
sprechen, etc.  etc.     Auf  Connexe  so  gut  wie  auf  die  mehreren 
konnexen  gemeinsamen  Gebiete  ist,  wie  überhaupt  auf  algebraische 
Vanmchfaltigkeiten ,   der  Begriff  des  Geschlechts   anzuwenden, 
wobei  man  die  eindeutigen  Transformationen,  welche  dasselbe 
i^  ^g^ndert  lassen,   auf  das  doppelt-ternäre  System  der  Punkt- 
rj  imd  Linien-Coordinaten  ausdehnen  darf  etc. 

Aber  besonders  wichtig  scheint  die  Verbindung,  in  welche 
'lie  Theorie  der  Connexe  zur  Theorie  der  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  bei  zwei  Veränderlichen  tritt.  Jeder  Connex 
jiebt  zu  einer  solchen  Anlass:  ihre  Integralcurven  sind  diejenigen, 
Ar  welche  Punkt  und  zugehörige  Tangente  dem  Connexe  au- 
fboren; umgekehrt  entsteht  jede  solche  Differentialgleichung, 
Qod  noch  auf  unendlich  viele  Weisen,  aus  der  Betrachtung  der 

Fortechr.  d.  Math.  IV.  1.  5 
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Connexe.  Es  ist  hierdurch  das  Mittel  gewonnen,  um  diese  Di 
rentialgleichungen  im  Sinne  der  neueren  algebraisch-geometrisc 
Auffassung  zu  behandeln ;  es  ist  aber  namentlich  auch  eine  f 
damentale  Eintheilung  dieser  Differentialgleichungen  in  G^schle 
ter  gegeben.  Das  Geschlecht  einer  Differentialgleichung  ist  e 
Zabl^  die  bei  jeder  eindeutigen  (Berührungs-)  Transformat 
derselben  erhalten  bleibt.  Kln. 

J.  RosANES.  Ueber  Functionen,  welche  ein  den  Function; 

determinanten  analoges  Verhalten   zeigen.    Borchardt 

LXXV.  166-172, 
Wenn  man  die  Punkte  einer  ebenen  Curve  durch  rationi 
Functionen  zweier  homogen  vorkommenden  Parameter  dargest« 
hat,  so  repräsentiren  die  Functionaldeterminanten  dieser  Funct 
nen  die  Coordinaten  der  Tangente.  Die  Functionaldeterminant 
der  Functionaldeterminanten  führen  daher  bis  auf  einen  Fad 
zu  den  ursprünglichen  Functionen  zurück.  Diesen  Satz  hat  Clebs 
in  Borchardt  J.  LXIX  (siehe  F.  d.  M.  I.  p.  45)  gegeben  und  i 
ge1)raisch  bewiesen.  Rosanes  dehnt  ihn,  geometrisch  zu  red( 
auf  Raumcurven  aus,  indem  er,  von  der  Darstellung  einer  solch 
durch  rationale  Functionen  zweier  homogen  vorkommenden  Pai 
meter  ausgehend,  die  Schmiegungsebenen,  und  aus  deren  Di 
Stellung  wiederum  die  Punkte  berechnet.  Der  vortretende  Faci 
ist  ein  volles  Quadrat  und  stellt,  gleich  Null  gesetzt,  diejenig 
Punkte  der  Curve  dar,  deren  Osculationsebenen  stationär  sind 

Kln. 

J.  Rosanes.     Ueber  die  Darstellung  binärer  Formen  a 

Potenzsummen.     Borchardt  J.^  LXXV.  172-176. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  man  und  wie  man  n  gegebei 
binäre  Formen  w*^"  Grades  als  lineare  Combinationen  der  n*«"  P 
tenzen  n  linearer  Ausdrücke  darstellen  kann.  Kln. 

S.    GuNDELFiNGER.      Intomo    ad    alcune    formole    del 
teoria  delle  curve  di  secondo  e  di  terzo  ordine. 

Brioschi  Ann.  (2)  V.  223-236. 
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Efi  handelt  sich  darum,  zerfallende  temäre  Formen  anf  all- 
gemeine und  symmetrische  Weise  in  ihre  Factoren  wirklich  auf- 
zulösen.    Nach    vorgängiger   Betrachtung    des   Zerfallens   eines 
Kegelschnittes  behandelt  der  Verfasser  insbesondere  die  in  drei 
Gerade  zerfallende  Curve  dritter  Ordnung,  sowie  die  Aufgabe, 
die  drei  Schnittpunkte   einer  Geraden   mit  einer  Curve   dritter 
Ordnung  einzeln  darzustellen.  Kln. 

P.  Cassani.      Intomo  alle  forme  binarie.    Battagiini  G.  x. 

230-235. 

Betrachtung  binärer  Formen,  die  von  einem  Parameter  linear 
aUiäogen.  Die  Doppelelemente  der  betreffenden  Involution  sind 
durch  die  Functionaldeterminante  zweier  beliebiger  unter  den 
Formen  repräsentirt.  Kln. 

A.  Cayley.     An  identical   equation  connected  with  the 
theory  of  invariants,   Quart.  J.  xii.  115-118. 

Beweis  der  Gleichung 

wo 

P^{bg-^cK)  (^ch-^af)  (jif^bg),  Q  =  aVA*  +  b'hY  +  cYq' 

ib=-h-f,c  =  f-g. 
Cly.  (0.) 

H.  G.  Zeuthen.     Elementart  Bevis  for  en  Satning  af  den 

Dyere   Algebra.     Zeuthen  Tidsskr.  (3)  IL  33. 

Elementarer  Beweis  des  Clebsch'schen  Satzes: 
„Eine  Covariante  von  Formen  erster  Ordnung  lässt  sich  in 
form  einer  ganzen  Function  zusammensetzen  aus  den  gegebenen 
formeu,  ihren  Determinanten  und  den  Determinanten  der  Varia- 
•^In''  (cf.  Borchardt  J.  LIX.)  Hn.  (Wn.) 

ß-  Näqelsbach,      lieber     eine    Klasse     symmetrisclier 

JPunctionen.     Pr.  Zweibrficken. 

5* 
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Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Betrachtung 
Function 

1    «1  •  •    a^J""^  a\ 


1     «n 


r,n— 2 


,n— 2  _«-l 


1     «, 


(«1  •••«;), 


welche  bisher  nur  für  ein  ganzes  positives  r  untersucht  wo 
ist,  auch  auf  negative  r  auszudehnen;  ferner  soll  dann  aucl 
allgemeinere  Determinante 


a*»    aP 


in  Betracht  gezogen  werden.    Die  Abhandlung  enthält  eine  gi 
Anzahl  grösstentheils  neuer  Sätze,  unter  welchen  jedoch  die  0 
tirung  nicht  ganz  leicht  ist.     Ein  genaues  Eingehen  auf  ( 
Resultate   wird  hier  nicht  am  Platze  sein;    es  möge  nur 
die  Relation 

\cos  <p  +  isin  rp,  cos  rp  —  isin  tfj  sin  tp 

-2co8<jp  1  0      •  • 

0      — 2co8(jp  l      .  . 

0  1       —  2cosy-  • 


0 


•  0 
.      0 

•  0 

•  0 
1— 2cos9 


hervorgehoben  werden,  indem  dieselbe  eine  brauchbare  An 
düng  auf  die  Lehre  von  den  Eettenbrflchen  gestattet. 

Gr. 


A.  Cayley.    On  a  theorem  in  ellmlnation.   Quart.  J.  xii 
Beispiel  zu  einem  Satze  von  Sylvester.  Cly.  (0.) 


Capitel  3.    ElimiDatioD  u.  Sabstitution,  DetcrmiDanten  etc.  69 

J.  J.  Walker.     Solution  of  question    3462.    Educ.  Times 

XVl.  73. 

1)  Beweise  der  Identität: 

2l(m-ny'S(2m  +  2n'-lXrn'-ny-i;mn(i2(im  +  nyf 

wo  /,  m,  n  irgend  welche  Grössen  sind. 

2)  Die  Discriminante  der  linearen  Form  (a&cdeXa;y)*,  näm- 
\    lich^  =  r— 27  J*,  läSBt  sich  in  die  Form  /l  =  /JT—  3  J"  bringen, 

wo  J'  =  3J+  c/;    beweise,  dass  dies  gleichlautend  ist  mit  obiger 
Identität,  wenn  aß  yd  die  Wurzeln  der  Form  4'®'' Ordnung  und 
aß'\-yS  =  /,  ay-^-ßd  =  m,   aS-\-  ßy  =:=  n. 

Hi. 

S.  Roberts,  Solution  of  question  3730.  Educ.  Tim.  xvii.  loi. 

Ist/  eine  Invariante  von  («o>  ^n  ^i '  *  *  ^p)(^^  yy  vom  Grade  ä 
in  den  GoefScienten,  und  schreibt  man  J  fbr 

floist 

-.2^:7kö^  '  =  '''      ^>P' 

^0/'  eine  Invariante  von  (a»_p,  a»-j,+i ,  •  •  •  a^(xyy  vom  Grade  ä 
^'«  den  Coefficienten  ist.  Hi. 

W^eftere  Aufgaben  und  Sätze  über  Determinanten  sind 

^on  den  Herren  B.Williamson,  R.  Townsend,  Laverty, 

'^-     J.  Walker,    und    über   Elimination    von    Herrn 

^-   BooTH,  J.  J.  Walker,  etc.  in  der  Educ.  Tim.  XVL 

^"VII.  behandelt. 


Dritter  Abschnitt 

Zahlentheorie. 

Capitel  1. 

Allgemeines. 

N.  Trudi.    Intorno  alle  equazioni  binomie.   Battaglini  G.  x:. 

241-278. 
Anfangsgründe    der    Zahlentheorie;     irreductible    Factoren 
der  binomischen  Gleichungen;   Potenz -Summen  ihrer  primitives 
Wurzehi.  No. 

Ch.  Hermite.     Sur  T^quation  x^-\'y^  =  &^  +  u^.   Nouv.  Abo. 

(2)  XI.  5-8. 
Für  die  bereits  von  Euler  und  von  Binet  gegebene  Auf  Idsun; 
dieser  Gleichung  theilt   der  Verfasser  einen  neuen,   an  geome- 
trische Betrachtungen  anknüpfenden  Beweis  mit.  Fs. 

J.  Grolous.     l^tudes  sur  les  nombres.   inst.  XL.  253-254. 
Siehe  Abschn.  V.  Cap.  2. 

J.  W.  L.  Glaisher.     On  the  law  of  distribution  af  prime 

numbers.    Rep.  Brit.  Ass.  1872. 
Der  Verfasser  beweist  den  weiteren  Umfang  einer  Formel 
für  die  Durchschnittanzahl  der  zwischen  zwei  Zahlen  x'  und  x 
gelegenen  Primzahlen,  welche  von  Judge  Hargreave  im  Phil.  Mag. 
Juli  1849  gegeben  ist.  Csy.  (M.) 
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VTTHEW  CoLLiNS.  On  approximating  to  the  Square 
cube  and  other  roots  of  a  given  number  N,  Bep.  Brit.  Abb. 
1872.  Csy. 

.W.  Merrifield.     On  Hutton's  rule  for  approximating 

to  the  roots  of   numbers.   Educ.  Times  XVII.  53-54. 

Die  von    dem   Verfasser    in    Erinnerung  gebrachte   Regel 
itton's  ist: 
Wenn  a  ein  Näherungswerth  der  «*«"  Wurzel  aus  iV  ist)  so  ist 

(;,^l)jV+(n+l)a->  ""  ^'"^  genauerer  Näherungswerth. 

Hi. 

.C.  MoREAu.     Solution  de  la  question  441.    Nouv.  Ann. 

(2)  XL.  172. 

Das  Produet  mehrerer  aufeinanderfolgender  Zahlen  kann 
ine  vollkommene  Potenz  sein^  wenn  eine  dieser  Zahlen  eine 
solate  Primzahl  ist.  Pr. 

DE  ViRiEü.     Solution  de  la  question  139.    Nouv.  Ann.  (2) 
IL  129. 

Aufstellung  der  Ziffern  des  Quotienten  von  rechts  nach  links, 
m  man  den  Dividendus,  den  Divisor  und  den  Rest  kennt. 

Pr. 

Moret-Blanc.    Solution  de  la  question  953.   Nouv.  Ann. 

f)  XI.  173. 

Aufstellung  aller  derjenigen  ganzen  Zahlen  n  und  p  Cw<p), 

iYelche : 

1)  l  +  2  +  3+...w  =  (n  +  l)  +  (n+2)+...p 

2)  1  +  2  +  3+.. •»  =  ?'. 

Pr. 

o.     Th^oröme  d'arithmetique.    Mondes  (2)  xxvii.  653-654. 

Beweis  des  Satzes:   Jede  ganze  Zahl,  die  ein  vollständiges 
irat  ist,  hat  eine  ungrade  Zahl  von  Theilern.  0. 
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E.  Catalan.    Sur  uii  theorfeme  d'arithmdtique.   Att.  d.  A 

P.  d.  Line.  XXV.  100. 
Theil  eines  Briefes  des  Verfassers  an  den  Fürsten  Boncoi 
pagni,  den  dieser  der  Academie  mitgetheilt  hat  Er  enthält  f( 
genden  Satz  ohne  Beweis :  „Es  sei  N  ein  Vielfaches  von  4  ui 
n  eine  grade  Zahl  <iN.  Wenn  man  dann  n  in  eine  Summe  v< 
Potenzen  von  2  zerlegt  und  A„  =  +1  setzt,  je  nachdem  dieZa 
der  Potenzen  grade  oder  ungrade  ist,  wenn  man  endlich  N- 
=  2^»-i  setzt,  so  ist: 

n  =  ü  ^ 

wo  das  +  Zeichen  dem  Fall  entspricht,  dass  JV  die  Summe  ein 
ungraden  Zahl  von  Potenzen  von  2  ist."  Dieser  Satz  wird  a 
JV  =  12  angewandt.  Jg.  (0.) 

D.  Andre,      Theorfeme  d'aritliin^tique.     Nouv.  Ann.  (2)  : 

314-319. 
Sind  a  und  n  zwei  Zahlen,  die  grösser  als  1  sind^  so 

der  Quotient 

^(^+3)(y»  +  2)-(wa-l) 

eine  gebrochene  oder  eine  ganze  Zahl,  je  nachdem  a  eine  Pri 
zahl  ist  oder  nicht.     Der  Satz  gilt  auch  für  it  =  ],  ausser 
den  Werth  a  =  4.  Fs, 

V.  J.  Berton.  Sur  la  d^termination  des  limites  en 
lesquelles  se  trouve  uu  nombre  prämier  d'une  fon 
donn^e.     Solution  el^meiitaire  dans  un  cas  particuli 

C.  R.  LXXIV.  1390-1393. 

Sind  Tj  =  1,  Tg,--  r^g  =  2p  —  1  die  zu  2p  =  a'^bß-"  re 

^ff    1 
tiven  Primzahlen  <2p,  und  ist  1  — -S —  =  1— ä   positiv, 

liegen  zwischen  x  und  -j^ — ^  ^^  "t/^       x  (wo  e  ein  Factor  ^ 

2p  und  X  ist,  der  mit  wachsendem  x  sich  der  Grenze  0  näh< 
mindestens  2g  Primzahlen,  die  sich  auf  die  Formen  2py+ 
2py  +  »"a;  •  •  •  2py + Tjp  vertheilen.  No. 
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V.    Wasserschleben.     Zur  Charakteristik  der  Zahl  60. 

Grunert  Arch.  LIV.  411-419. 
Der  Verfasser  giebt  ohne  Beweis  einige  auf  inductivem  Wege 
gefundene  Beziehungen  der  Zahl  60  zu  den  Zahlen,  welche  zu 
60  relativ   prim  sind,   insbesondere  zu  ihren  Ziffern,   wenn  sie 
nach  dem  dekadischen  Systeme  geschrieben  werden.        Fs. 

Tfl.  Schröder.  Ueber  die  Qualität  der  DecimalbrUche, 
welche  echten  gemeinen  Brüchen  gleich  sind,  und  die 
Reste,  welche  man  bei  der  Verwandlung  der  letzteren 
in  erstere  erhält.   Pr.  Ansbach. 

Diese  Schrift  hat  sich  die  yerdienstliche  Aufgabe  gestellt, 
die  Verhältnisse,  welche  sich  bei  der  Ueberfübrung  gemeiner 
[  Brüche  in  Decimalbrtlcbe  ergeben,  eingehend  zu  untersuchen, 
[  indem  eigenthtlmlicherweise  auf  diesem  Gebiete,  abgesehen  von 
einigen  kurzen  Andeutungen  von  Spitzer,  Nagel  etc.  bisjetzt 
Doeh  wenig  geschehen  ist.  Während  die  drei  ersten  Abschnitte 
sich  mit  den  einfachsten  Fällen  beschäftigen  und  deshalb  auch 
durchaus  nur  von  elementaren  Httlfsmitteln  Gebrauch  machen, 
bewegt  sich  der  vierte  Theil  „Qualität  der  Decimalbrüche,  welche 
eehten  gemeinen  Brüchen  gleich  sind,  deren  Nenner  ein  Product 
w  Potenzen  beliebiger  Primzahlen  ist"  auf  rein  zahlentheoreti- 
^m  Gebiete.  In  folgenden  fünf  Sätzen^  deren  Beweise  der 
^ng-synthetischen  Einkleidung  gemäss  hie  und  da  etwas  com- 
plicirt  erscheinen,  sind  die  hauptsächlichsten  Resultate  enthalten. 

„Wenn  die  Periode  des  Bruches  für  —  f  oder  fttr  — )  durch 

P  \  p*/ 

P  nicht  mehr  theilbar  ist,    so  ist  die  Periode  des  Bruches  für 

1  «n  1  1 

•p  nicht  weniger,  als  ■  ""    .  p«-i—  (oder-^-^^  p«-*-)ziffrig." 

„Ist  fttr  -^  die  Periode  des  Bruches  2m*p«-*-ziffrig,  so  er- 

ganzen  sich  die  gleichvielten  Ziffern  der  Hälften  dieser  Periode 
^ttrZahl  9  und  zwei  Reste,  welche  bei  der  Ueberführung  des 

Braches  ---in  einen  Decimalbruch  bleiben,  und  zwischen  welchen 
p«  ' 
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(m-p^^-^ —  1)  Reste  liegen,  zum  Nennerp«  und  die  Suname  zwei 
Reste,  zwischen  welchen  [(2«  + 1)  m  —  1]  Reste  liegen,  ist  durcb 
theilbar."  ^Die  Anzahl  der  Ziffern  der  Periode,  welche  man  l 
der  Verwandlung  eines  Bruches  mit  zusammengesetztem  Nenn 
Z  =  a'^'b^cy-"  erhält,  ist  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vi( 
fache  zur  Anzahl  der  Ziffern  der  Periode  der  Brüche  für 
m^         m^        m^ 

deren  Nenner  nur  je  einen  Primfactor  der  zusammengesetzt« 
Zahl  enthalten,  jedoch  in  derselben  Potenz,  in  welcher  der  Priii 
factor  in  der  zusammengesetzten  Zahl  auftritt." 

„Erhält  man  bei  der  Verwandlung  eines  gemeinen  Bruche 
in  einen  Decimalbruch  eine  Periode,  so  ist  stets  die  Summ 
aller  Reste,  welche  man  während  der  Ausrechnung  einer  voll 
ständigen  Periode  erhält,  ein  Vielfaches  des  Nenners  des  g< 
meinen  Bruches,  ausgenommen,  wenn  dieser  den  Factor 
enthält." 

„Wird  die  Summe  von  n  Resten,  welche  sich  bei  der  Ve 
Wandlung  eines  gemeinen  Bruches  in  einen  Decimalbruch  ergebe) 
zum  ersten  Mal  ein  Vielfaches  des  Nenners  des  gemeinen  Bruche 
so  ist  der  dem  gemeinen  Bruche  gleiche  Decimalbruch  ein  p 
riodischer,  dessen  Wiederkehr  aus  n  Ziffern  besteht,  ausgenon 
men,  wenn  der  Nenner  den  Factor  3  enthält." 

Dieser  so  lange  vernachlässigte  Gegenstand  ist  gleichzeit 
von  zwei  Seiten  in  Angriff  genommen  worden;  zugleich  n 
diesem  Programme  erschien  das  der  Studienanstalt  zu  Rintel 
welches  die  nämliche  Materie  behandelt  und  zu  ganz  analogt 
Resultaten  gelangt.  Gr, 

May.     Die  Quadratreste  und  Nichtreste.    1.  Theil. 

Fr.  Dillingen. 

Nach  einer  kurzen  Einleitung  in  die  Zahlentheorie  wird  eii 
elementare  Darstellung  der  im  Titel  genannten  Theorie  gegebe 
Neues  zu  liefern  liegt  nicht  im  Plane  der  Schrift;  jedoch  ist 
natürlich,   dass  ^bei  jeder  Bearbeitung  eines   derartigen  Gege 
Standes  sich  einzelne  neue  Bemerkungen  machen  lassen,    i 
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berichtigt  der  Verfaeser  (p.  33)  einen  Irrthum  H.  Sche£fler's  in 
dessen  ^Unb^timmter  Analytik.^  Gr. 

G.  ZoLOTAREFF,     Sur  T^quation  Y'—  {—ifrpZ^  =  4X 

Nouv.  Aon.  (2)  XI.  539-550. 

/pp— 1 

Ist  X  =  — r  und  p  Primzahl,  so  wird  Z  bis  auf  einen  con- 
X — 1 

gtanten  Factor  der  Nenner  des  ^-^ —  Näherungswerthes  in  der 
Menbruchentwickelung  von  -^,  wo  S  =  ^  f^\  x^  bedeutet 

und  Y  bis  auf  dieselbe  Constante  der  Rest  der  Division  (S-tp):  X. 
Zwiscben  den  Coefficienten  von  Z  werden  lineare  Beziehungen 
abgeleitet,  welche  die  unmittelbare  Berechnung  derselben  ge- 
statten. .  No. 

6.  ZoLOTAREFF.     NouvcUc  d^monstration   de  la  loi  de 

rfeiprocit^  de  Legendre.  Nouv.  Ann.  (2)  XI.  354-362. 
Der  Verfasser  ertheilt  einer  Permutation  den  Charakter  + 1 
^®' "~  1»  j©  nachdem  sie  aus  der  ursprünglichen  Anordnung  der 
Hemente  durch  eine  grade  oder  ungrade  Anzahl  von  Trans- 
positionen erhalten  wird.  Sind  dann  p  und  q  zwei  ungrade 
Primzahlen,  so  betrachtet  er  die  Reihe  der  Zahlen: 

?,  2q,  3g,---(p-l)g,    p,  p  +  g,  p  +  2?,..-p  +  (p-l)g, 

2a  2p+g, •..(«- i)p,   (?-i)  p+g, •••(?-!)  p+(p~i)g- 

Die  Beste  dieser  Zahlen  mod.  pq  bilden  eine  gewisse  Per- 
mutafion  der  Zahlen  1,  2, 3,  •••  pg  — 1.    Für  den  Charakter  dieser 

Pennutation  findet  der  Verfasser  auf  einem  Wege  (— \  auf  einem 

andern  (—1)  ^       ^   (     \   womit   das  Beciprocitätsgesetz   he- 

^csen  ist.  Unter  den  Httlfssätzen,  mittelst  deren  er  jenen  Cha- 
^kter  bestimmt,  ist  der  interessanteste:  „Ist  p  eine  Primzahl, 
^^^  k  eine  durch  p  nicht  theilbare  Zahl,  so  bilden  die  Reste  der 
Zahlen  *,  2*,  3*,--  (p  —  1)  &  (mod.  p)  eine  Permutation  der  Zahlen 

^j2,3,  ...p  — 1,  deren  Charakter  gleich  ^ — j  ist." 
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Die  Quelle  seines  Beweises  verschweigt  der  Verfasser, 
ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  es  das  Resultat  des  Bestrebens 
diejenigen  Beweise  des  Reciprocitätsgesetzes,  die  auf  der  Anw 
düng  zweiwerthiger  Functionen  der  Einheitswurzeln  beruhen,  i 
abhängig  von  der  Algebra  auf  rein   zahlentheoretischem  We 
zu  führen.  Fs. 

Valles.     Nombres  premiers.   inst.  XL.  1957. 

Jede  Primzahl  der  Form  13«  —  1,  13«— 3,  13«  — 4  ka: 
auf  die  Form  a'  — 136*  oder  136'  — a'  gebracht  werden.  Ist  i 
zugleich  von  der  Form  8m -fl  oder  8»* +  5,  so  kann  sie  au 
auf  die  Form  a'-f  13^*  gebracht  werden.  No. 

Zeller.      Beweis  des  Reciprocitätsgesetzes  für  die  qu 

dratischen   Reste.     Berl.  Monatsber.  1872.  846-847. 

Dem  Gauss'schen  Lemma  gemäss  ist  zu  zeigen,  dass  < 
Anzahl  der  absolut  kleinsten  negativen  Reste  in  g,  2g,  ••  •  i(p  — ^1] 
(mod.  p)  und  in  p,  2p,  •  •  •  j^  (g—  1),  (mod.  q)  zusammen  nur  i 
grade  ist,  wenn  p  und  q  von  der  Form  4« +3  sind.     Ist  p< 

so  kommen  sämmtliche  unterhalb  -^  liegenden  Zahlen  als  nej 

tive  lleste  in  der  einen  oder  der  anderen  Reihe  vor.   Die  ttbrij 

zwischen  -|-  und  ~  liegenden   negativen   Reste    werden    df 

leicht  so  gruppirt,  dass  das  geforderte  Resultat  sich  ergiebt 

No. 

N.  BouGAjEFF.     Resolution  d'une  question  num^rique 

C.  R.  LXXIV.  449-450. 
Nennt  man  die  durch  kein  Quadrat  theilbaren  Zahlen  { 
mitive,  bedeutet  H^  («)  die  Anzahl  der  primitiven  Zahlen,  < 
nicht  grösser  sind  als  «,  und  ist  q  (u)  für  die  nicht  primitiv 
Zahlen  u  gleich  0,  für  die  primitiven  aber  gleich  + 1  oder  - 
je  nachdem  sie  aus  einer  graden  oder  ungraden  Anzahl  ^ 
Primfactoren  zusammengesetzt  sind,  so  ist 
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\  B,(u)  =  S   "  q(u)  +  £      9(«)  +  ^        g(«)  +  - 

•:  «=1  »  =  1  u=I 

t    und 

Ä.(«)+Ä.(|-)+i^.(-^)+ •••  =  «• 

Aehnliche  Formeln  gelten  f(ir  die  secundären  (durch  keinen 
Cubus  theilbaren)  Zahlen  u.  s.  w.  Fs. 


J.  J.  Sylvester.  On  the  theorem  tliat  an  arithmetical 
Progression  which  contains  more  than  one,  contains 
an  infinite  nuinber  of  prime  numbers.    Proc.  of  L.  M.  S. 

IV.  7-8,  Messenger  (2)  I.  143-144. 
Kurzer  Bericht  über  die  Methode,  die  Herr  Sylvester  in  der 
Arbeit  angewandt   hat,   über   die  er   in  der  Sitzung  der  Lond. 
Math.  Ges.  am  14,  December  1871  unter  dem  Titel  „Transactions 
ofSocieties«  berichtet  hat.  Glr.  (0.) 


i 


W.  Shanks.     On  periods  in  the  reciprocals  of  primes. 

Messenger  (2)  II.  41-43. 

i^  Praktische  Regeln,  um  die  Stellenzahl  der  wiederkehrenden 
Perioden  bei  den  reciproken  Werthen  von  Primzahlen  zu  finden, 
Mbst  Beispielen.  Glr.  (0.) 


f^ 


G.  Salmon.     On  periods    in  the  reciprocals  of  primes. 

Messenger  (2)  II.  49-51.  80. 

Bemerkungen  zu  der  obigen  Arbeit  von  Herrn  Shanks. 

Glr.  (0.) 

J*  J.  Sylvester.     On  the  partition  of  an  even  number 
into  two  primes.    Proc.  of  L.  M.  s.  IV.  4-6. 

Bezieht  sich  auf  einen  von  Euler  ausgesprochenen,  aber 
nicht  bewiesenen  Satz,  dass  jede  grade  Zahl  zerlegt  werden 
famn  in  eine  Summe  von  zwei  Primzahlen.  Die  Arbeit  sucht 
einen  Massstab  iUr  die  wahrscheinliche  (oder  durschschnittliche) 
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Zahl  der  Wege,  auf  denen  eine  solche  Zerlegung  für  eine  ge- 
gebene grosse  Zahl  bewirkt  werden  kann:  Wenn  bewiesen  wcä*- 
den  kann,  dass  sie  wahrscheinlich  grösser  ist,  als  die  Quadrsttr. 
Wurzel  aus  der  Zahl,  so  folgt,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  dieses 
Satzes^  der  im  Allgemeinen  über  eine  bezeichnete  Grenze  hinaus 
wahr  ist,  wenn  er  bis  zu  dieser  Grenze  bewiesen  ist,  dargestel/t 
werden    kann    durch    ein    unendliches    Product    von    Gliedern, 
welches  sich  beliebig  der  Einheit  nähert,  so  hoch  auch  die  Grenze 
genommen  ist.   Der  Verfasser  glaubt,  dass  er  so  gut  wie  zweifellos 
bewiesen,  dass  der  Grad  der  Grösse  des  wahrscheinlichen  Werthe» 
der  Zahl   von  Auflösungen   der  des  Quadrates  der  Anzahl  roa 
Primzahlen  kleiner  als  die  gegebene  Zahl  ist,  dividirt  durch  die 
Zahl  selbst,  oder  was  dasselbe  ist,  es  ist  ein  endliches  Verhält- 
niss  zu  der  Zahl  dividirt  durch  das  Quadrat  des  hyperboliscbeoi 
Logarithmus.  Cly,  (0.)    . 

P.  Bachmann.     Die   Lehre  von  der  Kreistheilung  unöL 
ihre  Beziehungen  zur  Zahlentheorie.   Leipzig.  Teubner. 

Absicht  des  Buches  ist^  die  wunderbaren  Wechselbeziehungen 
zwischen  Geometrie,  Arithmetik  und  Algebra,  welche  gerade  iö 
der  Theorie   der  Kreistheilung   hervortreten,   durch   Sammlung 
und  passende  Verbindung  der  einschlägigen  Abhandlungen  und 
verstreuten  Arbeiten  allgemeiner  bekannt  zu  machen.    Von  der 
geometrischen  Fassung  des  Problems   geht  der  Herr  Verfasser 
zur   algebraischen  Aufstellung   desselben   über,   und   behandelt»    \ 
durch  die  Form  der  Gleichung  veranlasst,  die  Eigenschaften  der 
Einheits wurzeln.     Als  Hfllfsmittel   für  spätere  Zwecke    folgen: 
der  Gauss'sche  Satz  über  die  Zerlegbarkeit  ganzer  ganzzahliger 
Functionen,   sowie  die  Hauptsätze  über  Congruenzen.     Für  die 
Irreductibilität  der  Kreistheilungsgleichung  werden  Beweise  von 
Kronecker,  Eisenstein   und  Arndt  gegeben.     Nach  diesen  Vor- 
bereitungen geht  die  Untersuchung  auf  die  Gauss'sche  Auflösungs- 
methode über  und  zeigt,  nach  einer  Einschaltung,  welche  specielle 
Beispiele  algebraisch  und  geometrisch  behandelt,  durch  die  Theorie 
der  Lagrange'schen  Resolvente  fllr  diesen  besonderen  Fall  die 
algebraische  Auflösbarkeit   der  Kreistheilungsgleichung.     Diese 
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Untersuchungen  werden  später  in  der  15"'"  Vorlesung  noch  ein- 
mal aafgenommen  und  durch  die  Methode  der  Bildung  der  Pe- 
riodengleichungen nach  den  Kumraer'schen  Formeln  zur  Multi- 

p-1       p  — 1 


plication  der  Perioden  vervollständigt.     Für  die 


2      '       3 


^-T — gliedrigen  Perioden   wird   die  Berechnung   gemacht   und 

entsprechend  die  Function behandelt.  Zwischen  diese  beiden 

Heile  sind  die  Anwendungen  der  Kreistheilungsformeln  auf  die 
quadratischen,  cubischen  und  biquadratischen  Reste  und  auf  die 
Zerlegung  der  Zahlen  in  Quadrate  eingeschaltet.  Besonders  ein- 
gehend und  interessant  sind  die  verschiedenen  Beweise  des  qua- 
dratischen Reciprocitätsgesetzes  in  ihrem  Zusammenhange  be- 
handelt. 

Nur  lose  hängen  mit  dem  bisher  Angeführten  die  4  letzten 
Vorlesungen  zusammen.    Sie  behandeln  die  Kuramer'sche  Theorie 

,  der  idealen  Primfactoren  und  geben  einige  Anwendungen  auf 
eine  Hülfsfunction  in  der  Kreistheilung  und  —  etwas  aphoristisch 
-auf  die  Theorie  der  quadratischen  Formen.  Eine  recht  vollstän- 
dige Literatur- Angabe  erhöht  die  Brauchbarkeit  eines  Werkes, 
welches  auch  schon  deshalb  schätzenswerth  erscheint,  weil  es 
versucht,  aus  der  überaus  reichen  Fülle  der  zu  diesem  Gebiete 
feiärigen  Forschungen  die  wichtigsten  auszuwählen  und  zu  ver- 
Mflden.     Ob    das   Band    —   die  Kreistheilung    —    freilich    fest 

genug  sei,  ist  eine  andere  Frage.  No. 

A.  B,  Evans  and  A,  Martin.   Solution  of  question  2990. 

Educ.  Times  XVI.  27-28 

Finde  drei  Quadratzahlen  in  arithmetischer  Progression,  so 
dass  die  Quadratwurzel  aus  jeder  um  die  Einheit  vermehrt, 
wieder  eine  Quadratzahl  ist. 

Die  Zahlen  sitfd  24',  120',  1G8^  Hi. 

A.   B.   Evans,    A.   Martin    and    otliers.        Solution    of 

question   3222.    Educ.  Times  XVI.  34-36. 


d 


30  ni.  Abscboitt.    Zahleotheorie. 

Finde  die  kleinste  ganze  Zahl  a?,  welche  den  Bedingungei 
940751  aj'+l  =  G,        940751  a;'  +  38  =  Q 
genügt. 

Die  Zahl  x  enthält  55  Ziffern.  Hi. 

G.  H.  Hopkins.     Solution  of  question  3200.     Educ.  Tii 

XVI.  46. 
Die  Gleichung 

a;«  =  y»  +  »» 

hat,  für 

»  =  2«!  «2  ttj  —  «m  wo  öp  Og,  «3,  •••  ön  Primzahlen  sind, 
i  (3**—  1)  ganzzahlige  Lösungen  in  x  und  y.  Hi. 

S.  Bills,  Hart  and  others.     Solution  of  question  352 

Educ.  Times  XVL  95. 
Zwei  positive  Cubikzahlen  (ausser  8  und  27)  zu  finden,  der 
Summe  =  35. 

Die  Grundzahlen  sind    ,^,^^^   und 


18162  18162  Hi. 

A.  B.  Evans,   Scott,    S.  Bills.      Solution  of  questl 

3549.    Educ.  Times  XVL  108-110. 

Finde  vier  Quadratzahlen,  so  dass  die  Summe  der  Quadri 
von  irgend  dreien  wieder  eine  Quadratzahl  ist.  Von  den  { 
gebenen  Lösungen  ist  die  mit  kleinsten  Zahlen  60,  105,  11 
280.  Hi. 

Mehrere  Aufgaben  derselben  Art  sind  behandelt  v 
den  Herren  J.  Wolstenholme  ,  W.  H.  Laverg 
E.  Tücker,  Miller,  M.  Collins,  Scott,  Gn 
A.  Martin,  A.  B.  Evans,  S.  Bills%    Educ.  Times  x^ 
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Capitel  2. 
Theorie  der  Formen  und  Kettenbrüche. 

C.  Jordan.     Sur  les  formes  r^duites  des  congruences 
du  2**"*  degrd.  0.  R.  Lxxiv.  1093-1095. 

C.  Jordan.     Sur  la  forme   canonique  des  congruences 
du  second  degrö  et  le  nombre  de  leurs  solutions. 

Ucuville  J.  (2)  XVII.  368. 

Die  Methode  der  Untersuchung  von  0  =  a^x]-\ \-amx\ 

[  +^2^1  ^2 H ^  c  (mod.  ilf)  ist  die,  jene  Congruenz  zuerst  in 

Bezug  auf  Primzahl-Potenzen  als  Moduln  zu  betrachten  und  sie 
dann  auf  einfachere  Formen  zurückzuführen.  (Trait^  des  Sub- 
Btitations  197—200  u.  259  —  260).  Ist  der  Primzahlmodul  un- 
grade, so  erhält  man  als  canonische  Form 

=  c(mod.PO, 

wobei  die  Producte  der  Variablen  verschwunden  sind,  und  die 
ö  entweder  =  1  oder  gleich  einem  beliebigen  quadratischen 
Kehtreste  von  P  sind.  Für  P  =  2  liegen  die  Verhältnisse  nicht 
80  einfach.  No. 

1  A.  Korkine  et  G.  Zolotareff.     Sur  les  formes  quadra- 
tiques  positives  quaternäires,   Clebsch  Ann.  v.  581-583. 

Man  kann  den  Veränderlichen  einer  quadratischen  positiven 
quateraären  Form  von  der  Determinante  D  ganzzahlige  Werthe 

4  geben,  derart,  dass  der  Werth  der  Form  die  Grösse  V4D  nicht 

4 

fterschreitet;  und  es  giebt  Formen,  deren  Minima  gleich  V4D 
Mni  No. 


J»  81ACCI.    Nota  intorno  alle  forme  quadraticbe.    Atti  d. 
B.  Acc.  Line.  XXV.  339-349. 


^ortichr.  d.  Math.  IV.  1. 
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F.  J.  Studnicka.     üeber  Neben -Näherungsbrüche  w 
'    deren  Anwendung.    Casopis  l.  82-33.   (Böhmisch.) 

Nachdem  die  Grundeigenschafteii  dieser  BrUi^he,  oder  y\ 
sie  hier  genannt  werden,  der  beigeordneten  Näherungsbrücl 
erklärt  worden,  zeigt  man  die  Benutzung  derselben  bei  der  Ai 
lösung  von  unbestimmten  Gleichungen  des  ersten  Grades. 

W. 

O.  ScHLöMiLCH.     üeber  die  Kettenbruchentwickelung' 
für  Quadratwurzehi.    Schlömilch  z.  xvii.  70-71. 

Der  Verfasser  hatte  in  seiner  algebraischen  Analysis  (4.  Ai 
§  68)  für  die  bekannte  Kettenbruchentwickelung: 


ß 


a  —  etc. 

die  Bedingung  a  ^  ß-\- 1  angegeben.  Herr  E.  Weyr  fa 
aber  durch  geometrische  Untersuchungen,  dass  diese  Bedingu 
zu  eng  sei,  und  dass  nur  a'  ^  4ß  zu  sein  braucht  (Prag.  Bi 
1869,  siehe  F.  d.  M.  II.  p.  106).  Hier  giebt  nun  Herr  Schlömili 
einen  rein  analytischen  Beweis  ftlr  die  letztere  Bedingung. 

M. 

P.  Bachmann.  Zur  Theorie  von  Jacobi's  Kettenbrue 
Algorithmen,    Borchardt  j.  Lx:xv.  25-35. 

Die  Frage  nach  der  Periodicität  der  durch  den  Algorithn 
dargestellten  dritten  Wurzeln  aus  ganzen  Zahlen  wird  auf  ( 
dreier  Ausdrücke  zurückgeführt,  welche  mit  den  Zählern  u 
Nennern  der  Näherungswerthe  in  enger  Beziehung  stehen,  u 
dadurch  auf  die  Frage  nach  der  Art  der  Annäherung  selbst. 

No. 

P.  Onofrio.  Intoi'no  ad  una  funzione  che  entra  ne 
composizione  delle  ridotte  delle  frazioni  continue 
delle  radici  delle  congruenze  di  I^grado  ad  una  i 

COgnita.    Battagliul  G.  X.  37-47. 
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Uebersetzung  von  Dirichlet^  Zahlentheorie  §  23  u.  24  ohne 
Quellenangabe;  §  6  der  Arbeit  ist  keine  Uebersetzung,  aber 
überaus  weitschweifig.  No. 


Y.  Bauer.    Von  einem  Kettenbruclie  Euler's  und  einem 
Theorem  von  Wallis.    Münch.  Abb.  XI.  ii. 

Diese  Abhandlung  ist  von  hohem  Interesse,  indem  hier  die 
schon  mehrfach  angedeutete  Darstellung  der  Näherungswerthe 
Yon  Kettenbrficfaen  durch  Determinanten  zum  ersten  Male  con- 
;  sequent  und  methodisch  zur  Lösung  complicirterer  Probleme  an- 
gewandt wird.  Nach  einer  kurzen  historischen  Einleitung  giebt 
der  Verfasser  zunächst  dem  Kettenbruch 
n 


11         ^  1    


+  ■ 


folgende  Form 


0, 


+  • 


1,  0 

-(«  +  «3),        «4 


I 


0, 


0, 


0 


0, 


1,  0 

1 


—  (n  +  a, 


0 
0 
0 


-0, 


Pr 


0 
0 
0 


j  0,  0  .         —(n  +  ar-i),      Ur 

Durch  eine  Reihe  von  Determinanten -Transformationen  er- 
hält man  das  Resultat 

niPr^Qry_   «  +  «, 

«,        +••       I    "+<*r-l  . 

'  •  T I    «  +  «r 


Pr  +  nQr 

Ist  dann 


«r-l        + 


«r+l 


S'  =  w+a, 


«1    +•••> 


6* 
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SO  folgt  für  r  =  oo 

^  S  +  n 

Diese  Relation  ward  von  Euler   auf  induetorischem  Wegr^ 
gewonnen. 

Gebt  man  alsdann  von  dem  allgemeineren  Kettenbruche 

■^      b  c 

aus  und  wendet  ganz  analog  einige  einfache  Determinantensätze 
an^  so  gelangt  man  zu  dem  Resultate.    Es  ist 

^   d^   S  +  d— 6,     d_    S  +  d  +  b,    _   d^ 
2  '  S  +  d-t-6,  ■  2  '  S  +  d— 6,    ~    4   ' 

Ist  allgemeiu  6r  =  2r+l,  d  eine  grade  ganze  Zahl,  so  er- 
hält man  mit  höchst  einfachen  Mitteln  jenes  Wallis'sche  Theorem 

= (4y' 

welches  jener  Mathematiker  bekanntlich  nur  auf  sehr  mQhsame 
Art  indirect  beweisen  konnte.  Für  d  =  2  geht  der  erste  Ketten- 
bruch in  den  bekannten  Brouncker'scben  über: 

'  +  T  +  A    ^       __4_ 

2  ^ 

Herr  Bauer  verallgemeinert  das  erlangte  Resultat  und  stellt 
zum  Schluss  folgenden  neuQn  Satz  auf:  Das  Product  der  beiden 
Kettenbrüche 

9+b+c         . 

,     +j:pf^2+a&+«+... 
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A  stets  den  Werth 

Der  Beweis  dieses  Lehrsatzes,  sei  es  durch  die  Hulfsmittel 
er  älteren  Analysis,  sei  es  mit  Benutzung  des  Multiplications- 
itzes  der  Determinanten,  durfte  bedeutende  Schwierigkeiten 
irbieten.  Gr. 


Vierter  Abschnitt 

Wahrscheinlichkeitsrechnung  und 
Combinationslehre. 

C.  MoREAU.     Sur  les  permutations  circulaires  distinctes. 

Nouv.  Ann.  (2)  XL  309-314. 

Die  Anzahl  der  circulären  Fermutationen,  d.  h.  der  nacb 
Verwerfung  der  cyklischen  Verschiebungen  übrigbleibenden,  vod 
S  Elementen  ist  im  allgemeinen  gleich  der  Anzahl  aller  Permn- 
tationen  dividirt  durch  S.  Eine  Ausnahme  tritt  nur  ein,  wenn 
einzelne  Fermutationen  in  congruente  Gruppen  zerfallen,  die  bei 
cyklischer  Verschiebung  mehrmals  zur  Deckung  gelangen;  dies 
findet  statt,  wenn  alle  Anzahlen  gleicher  Elemente  einen  gemein- 
samen Factor  haben.  Zur  allgemeinen  Lösung  wendet  der  Ver- 
fasser die  Coefficienten  der  Taylor'schen  Reihenentwiekelung 
einer  Function  mehrerer  Variabein  an  und  gelangt  zu  folgendem 
Ausdruck: 

Hier  ist  d  ein  beliebiger  Divisor  des  grössten  gemeinsamen 
Factors  d  aller  Anzahlen  gleicher  Elemente,  der  in  Primfactorcn 
zerlegt  lautet: 

Die  Summe  erstreckt  sich  über  alle  möglichen  Werthe  von  d, 
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ner  ist 

,«=.(.-i)(.-X)...0-i) 

Ickt  aus,  wie  viele  relative  Primzahlen  zu  3  kleiner  als 
ebt.    Endlich  bezeichnet  der  Ausdruck 


p: 


(I)' 


(t>  (4)'-  ay 


?,  . . .  L  die  Anzahlen  gleicher  Elemente  bedeuten,   die 
der  geradlinigen  Permutationen  von  -^  Elementen,  und 

gesuchte   Anzahl    der    circulären   Permutationen    aller 
e.  H. 


lEAU.     Solution  de  la  question  444.    Nouv.  Ann,  (2) 

Jl-132. 

an  man  aus  jeder  von  n  Urnen,  deren  jede  die  m  ersten 
enthält,   eine  Zahl  zieht,   so  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
Summe  der  gezogenen  Zahlen  1)  ==  ä  wird: 

8  sie  2)  zwischen  k  und  k  + 1  liegt. 


+   Cn    (^Ck^i^2m C*— 1— 2m)  ' 


Pr. 


LOüs..    ;6tudeß  sur  les  uombres.   inst.  XL.  253—264. 
le  Abschn.  V.  Cap.  ?. 

SS.  ißvaluation  du  nombre  de  combinaisons  des- 
es  les  28  d^s  d'un  jeii  du  Domino  sont  suscep- 
j  d'apres  la  rfegle  de  ce  jeu.  Brioschi  Ann.  (2)  V.  90-i2o. 

[uss  der  Arbeit,  über  welche  Bd.in.  p.gO  referirt  worden  ist. 
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P.  VoLPicELLi.  Soluzione  completa  e  generale,  mediani 
la  geometria  di  situazione,  del  problema  relativo  al 
corse  del  cavallo  sopra  qualunque  scacchiere.  Att.  d. : 

Acc.  d.  LiDC.  XXV.  87-160,  364-454. 
Da  die  Arbeit  noch  nicht  beendet  ist,  wird  sie  im  nächste) 
Bande  des  Jahrbuchs  zur  Besprechung  gelangen.       Jg.  (0.) 

P.  VoLPiCELLi.  Solution  complfete  du  problfeme  relati 
au  cavalier  des  ^checs.    c.  R.  Lxxiv.  1099-1102. 

Der  Verfasser  zieht  diejenigen  Springercurse,  bei  welche 
nur  ein  Theil  des  Schachbretts  durchlaufen  wird,  als  Lösunge 
des  Problems  für  diesen  Theil  mit  in  Betracht  und  nennt  » 
partielle  Gurse.  Die  allgemeine  Bedingung  des  Schlusses  i 
dann,  dass  jeder  fernere  Zug  auf  ein  schon  betretenes  Feld  zi 
rückflihren  würde.  Von  der  eigentlichen  Frage  jedoch ,  war 
dieser  Schluss  eintritt,  wie  viel  und  welche  Gurse  für  das  Gan: 
und  für  den  Theil  möglich  sind,  ist  nicht  die  Bede.  Es  werdi 
nur  einige  Folgerungen  aus  der  Symmetrie  gezogen,  und  d 
einzelnen  Züge  in  Goordinaten  tabellarisch  dargestellt,  ohne  al 
Kücksicht  auf  die  Bedingung  kein  Feld  zweimal  zu  besetze 
Verwiesen  ist  auf  einen  frühern  Aufsatz  G.  R.  XXXI.  314,  v 
der  Verfasser  die  Basis  des  Problems  entwickelt  zu  haben  erkUb 

H. 

Tarry.    Solution  du  problfeme  du  cavalier  au  jeu  d'dchec 

par  Mr.   Volpicelli.    Mondes  (2)  XXVIII.  60-64. 

Der  Verfasser  giebt  zunächst  einen  kurzen  Ueberblick  übe 
frühere  Lösungen  des  Problems,  die  sich  im  „Dictionaire  ency 
clop^dique  des  amusements  des  sciences^'  (Paris  1792)  zusammei 
gestellt  finden.  Er  setzt  speciell  die  Lösung  von  Moivre  m 
einander,  bespricht  sodann  den  Versuch  einer  allgemeinen  Losav 
von  Van  der  Monde,  und  wendet  sich  zu  einer  Darstellung  d< 
Methode,  die  Volpicelli  in  einer  Abhandlung  (siehe  C.  R.  XXX 
p.  314)  und  einer  früheren  aus  dem  Jahre  1852  (ebendaselbs 
gegeben.    Volpicelli  bezeichnet  die  Felder  des  Schachbretts  dnr 


^ 
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ibre  Abscissen  und  Ordinaten.  Es  exii^tiren  dann  8  Paare  von 
von  je  2  Gleichangen,  denen  die  Züge  des  Springers  genügen 
müssen.  Die  Art  und  Weise  der  Lösung  wird  dann  an  dem 
Beispiel  eines  Schachbrettes  mit  12  Feldern  erläutert.      0. 

V.  BouNiAKOwsKY.  Sur  les  combinaisons  d'un  geiire 
particulier  qui  se  rencontrent  dans  la  question  sur 
k3  livres  dtfectueuses.   M^m.  de  st.  Pet.  xx.  i87i. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  folgender  Frage:  Wenn 
die  Anzahl  der  unvollständigen  Exemplare  eines  Buches  und  die 
AmU  der  in  jedem  Exemplar  fehlenden  Blätter  bekannt  ist, 
^e  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit ,  dass  sich  daraus  eine  be- 
stimmte Anzahl  vollständiger  oder  solcher  Exemplare  zusammen- 
setzen lässt,  in  denen  ein,  zwei  oder  mehr  Blätter  fehlen. 

Z.  (0.) 

J.  Dienger.  Ueber  einen  Satz  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung   und    damit  zusammenhängende   bestimmte 

hltegrale.    Prag.  Abh.  (6)  V. 

Es  wird  die  Aufgabe  gelöst,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  finden^ 
^  die  Sum*me  einer  Anzahl  durch  Versuche  zu  ermittelnder 
GrÄBen  A  zwischen  gegebenen  Grenzen  liege,  wenn  dieselben 
^In  zwischen  gegebenen  Grenzen  liegen  und  ungleiche  Wahr- 
scheinlichkeit haben,  die  auch  von  Versuch  zu  Versuch  variiren 
kann.  Die  Summe  wird  als  Coefficient  einer  Reihenentwickelung 
dargestellt.  Ist  nämlich  Fr(n)  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  A  bei 
dem  f*«»  Versuche  den  Werth  n  habe,  so  drttckt  der  Coefficient 
Ton  i^  in  dem  Product 

Wo  sich  jede  Summe  2  über  die  beim  einzelnen  Versuche  mög- 
liciien  Resultate  erstreckt,  die  Wahrscheinlichkeit  aus^  dass  die 
gt^ragte  Summe  =  m  sei.    Setzt  man  dann 

anltiplicirt  mit  c»**^  und  integrirt  zwischen  —  n  und  ^,  so  erhält 
MO  dienen  Coefficienten,    Nun  bat  man  noch  für  m  die  zwischen 
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den  gegebenen  Grenzen' liegenden  Ziahlen  zu  setzen  und  m  m 
miren;  die  Summe  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlicbkeit. 

Sind  alle  Werthe  von  A  gleich  wahrscheinlich  und  fllr  s 
Versuche  gleich,  so  geht  die  gesuchte  Grösse  ttber  in 

D        2    /*°^    .  -       .     /singxy  sin^a?^ 

P  =  —  /cos(aÄ  — c)  x{ — ^-)    dx, 

nJ        ^         ^     \   gx  /        X 

0 

wo  c+e  die  verlangten  Grenzen  der  Summe,  h+g  die  bekann 
Grenzen  von  <,  fi  die  Anzahl  der  Versuche  ist.  Bei  der  A 
werthung  des  Integrals  kann  man  e^e^h^g  als  ganze  Zahlen 
trachten,  da  man  in  x  den  gemeinsamen  Nenner  aufnehmen  ka 
Auch  ist  sin  «a?  cos(f*Ä— c)  x  nur  Summe  zweier  Werthe  ( 
ersten  Factors,  daher  reducirt  sich  das  zu  Berechnende  auf 

J      \  gx  y         X 

0 

und  dieses  lässt  sich  in  einer  endlichen  Beihe  darstellen.  Hl 
von  werden  besondere  Fälle  untersucht,  und  die  Werthe  eii 
Anzahl  ähnlicher  Integralausdrücke  ^abgeleitet.  Den  gleicl 
Eeihenausdruck  gewinnt  der  Verfasser  direet  für  die  genani 
Wahrscheinlichkeit  auf  anderm  Wege.  Er  geht  von  folgen( 
allgemeineren  Betrachtung  aus.  Die  Wahrscheinlichkeit  jec 
Werthes  der  positiven  Variabein  <,,  l«, . . .  in  sei  gegeben;  i 
Froduct  der  Wahi^cheinlichkeiten  ist  dann  die  Wahrscheinlichk 
des  gleichzeitigen  Stattfindens  aller  n  Werthe;  dieses  wird  i 
einer  Function  der  Variabein  multiplioirt  und  dann  summirt  fil 
alle  Werthcombinationen,  für  welche  s  :=^  Si  zwischen  gegebei 
Grenzen  liegt.  Die  Differenzen  der  Werthe  werden  als  unendl 
klein  betrachtet,  so  dass  sich  die  Summe  als  ein  i»-faohes  Integ 
darstellt.  Es  handelt  sich  um  Bestimmung  von  dessen  Grenz 
Die  Bedingung  für  s  lässt  sich  einführen  durch  Substitution  \ 
s — t^  — ...  <nfür<„  derzufolge  s  mit  seinen  gegebenen  Grens 
letzte  Integrationsvariable  wird.  Nachdem  successive  ctius  Qr 
zen  der  vorausgehenden  Integrationen  nach  t^^  <,  ..•  festgost 
sind,  werden  verschiedene  Specialisirungen  eingeführt,  bis 
Aufgabe  mit  der  durch  den  Ausdruck  P  identisch  wird.  :! 
Integration  selbst  bat  keine  Schwierigkeit,  und  das  üefiuitat 
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kommt  unmittelbar  die  Form  obiger  Reibe.  Das  gleiche  Besultat 
wild  dami  auf  einem  dritten  Wege  gewonnen,  und  schlieBslich 
eine  leichte  Folgerung  gezogen.  H. 

¥.  A.  WhITWORTH.      Chance.    Messenger  (2)  I.  163-166. 

Eine  Anzahl  gewöhnlicher  Wabrscheinlichkeitsfragen  werden 
aufgestellt  und  in  eleganter  Weise  gelöst.  Das  Princip  ist:  an- 
statt zu  fragen:  „Wie  viel  Mal  wird  das  Unternehmen  fehl- 
seUagen,  bis  dass  es  einmal  gelingt?^'  zu  fragen:  „Wie  viel 
Versuche  müssen  gemacht  werden,  ehe  das  Unternehmen  glückt?^ 

Glr.  (0.) 

T.  HoPKiNSON.    On  the  calculation  of  empirioal  forinulae. 

Messenger  (2)  II.  65-67. 

Es  wird  eine  Methode  aufgestellt,  um  die  Goefficienten  in 
einer  empirischen  Formel  aus  einer  Anzahl  von  Experimenten 
m  bestimmen,  wenn  die  Genauigkeit  der  Beobachtung  nicht  zur 
ABwendung  einer  so  mühsamen  Methode  räth,  wie  die  der  klein- 
sten Quadrate  ist.  Die  Methode  soll  in  den  Fällen  gebraucht 
werden,  in  denen  es  nicht  gebräuchlich  ist,  ein  graphisches  Ver- 
&bren  zu  benutzen  und  die  Gurve  zu  zeichnen.  Der  von  ihr  in 
Anbruch  genommene  Vorzug  ist,  dass  sie  von  persönlichen 
Gldebnngen  frei  ist,  nämlich  unabhängig  von  der  Laune  des 
Beautzenden.  Glr.  (0.) 

J.  W.  L.  Glaisher.     ßemarks   on    certain    portions   of 
Laplaoe'ö  proof  of  the  mcühod  of  least  Squares.    Phil, 

Mag.  1872. 

Ein  grosser  Theil  des  vierten  Gapitels  von  Laplace's  „Theorie 
ies  probabilitös"  ist  der  Auffindung  eines  Gesetzes  gewidmet  fftr 
<len  mittleren  Fehler  bei  einer  grossen  Zahl  von  Beobachtungen, 
^rm  Fehler  alle  einem  und  demselben  Gesetze  unterworfen 
lad.  Eine  grosse  Vereinfachung  dieses  Theils  der  Laplace'schen 
Untersuchung  wurde  unter  gleichzeitiger  Verallgemeinerung  von 
üeriie  EUis  gegeben.    Die  vorliegende  Arbeit  leitet  das  gewöhn- 
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liehe  Resultat  naeh  einer  Methode  her,  welche  der  Untersuchui^ 
von  Ellis  ähnlich  ist,  aber  die  Rechnung  eleganter  und  symme- 
trischer gestaltet.  Csy,  (M.) 

J,  W.  L.  Glaisher.     Remarks  on  a  theorem  in  Laplace'c 

probabilities.   Messenger  (2)  II.  62-64. 

Der  Satz  steht  im  letzten  Paragraphen  des  3*^"  Capitels  von 
Laplace's  Theorie  analytique  des  probabilites  (Nat.  6d.  p.  299] 
und  bezieht  sich  auf  sogenannte  „Durchschnittscurven*  (meao 
curves).  Der  Schluss  beschäftigt  sich  mit  einigen  Fragen  der 
Wahrscheinlichkeit,  deren  Lösung  nicht  leicht  zu  sein  schien. 

Glr.  (0.) 

J.  W.  L.  Glaisher.     On  the  law   of  facility  of  errom 
of  observations  and  on  the  method  of  least  Squares. 

MonthLNot.  XXXII.  241-242,  Mem.  of  R.  Astr.Soc.  XXXIX.  IL  75-M 
Die  Abhandlung  beginnt  mit  der  Besprechung  einer  ArbÄ 
von  Dr.  Cleveland  Abbe,  publicirt  in  dem  ,, American  Jound 
of  Science  and  Arts"  für  den  Juni  1871,  die  nachweisen  wiB, 
dass  Prof.  Robert  Adrain  aus  New-Brunswick  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  veröffentlicht  hat,  nachdem  er  sie  selbst  im- 
abhängig  von  Andern  entdeckt.  Herr  Glaisher  unterzieht  A 
Arbeit  Dr.  Adrain's  einer  gründlichen  Prüfung  und  findet  sie  yfA 
entfernt  von  Strenge,  da  das  Raisonnement  von  zu  leichter  xai 
wenig  zwingender  Natur  ist,  um  zu  dem  Glauben  zu  ftthren,  däi 
Herr  Adrain,  gleich  Legendre,  die  Zweckmässigkeit,  Gleichungei 
mit  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  behandeln,  zuerst  be* 
merkt  und  sich  dann  bemüht  haben  solle,  diesen  W^  mittelst  der 
Thejjrie  der  Wahrscheinlichkeiten  zu  rechtfertigen. 

Hauptzweck  der  Arbeit  ist  nun  die  Prüfung  und  Vergleichasg 
der  verschiedenen  Darstellungen,  die  von  dem  Gesetz  der  Wab^ 
scheinlichkeit  gegeben  sind.  Nachdem  der  Verfasser  den  We| 
gezeigt,  auf  dem  Legendre  die  Methode  ursprünglich  dargestell 
hat,  werden  die  anderen  speciell  geprüft  und  in  folgende  Grop* 
pen  geordnet:  1)  Gauss' ursprüngliche  Untersuchung;  imAnschlii« 
daran  Encke's,  de  Morgan's  und  Leslio  EUi^'  Bemerkungen  tlb« 
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dasPrincip  des  arithmetischen  Mittels;  2)  Laplace's  Methode; 
im  Anschluss  daran  Poisson's  und  EUis'  VereinfachuDgen  und 
Jyory's  kritische  Untersuchungen;  3)  Gauss'  zweite  Darstellung 
and  deren  Zusammenhang  mit  der  von  Laplace;  4)  Sir  John 
Herscher»  Beweis  mit  EUis'  und  Boole's  Kritik;  5)  Prof.  Tait's 
nod  ähnliche  Beweise  (Quetelet's  etc.);  6)  Donkin's  Beweis. 
Ausserdem  sind  von  Jvory  4  Darstellungen  der  Methode  gegeben, 
wn  denen  hier  nur  eine  specieller  besprochen  wird,  da  die  an- 
dern bereits  von  EUis  discutirt  worden  sind.  Auch  Abhandlungen 
m  Bessel  und  Crofton  werden  hinzugezogen.  Das  Princip  der 
irithmetischen  Mittel,  das  entweder  als  Axiom  oder  als  Resultat 
eines  Beweises  betrachtet  ist,  glaubt  der  Verfasser  als  unhaltbar 
bewiesen.  Laplace's  Methode,  in  der  Erweiterung  von  EUis,  wird 
nit  einigen  Veränderungen  reproducirt.  Poisson's  allgemeiner 
Beweis  (Gonnaissance  des  Temps  1827)  wird  bewiesen  als  ent- 
4diend  aus  einem  vielfachen  Integral,  welches  mit  Hülfe  des 
Ameips  von  Lejeune-Dirichlet  ausgewerthet  wird.  Der  un- 
geBehickte  Uebergang  von  endlichen  zu  unendlich  kleinen  Fehlern 
ist  Bo  vermieden.  Der  exacte  Sinn,  in  dem  Laplace's  System 
Ton  Faetoren  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  zu  bestimmen- 
den Grössen  giebt,  wird  speciell  dargethan.  Sodann  wird  auf 
ta  von  Laplace  angenommenen  Fall  eingegangen,  wenn  die 
Wahrscheinlichkeiten  q)^  (x)^  (p^  (o?)  •  •  •  als  bekannt  vorausgesetzt 
vetden  und  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  ge- 
finiden  werden  sollen,  und  auch  auf  den  andern  Fall,  wo  q>^  (x% 
Vi{x)'*'  sowohl  als  auch  die  wahrscheinlichsten  Werthe  gefunden 
werden  sollen.  Im  einen  Falle,  wo  die  Beobachtungen  und  die  Ge- 
Wichte  derselben  gegeben  sind,  findet  man  die  Werthe,  im  andern, 
wo  die  Beobachtungen  gegeben,  die  Gewichte  und  Werthe. 

Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  giebt  in  der  That  nur 
die  erste  Annäherung  ^n  die  wahren  Werthe,  welche  jedoch  die 
Iteglichkeit  giebt,  sowohl  das  Gewicht  der  Beobachtungen  zu  be  • 
mmmen,  wie  auch  eine  zweite  Annäherung  zu  erhalten  u.  s.  f. 
^  Kriterium^  wie  das  von  Professor  Pierre,  es  sei  besser, 
iDe  Beobachtung  ganz  zu  verwerfen,  als  ihr  ein  gleiches  Ge- 
richt mit  der  besten  beizulegen,  scheint  im  Princip  unbegründet. 
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Die  eigentliche  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
giebt  einer  nicht  normalen  Beobachtung  ein  sehr  kleines  Gewicht 
Laplace's  erste  Darstellung  des  Gegenstandes  wird  seiner  zweiten 
und  also  auch  Gauss'  zweiter  Darstellung  vorgezogen.  Die  bei- 
den Betrachtungen  des  Gegenstandes  von  Laplace  (in  der  ersten 
Darstellung)  und  von  Gauss  führen  zu  einem  Satz  über  vielfache 
Integrale,  der  bewiesen  wird. 

Als  Endresultat  der  Discussion  aller  Darstellungen  der  Me- 
thode ergiebt  sich,  dass  die  einzig  correcte  und  philosophische  An- 
schauung vom  Gegenstande  die  ist,  welche  einen  Fehler  als  ent- 
standen betrachtet  durch  ein  Aggregat  vieler  kleinerer  Fehler,  die 
auf  unabhängigen  Quellen  beruhen  und  willktirlichen  Gesetzen  der 
Wahrscheinlichkeit  unterworfen  sind.  Daher  hat  man  nach  Laplace'i 
Analyse  (obwohl  er  selbst  sie  nicht  so  angewandt  hat)  allgemeii 
das  Gesetz  e-*'*'  für  individuelle  wirkliche  Fehler.    Aus  diesen^ 
Gresetz  folgt  auf  eimnal  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate^  9^ 
dass,  wenn  die  Zahl  der  Beobachtungen  gross  ist,  ein  doppeltär 
Grund   für  dieselbe  spricht.     Die  Abhandlung  schliesst  mit  Be* 
merkungen  über   die  Folgen,    die  eintreten  würden,  wenn  das 
Gesetz  der  Wahrscheinlichkeit  e -'»/«'  wäre,  eine  Form,  welch« 
nicht  allein  sehr  natürlich  zu  sein  scheint,  sondern  welche  attcl 
wirklich  von  Laplace   in  einer  seiner  Abhandlungen  als  waltf 
angenommen  wurde.  Glr.  (O.) 

L.  Lorenz.    Udjevniiig  af  Jagttagelses  (yl.  Zeuthen  Tidiife 

(3)  IL  1. 

Der  Verfasser  sucht  eine  allgemeine  Lösung  des  Probiert 
der  Ausgleichung  der  Beobachtungsfehler  zu  geben.    Wenn  maa 
nicht  weiss,  welche  Functionen  der  Elemente  die  beobaebteteü 
Grössen  sind,  und  man  über  die  Form  dieser  Functionen  Voraus- 
setzungen machen  muss,  so  giebt  der  Verfasser  einen  Weg  an, 
zu   beurtheilen,   welche  von  mehreren  Hypothesen  man  als  ik 
bessere   zu  betrachten  hat.     Der  Aufsatz  hat  zu  einer  Polemik 
zwischen  dem  Verfasser  und  Herrn  Zachariae  Veranlassung  ge- 
geben.   (Cfr.  dasselbe  Journal  p.  97,  125,  182.) 

Hn.  (Wn.) 
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T.  E.  HiLGARD.     On  the  verification  of  the  probability 

function«  Bep.  Brit.  Ass.  1872. 

Csy. 

Drobisch.  lieber  Mittelgrössen  und  die  Anwendbarkeit 
derselben  auf  die  Berechnung  des  Steigens  und  Sin- 
kens  des   Geldwerthes.   Leipz.  Ber.  XXIV.  25-48. 

H. 

W.  Karup.      Theoretisches   Handbuch    der   Lebensver- 
sicherung.   Leipzig  1871.   Fritsch. 

Das  Handbuch  zeichnet  sich  durch  Vielseitigkeit  der  Auf- 
fassung seiner  Aufgabe,  Sorgfältigkeit  in  deren  Lösung,  Klarheit 
und  Leichtfasslichkeit  der  Darstellung  bei  logischer  Bestimmtheit 
aus,  so  dass  es  die  verschiedensten  Anforderungen,  sowohl  die 
des  Mathematikers,  der  in  die  Praxis,  wie  die  des  Praktikers, 
der  in  die  Theorie  eingeführt  sein  will,  und  die  des  Historikers 
«nd  Statistikers  zu  befriedigen  vermag.  Nach  einer  einleitenden 
Darlegung  des  Zubehörs  der  sogenannten  Versicherungswissen- 
Mhaft  bildet  die  Geschichte  des  Lebensversicherungswesens  den 
ersten  Theil  des  Werkes  (siehe  Abschn.  L  Cap.  1.  p.  27).  Hier- 
auf folgt  der  aus  den  zwei  Abschnitten  über  die  Construction 
der  Mortalitätstafel  und  über  Zinseszinsrechnung  bestehende  theo- 
retische TheiL  Der  erstere  schliesst  die  Wahrscheinlichkeitslehre 
innerhalb  der  Grenzen,  wo  sie  von  Anwendung  ist,  in  sich, 
fiemerkenswerth  ist,  dass  die  Mortalitätstafel  nach  Berücksichti- 
gung aller  Sterblichkeitsdifferenzen  und  deren  Ursachen,  doch 
scbliesslich  als  ein  einziges  gleichmässig  auf  alle  Umstände  an- 
zuwendendes Resultat  in  die  Praxis  eingeführt  wird.  Der  Ver- 
fasser erkennt  nur  einen  Fortschritt  in  der  Vermehrung  und  cor- 
recteren  Verwerthung  der  empirischen  Data  an,  und  bezeichnet 
die  von  Deparcieux  aufgestellte  Tafel  als  die  vorzüglichste  und 
gegenwärtig  angenommene.  Sie  giebt  für  jedes  Altersjahr  a  aus 
einer  in  einem  Jahre  geborenen  Gesellschaft  die  Anzahl  der  Ge- 
storbenen ta  und  Ueberlebenden  A«,  dann  die  mittlere  und  wahr- 
sdieinliehe  Lebensdauer  vom  betreffenden  Alter  an,  unter  letzterer 
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die  Zeit  verstanden,  in  welcher  sich  der  Bestand  auf  die  HSlite 

reducirt,  femer  die  Sterbenswahrscheinlichkeit  ~  und  die  Lebens- 

Wahrscheinlichkeit  -y^,  beides  für  das  laufende  Jahr  an.    Die 

Darlegung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  übersteigt  nicht  die 
engsten  Grenzen  des  Elementaren.  Im  dritten  Abschnitt  werdeo 
nach  Erklärung  der  Zinseszinsrechnung  die  zahlreich  combinirten 
Fälle  der  Lebensversicherung  durchgegangen,  wobei  nur  die 
unterscheidenden  Angaben  in  Begriff,  Modus  und  Anwendung  %u 
machen  waren,  und  schliesslich  die  nöthige  Anleitung  zur  Berech- 
nung der  Einsätze  (Prämien)  gegeben.  H. 

W.  J.  C.  Miller.    Solution  of  question  1843.   Educ.  Timw 

XVL  50. 
Drei  Punkte  werden  beliebig  innerhalb  eines  Kreises  an- 
genommen; finde  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Kreis  durck 
diese  ganz  innerhalb  des  gegebenen  Kreises  liege.  Hi. 

W.  S.  B.  WooLHCusE.     Solution  of  question  3164. 

Educ.  Times  XVI.  50-53. 
Unzählige  Punkttriaden  werden  innerhalb  eines  Kreises  be- 
liebig angenommen,  die  jede  durch  die  Formeln  schwarz  odcr^ 
roth  bezeichnet  werden ,  je  nach  dem  der  Kreis  durch  die  id 
Punkte  ganz  innerhalb  oder  theilweise  ausserhalb  des  gegeben^ 
Kreises  liegt.  Zeige,  dass  die  grösste  Dichtigkeit  der  schwsuMI 
und  die  geringste  der  rothen  Punkte  in  der  Entfernung  von  zwei 
Drittel  des  Radius  vom  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  liegt 

Hi. 

Elizabeth  Blackwood.     On  experimental  probability. 

Educ.  Times  XVL  55-56 

G.  S.  Carr,  H.  Mc.  Coll,  S.  Watson  and  others.   Solu- 
tion of  question  3515.     Educ.  Times  XVL  93. 

Wenn  P  und  Q   beliebige  Punkte  innerhalb  eines  Kreifl« 
sind,  zeige  dass  die  Wahrscheinlichkeit  dafttr,  dasd  der  Kmi 
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nit  Mittelpunkt  P  und  Radius  PQ  ganz  innerhalb  des  gegebenen 
Kreiaes  liege,  \  ist.  Hi. 

S.  Watson.      Solution   of  question   2621.     Bduc.  Timei 

XVL  25. 
Wenn  vier  Punkte  auf  einer  Kugelfläche  beliebig  angenommen 
i^^en,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  alle  auf  einer  Halb- 
kugel liegen,  =  ^.  Hi. 

HüöH  Mc.  CoLL,     Probability  Notation.    Educ.  Time«  xvi. 

29-31. 

Das  Symbol  p  (r)  bezeichnet  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ein- 
tr^ens  eines  Ereignisses,  welches  in  einer  Tabelle  als  r^^^  ge- 
geben ist,  und  p(:r)  die  Wahrscheinlichkeit  des  Nichteintretens, 
W  dass  p  (r)  +  P  (:0  =  1- 

Das  Symbol  p(ma-n;c:r«)  bezeichnet  die  Wahrscheinlichkeit 
d«  Eintretens  vom  m*^"  und  nf^""  und  des  Nichteintretens  vom 
H»  Ereigniss.  Die  unteren  Zahlen  *a, :  c,  e,  welche  nicht  absolut 
nöthig  sind,  sollen  ausdrücken,  dass  das  Eintreten  des  m<^''  und 
rf*'  und  das  Nichteintreten  des  r*^"  Ereignisses  das  Eintreten  des 
«*»  und  .e^^°  und  das  Nichteintreten  des  c^^"  Ereignisses  zur  Folge 
kfil;  Der  Ausdruck  a>b  =  c>  d  soll  bedeuten,  dass  jede  der 
^füsü  Bedingungen  a  >  6^,  c>  d  die  andere  einschliesst. 

Dies  wird  angewandt  zur  Lösung  der  Aufgabe  3385:  „In 
^m  Rechtecke  wird  eine  beliebige  Gerade  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  gezogen;  was  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
diese  Gerade  zwei  gegebene  gegenüberliegende  Seiten  schneidet?" 
^d  der  Aufgabe  3440:  „Eine  Gerade  wird  beliebig  über  ein 
Fenster  gezogen,  welches  4  gleiche  rechteckige  Scheiben  hat;  was 
'8t  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  diese  Gerade  eine,  zwei  oder 
ärei  Scheiben  trifft?" 

(Andere  Lösung  der  letzten  Aufgabe  von  S.  Watson  auf 
>.  660  Hi. 

lüGH  Mc.  CoLL  and  G.  S.  Carr.     Solution  of  question 
3408  (by  Elizabeth  Black wood.)   Educ.  Times  xvi.  103. 

F9rt»«lir,  d.  Math.  IV,  1.  7 
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Ein  Pankt  wird  beliebig  in  einem  Fenster  angenommec 
welches  9  gleiche  quadratförmige  Scheiben  hat  und  durch  dieaei 
Punkt  wird  eine  Gerade  in  beliebiger  Richtung  gezogen.  Find 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  diese  Oerade  1,  2,  3,  4  oder  5  Schei 
ben  triffl.  BB. 

A.  Martin  and  St.  Watson.    Solution  of  question  3451 

Educ.  Times  XVI.  64-66. 

Die  mittlere  Fläche  aller  Kreise,  die  innerhalb  eines  gc 
gebenen  Dreiecks  gezogen  werden  kdnnen ,  i&t  ein  Zehntel  d< 
Fläche  des  eingeschriebenen  Kreises.  Hi. 

H.  Mc.  Coiiir.     Solution  of  question  3343.     Bdäc.  Time 

XYI.  68. 

Ein  Punkt  ist  beliebig  im  Innern  eines  Dreiecks  genomtneii 
und  Senkrechte  von  ihm  auf  die  Seiten  gezogen.  Beweise,  im 
3/^2  —  2  die  Wahrscheinlichkeit  giebt  dafür,  dass  die  drei  Seat 
rechten  die  Seiten  eines  spitzwinkligen  Dreiecks  seift  können. 

HL 

Weitere  Aufgaben  über  geometrische  Wahrschemlielikeft 
sind  von  den  Herren  G.  S.  Carr,'  Mc.  Coll,  J.  H«^ 
KiNsoN,  St.  Watson,  Sylvester,  Miller  etc.  in  ÄÄ 
Times  XVL  XVII.  behandelt. 


I  Fünfter  Abschnitt 

Beihen. 

Capitel  L 
Allgemeines. 

Th.  Wittstein.    Anfangsgründe  der  Analysis.    Hannover. 
Hthn. 

Dieses  Lehrbuch,  welches  die  erste  Abtheilung  des  3*^"  Ban- 
des der  „Elementarmathematik^  des  Verfassers  bildet,  ist  fttr  die 
Sdiole  berechnet  und  zeichnet  sich  ebenso  sehr  durch  Strenge 
Ol  Einfachheit  der  Entwickelangen,  wie  durch  eine  erschöpfende 
B^dlung  gewisser  Gebiete  aus,  welche  in  den  bekannten 
Werken  dieser  Art  nur  dfliftig  bedacht  zu  werden  pflegen.  Es 
irt  in  12  Abschnitte  eingetheilt,  und  die  Analysis  wird  darin  in 
zwei  Theile  gesondert,  nämlich  in  die  Theorie  der  reellen  Zahlen, 
welche  im  ersten  Abschnitte,  und  die  Theorie  der  complexen 
Zahlen,  welche  im  9*^"  Abschnitte  begrtlndet  wird.  Der  Zinses- 
zim-  und  Sentenreehnnng  sowie  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
ist  ein  weit  grösserer  Raum  als  üblich  gewidmet,  was  in  An- 
betracht ihrer  Wichtigkeit  für  die  Praxis  als  eine  sehr  dankens*- 
werlhe  Zugabe  an  begrUssen  ist  Wal  die  theoretische  AusfQh- 
nog  im  Einzelnen  betriffl;,  so  hat  es  der  Verfasser  verstanden^  trotz- 
^  dass  die  Anwendung  der  Differentialrechnung,  wie  bei  einer 
Sdinir Analysis  zu  erwarten,  ausgeschlossen  blieb,  in  den  £n^ 

witkieluBgen  dem  gegenwärtigen  Standpunkt  der  Wissenschaft 

7* 
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gerecht  zu  werden.  So  werden  die  Exponentialreihen  und  di 
logarithmischen  Reihen  im  unmittelbaren  Zusammenhang  mit  di 
Binomialreihe  abgeleitet,  und  die  trigonometrischen  Functiont 
werden  durch  die  Definition  der  complexen  Zahlen  auf  natu 
gemässe  Weise  in  die  Analysis  eingeführt.  Bemerkenswerth  i 
ferner  die  ausführlichere  Behandlung  der  Interpolation  der  Pr 
gressionen,  sowie  ein  leicht  fassliches  lediglich  auf  der  Betrac 
tung  der  Differenz-Reihen  beruhendes  Verfahren  zur  Auflösui 
der  numerischen  Gleichungen.  Schliesslich  sei,  noch  auf  ein( 
in  einer  Elementar-Analysis  gewiss  nieht  ei^artiten  höchst  ei 
fachen  Beweis  fllr  den  Satz,  dass  jede  algebraische  Gleichm 
eine  Wurzel  habe,  hingewiesen,  welchen  der  Verfasser  zuerst 
Grunert's  Archiv  XL  1848  gegeben  hat.  Hr. 

J.  Thomae.     Sur  les  limites  de  la  colivergence  et  de 
divergence  des  s^ries  infiiües  k  termes  positifs. 

Brioschi  Ann.  (2)  V.  121-129. 

Der  Verfasser  beweist  zunächst  auf  elementarem  Wege  di 
Dirichlet'schen  Satz,  dass 

lim  2n  7 .  ,>.. .    =  1 

ist,  ausgehend  von  der  offenbar  convergenten  Reihe: 


(^an  +  by  ' 

deren  Grenzwerth  flir  unendlich  abnehmende  positive  a  beilSofii 
gleich  f  gefunden  wird.    Aus  der  Convergen^  der  Reihe 

1 
7"  «^+^ 
für  alle  positiven  a  schliesst  man,  dass  dne  unendliche  Reihe 

absolut  convergent  ist,  wenn  von  einem  gewisseii  Werthe  ii== 
an  bia  in's  Unendliche  fü?  i^in  beliebig  kleines  positives /r  Ann^^ 
unter  einer  bestimmten  endliehen  Grenze  bleibt  Geschieht  die 
erat  fOr  (T  =:  0,  so  ist  die  Reihe,  falls  sie  au»  lauter  positive 
Gliedern  besteht,  divergent.  Damit  sind  jedoch  näoU  einer  B< 
inerkung  des  Verfassers,  die  sich  tiereits  iq  feinem  Baehe:  Abrii 
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einer  Theorie  der  complexen  Functionen  p.  40  (IL  Aufl.  p.  9) 
aiugeq>roeben  findet^  die  Grenzen  ftlr  die  Kleinheit  von  o  noch 
nicht  genügend  bezeichnet,  da  die  Ordnungen  des  Verschwindens 
einer  Funetion  ein  stetiges  Grössengebiet  bilden,  fttr  dessen  Be- 

ttimmnng   die  gemeinen   reellen  Zahlen  nicht  ausreichen    (-j- 

yerschwindet  f&r  n  =  oo  in  einer  Ordnung,  die  kleiner  als  jede 
denkbare  gewöhnliche  Zahl  ist,  ohne  Null  zu  sein).  Indem  nun 
der  Verfasser  noch  Ordnungszahlen  in  Betracht  zieht,  die  durch 
ein-  und  vielfache  Logarithmen  ausgedrückt  werden,  gelangt  er 
in  folgendem  allgemeinen  Satze,  der  den  obigen  als  besonderen 
Fall  enthält:   „Die  unendliche  Reihe 

ist  absolut  convergent,  wenn  es  eine  ganze  positive  Zahl  m  und 
eine  noch  so  kleine  positive  Zahl  a  giebt,  ftlr  die 

stets  unter  einer  endlichen  Grenze  bleibt.  Ist  Letzteres  jedoch 
nur  der  Fall,  wenn  a^O  genommen  wird,  dann  ist  die  Reihe, 
falls  alle  Glieder  positiv  sind,  divergent.^  Hr. 

J.  Thomae.     Bemerkung  über  Fourier'sche  Reihen.^ 

Schlömilch  Z.  XVII.  78-82. 

I  Nach  derselben  Methode,  nach  welcher  Dirichlet  (Liouville's  J. 

I  (1)  VII.  1862)  den  AbeVsohen  Satz  bewiesen  hat:    „Die  Reihe 

j  -ilnr«  convergirt,  wenn  r  gegen  1  convergirt,  gegen  dieselbe 

^  Grenze,  wie  die  Reihe  JCiä»"  beweist  der  Verfasser  folgende  Er- 

j  weiterang:  „Ist  S (tp)  =  A^ ^A^'^'A^ -| —  eine  trigonometrische 

j  Reihe,  also 

I  An  =^  an  COS  n(p  +  ßn  Siu  liy , 

I    und  ist  diese  Reihe  im  Allgemeinen  gleichmässig  convergent,  so  ist 

in  dem  Intervalle  y  =  0  bis  y  =  2«  und  r  =  0  bis  r  =  1  eine 
im  Allgemeinen  stetige  Function  von  r  und  7."  M. 

0.  Oantor.     Ueber  die  Ausdehnung  eines  Satzes  aus 
der  Theorie  der  trigonometrischen  Keihen.  ciebBchAnn. 

V.  1^183. 
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Der  SatK  betrifft  die  Eindeutigkeit  der  Darstelhing  einer 
Funetion  dureb  eine  trigonometriscbe  Reihe;  die  Gültigkeit  des 
Satzes  war  vom  Yerfasder  (Borcbardt  J.  LXXIL  189 ,  siebe 
F.  d.  M.  IL  p.  218)  selbst  für  den  Fall  bewiesen,  dass  für  eine 
endliche  Anzahl  von  Werthen  des  Arguments  entweder  auf  die 
Convergenz  oder  die  Uebereinstimmung  der  Reihensummen  yer- 
zichtet  wird.  Die  Ausdehnung  besteht  darin ^  dass  fklr  eine  un- 
endliche Anzahl  von  Werthen  des  Arguments  in  Intervalle  0^2« 
auf  die  Convergenz  oder  auf  die  Uebereinstimmung  der  Beihei^ 
summen  verzichtet  wird^  ohne  dass  die  Gültigkeit  des  Satzes 
aufhört.  Das  Yerständniss  nicht  allein  des  Beweises,  sondern 
auch  nur  des  Wortlautes  des  zu  beweisenden  Theorems  setzt  Er- 
örterungen über  den  Begriff  von  Zahlen  im  weiteren  Sinne  vor^ 
aus,  welche  sich  in  Kürze  nicht  wiedergeben  lassen.  Hr. 

P.  DU  Bois-Reymond.   üeber  Auflösung  von  Gleichungen 
und  Summation  von  Eeihen  durch  bestimmte  Integrale. 

Borctardt  J.  LXXIV.  281-294. 
Der  Verfasser  leitet   die  Lagrange'sche  Reihe,    sowie  die 
allgemeinen  Formeln  von  Parceval,  Jacobi,  Cauchy  fHr  die  Ab- 
lösung von  Gleichungen  und  Summation  von  Reihen  durch  be- 
stimmte Integrale  aus  dem  Cauchy'schen  Fundamentaltheorem 

ab.    Insbesondere  stellt  er  die  Grenzen  der  Gültigkeit  für  die 
Lagrange'sche  Reihe  mit  aller  Strenge  fest.  Fs. 

J.  W.  L.  Gl  AISHER.     On  semi-convergent  seriea. 

Quart.  J.  XII.  52-59. 

Wenn  sich  eine  semi-convergente  Reihe  als  Resultat  eintf 
wiederholten  theilweisen  Integration  ergiebt,  so  kajan  bei  iluw 
Gebrauch  keine  Ungewissheit  stattfinden,  weil  ein  gegebener  Auk 
druck  des  Restes  (in  Form  eines  Integrals)  da  ist;  and  wif 
immer  die  Zahl  der  eingeschlossenen  Glieder  sein  mag,  das  Be-  | 
sultat  ist,  wenn  der  Rest  in  Rechnung  gezogen  wird,  aritbnoetiseli 
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iohtig  ftr  «Ue  Werth6  der  Variabelo.  Das  scheinbare  Bätbael, 
9M  die  Glieder  ergt  eonvergiren  und  dann  divergiren,  scheint 
me  einfache  Folge  des  Umstandes  zu  sein,  dass  der  Best  als 
^ttctitHi  TOB  n  (ftor  Zahl  der  Glieder)  betrachtet,  einen  Minimum- 
iHMrth  &x  ^Ige  Wertbe  von  n  hat,  wie  auch  immer  der  Werth 
tar  Variabflii  ist 

Nachdem  der  Yerfadser  diese  Betrachtang  voraasgeschiekt 
Ut,  «Bigt  er,  wie  man  die  Bemonllf sehen  Reihen  in  endlichen 
Bümnsen,  altnlieh 

*  /*  B  B 

dni^  theilweUe  IstegratioB  erhalten  k«nii,  wobei  sich  dann  ein 
Ambu^  filr  den  Best  ergiebt    Sein  Besultat  ist: 

i9»(c)-f  gi(c+l)H h  »(«  — D  +  ivC«) 

=fi  (e) de  +  ^  [»' Cx) - «p' (c)] ... 

i  C 

Cly.  (0.) 

^.  DE  Morgan.  Note  on :  „  A  theorem  relative  to  neu- 
tral series"  in  Vol.  XI.  part.  II.  Trane,  of  Cambridge  XI. 
p.  ni.  447-400.  1871. 

Eine  Abhandlung  über  neutrale  und  divergente  Reihen,  die 
sich  an  eine  frühere  des  Yerfasjsers  in  denselben  Transactiöns 
(fiiiebe  F.d.  M.  II.  p.  127)  anschliesst  und  erst  nach  des  Yer- 
6«8ers  Tode  publicirt  ist.  Das  Wort  „terminus"  wird  als  der 
^erth  oder  die  Form  definirt,  der  sich  ein  Ausdruck  nähert, 
^enn  sich  x  der  Einheit  durch  Wachsen  nähert.  Wenn  in  einer 
ieihe  eine  unendliche  Zahl  von  Gliedern  fortwährend  wächst, 
od  dann  eine  Reihe  convergirender  Glieder  folgt,  so  wird  die 
eihe  als  eine  von  unendlich  verzögerter  Convergenz  (infinitely 
5ferred  convergence)  bezeichnet,  mag  das  letzte  Glied  der  Diver- 
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genz  auch  anendlich  gross  sein  oder  nicht.  Eine  Seihe  vo 
verschwindender  Divergenz  (evanescent  divergenoe)  ist  ein  Av 
druck  von  der  Form  0'{a+b  +  C'\ — ),  wo  a-f  6+c  +  —  di?e 
gent  oder  auch  von  unendlich  verzögerter  Gonvergenz  ist  H 
solchen  Eeihen  beschäftigt  sich  die  Abhandlung.  Der  Ver&ss 
untersucht  auch,  unter  welchen  Beschränkungen  neutrale  Reib 
durch  gewisse  arithmetische  Werihe,  wie  z.B.  die  von  Leibi 
1—1+1 — •*•  durch  iy  ersetzt  werden  können,  und  setzt  den  Z 
sammenhang  mit  dem  Frincip  der  Verschwindenden  Convwge 
auseinander.  Ghr.  (0,) 

F.  J.  Stüdnicka.  üeber  Euler's  Formel,  nach  welch 
convergente  Eeihen  in  rascher  convergirende  ui 
gewandelt  werden.   Caeopis  L  33-34.  (BolimiBcli). 

Hat  man  die  Reihe 

s  =  M^— tij  +  Wg , 

wobei  u^>u^>u^*^'y  zu  transformiren,  so  bilde  man  zunäclui 

2s  =  u,  +  (u,—u,)-'(u,—u;)  +  (ti^^u,) 

und  führe  die  Bezeichnung 

ein.    Man  erhält  hierdurch 

2«  =  ii,  +  J«i, -Jtt,  +  ...  =  u,  +  ^/(u4-ti3  +  ii3 ) 

oder 

2s  =  tt|  -{-Js, 
Unter  entsprechender  Benutzung  des   Operationssymbols  / 
folgt  dann  hieraus 

und  wenn  die  angezeigte  Division  ausgeführt  und  die  BedeutuOi 
des  Syinbols  J  restituirt  wird,  die  bekannte  Euler^sche  Formel 

W. 

J.  Gbolous.    lÖtudes  sur  les  nombres,  les  s^ries  et! 

equations.    Inst.  XL.  253-256. 
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Ist  Rn  die  Wahrscheinlichkeit y  dass  eine  Zahl  durch  eine 
jT  Primzahlen  P,,  P,,  •••  P„  thcilbar  ist,  so  ist 

0 1     ,    l-'^i    I    l  —  Rj    ,        1 — Rn-l 

An  -  -]p-  +  — jr-  +  — ^  +  f—  • 

Der  Verfasser  lenkt  hier  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Unab- 
ttngigkeit  des  Ausdrucks  von  der  Reihenfolge  der  P  und  zieht 
laraus  Gonsequenzen  auf  ähnliche  recurrirende  Ausdrflcke,  die 
ibenso  unabhängig  sind.  Femer  folgt  sehr  leicht,  dass,  wenn 
\  die  «*®  der  Primzahlen  2,  3,  5,  •••  bezeichnet, 

8t  Ebenso  leicht  findet  man  durch  successive  Addition: 
q  +  ¥qai^Rn)=^h 

n=l 

m  q  willkürlich,  und  Rn  die  Summe  der  vorhergehenden  Terme 
ausdrückt;  nur  hört  ausserhalb  der  Grenzen  ^  =  0  und  q  =  2 
k  Convergenz  auf,  was  der  Verfasser  unterlassen  hat  zu  be- 
merken. Bei  gleicher  Bedeutung  von  R»  werden  die  Reihen 
mtersucht,  deren  allgemeines  Glied  die  Form  (p  (An)  hat,  und 
olgende  Sätze  gefunden.  R  bezeichnet  die  Summe  der  unend- 
ichen  Reihe. 

Für  9(Ä«)  =  a  +  ßRn  ist 

K+j  =  (^i  +  j)  a  +  Ä**^*;  Ä  =  ^^  für  0<-/9<2. 

Ist  die  Reihe  9(Ä«)  convergent,  so  ist  R  eine  Wurzel  der 
rieichung  (p  (ß)  =  0. 

Die  Bedingung,  unter  der  die  Reihe  A(f  (Rn)  convergirt  und 
zur  Summe  hat^  ist 

-2<Hmii-^|-^^<0  oder  auch  -~2<^'(e)<0. 

ttn       Q 

Auf  die  gleichzeitige  Bedeutung  der  Wurzel  q  als  Grenzwerth 
nes  recurrirenden  Ausdrucks  und  als  Wurzel  der  Gleichung 
(q)  =  0  wird  nun  ein  Approximationsverfahren  zur  numeri- 
len  Auflösung  beliebiger  Gleichungen  gegründet,  welches  sich 
loch  nicht  nach  fester  Formel  vollziehen  lässt,  sondern  wieder- 
!te  freie  Wahl  nach  Abschätzung  erfordert.  H. 
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D.  BiERENs  DE  Haan.     Jets  over  quadratar  by   bena- 

dering.    Versl.  en  Mededeel.  (2)  VI.  185-208. 

Eliminirt  man  sucees8ive/"(a?),  f''(a?),  p)(a:),  f^'>(«),P(aj) 
aus  der  Entwickelung  von  f(x-{-K) — f(x)  =  JfQc)  nach  dem 
Taylor'ßchen  Satze,  indem  man  pQx)^  fO^Oj  f*K^)  etc.  ent- 
wickelt,  80  hat  man: 

•       *'    -PKx)-  T.^^PK^)']  =  ArW+/^">(^)+  etc. 


•     30240  '     ^  '       1209600 

Wendet  man  dasselbe  Verfahren  auf  diese  Formeln  an,  wie 
auf  die  Taylor'sche  «Seihe,  so  findet  man  eine  andere,  die  niff' 
ungrade  Potenzen  von  h  enthält  Maa  findet  so  den  Näherungs- 
werth  des  Restes  in  jeder  dieser  Entwickelangen,  wenn  man  y<)& 
dem  Werth  des  Restgliedes  der  Taylor'schen  Reihe  in  Por» 
eines  bestimmten  Integrals  ausgeht.  Bei  dieser  Rechnung  ergel)e|| 
sich  verschiedene  Reductionen,  deren  allgemeinen  Grund  aofEt- 
suchen  von  Interesse  wäre.  Wendet  man  die  beiden  Hauji- 
formein  successive  auf  die  Werthe  a:  =  a,  a  +  A,  a+2/l'** 
a  +  (n-~l)Ä  =  6  — A  an  und  addirt  alle  Resultate,  so 
man  den  Werth  des  Integrals: 


/ 


\x)dx:=^f(Ji)-'f(a). 


Mn.  (Wn.) 


M.  Marie.  Determination  du  p^rimßtre  de  la  r^gion 
de  convergence  de  la  serie  de  Taylor  et  des  portions 
des  diff^rentes  conjugu^es  comprises  dans  ceite  rögionj 
ou  construction  du  tableau  g^n^ral  des  valeurs  d'une 
fonction  que  peut  fournir  le  d^veloppement  de  cette 
fonction  ßuivant  la  s^rie  de  Taylor,    C.  R.  L?:.XV.  «9 

-472. 

Auszug  aus  einer  Abhandlung,  in  welcher  die  UntersuQhungen 
des  Verfassers  über  algebraische  Functionen  im  J.  von  LioavUte 
1856-61  fortgesetzt  sind.  St- 
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?.  St.  Marie.    Determination  du  point  critique,  oh  est 
limit^  la  rdgion  de  convergence  de  la  sdrie  de  Taylor. 

C.  R.  LXXV.  1485-1486. 

Es  sei  f  {xy)  =  0.  Es  handelt  sich  um  die  Entwicklung  von  y 
Dach  Potenzen  von  x  in  der  Umgebung  von  x^  =  ct^+ß^i  mit 
lern  entsprechenden  Werthe  von  y,  y^  =  a/-|-  ß^'i.  Man  setze 
r  =  a-{-/?^i  und  lasse  «  allein  sich  ändern,  dann  wird  y  =  a'+ß'i 
eine  complexe  Function  von  a  allein,  mit  verschiedenen  Zweigen, 
deren  einer  auch  den  Ausgangspunkt  x  enthält.  Nach  der  schon 
erwUinten  dem  Verfasser  eigenthümlichen  Darstellung  des  Imagi- 
Qiren  construirt  er  statt  der  complexen  Function  die  reellen 
Dmcnzweige,  die  man  erhält,  indem  man  x=:  a  +  ß^,  y  =  a'+  ß* 
iekl  Es  sind,  nur  diejenigen  kritisehen  Punkte  zu  betrachten, 
«ekhe  bei  des  .erwähnten  Darstellung  zwischen  dem  Zweige, 
der  x^  y^  enthält,  und  den  beiden  Nachbarzweigen  sich  befinden. 
8ei««B=  an  +  bnij  y  =  an'  +  brJi  ein  solcher  kritischer  Punkt,  in 
wddiem  p  Punkte  zusammenfallen  mögen,  dann  variire  man  6» 
illom  bis  zu  /^o  und  construire  nach  der  erwähnten  Darstellung 
Jie  p  Curvenzweige,  die  vom  kritischen  Punkte  ausgehen.  Trifft 
keiner  derselben  denjenigen  der  vorhin  construirten  Curvenzweige, 
(reicher  x^  y^  enthält,  so  bleibt  dieser  kritische  Punkt  ausser  Be- 
triebt. Von  den  übrig  bleibenden  kritischen  Punkten  ist  der- 
jenige zu  nehmen,  dessen  Differenz  von  a^  +  ß^^i  den  kleinsten 
Kodol  hat;  und  die  fintwickelung  von  y  nach  Potenzen  von 
^—x^  ist  so  lange  convergent,  als  der  Modul  von  x  —  x^  kleiner 
8t,  als  der  gefundene  Modul.  Hr. 

l  M.  U.  WiLKiNsoN.    Further  note  on  Taylor'ö  theorem. 

Iffessenger  (2)  I.  166-137. 

Antwort  aufHermCayley's Notiz:  „Further  note  on  Lagrange's 
monstration  of  Taylor's  theorem;  siehe  Messenger  (2)  I.  105 
\  106,  F.  d.  M.  III.  p.  106.  Glr.  (0.) 

Cayley.     Further  note  on  Taylor's  theorem. 

HeMenger  (2)  L  137. 
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Antwort  Herrn  Cayley  s  auf  die  obige  Note  Herrn  WilkinaoüV 
und  seine  Schlussbemerkuug.  6Ir.  (0.) 

G.  FoRBES.     Illustration  of  Taylor's  theorem.    Messenger 

(2)  II.  106-107. 

Glr. 


I 
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G.  Dostor.    Sommation  directe  et  ölementaire  des  qua« 
trifemes  puissances  des  n  premiei'S  liombres  entiers*.» 

GninertArch.  LIV.  70-78.  .  i'Ji 

Nicbts  Bemerkenswertbes.  Hr.  • 

H.  Brocard.     Demonstration   ^l^mentaire  des  formtiltt 
relatives  ä  la  sommation  des  piles  de  boulets. 

Nouv.  Ann.  (2)  XI.  169-172. 
Einfache  Entwickelung  der  bekannten  Formeln  für  die  Samn^ 
der  Kugeln  in  Haufen.  Fr. 

W.  Batschinsky.    Theorie  der  arithmetischen  und  ande- 
rer  verwandten  Eeihen.    Leipzig.  Schmaler  und  Pech. 

Es  werden  in  elementarer  Weise  die  Summen  der  mit  gleichei 
oder  abwechselnden  Zeichen  versehenen  p^^"^  Potenzen  der  GHied|r 
einer  arithmetischen  Reihe  aus  den  Summen  4er  p—  V*%  p^?** 
. . .  o*«"  Potenzen  der  Glieder  derselben  arithmetischen  Beih^  ent- 
wickelt.   Darauf  folgt  die  Berechnung  der  Summen 

«=i  i^+ly-  «=i  w(t*  +  l)--Ct<  +  m  — 1) 

und  schliesslich  die  Herleitung  zweier  Reiben  (9t  n. 

Hr. 
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SiACCT.     liitomo  ad  una  serie  ed  ad  una  funzione  dei 
coefficienti  binomiali.   Battagiini  a.  x.  349-360. 

Gelegentlich  der  Entwicklung  von  fi J  in  eine  nach 

^otenzen  von  x  fortschreitende  Reibe  beweist  der  Verfasser  durch 
loefficientenvergleicbung  einige  Eigenschaften  der  Bemoulirschen 
ablen,  der  Binomialcoefßcienten  und  anderer  combinatorischer 
lUsdrticke.  Fs. 

.  W,  L.  Glaisher.     On  a  deduction  froin  von  Staudt's 
property  of  Bernoulli's  numbers.  Proc.  of  L  M.  s.  iv.  212 

-214. 
Der  Verfasser  hat  bei  Berechnung  der  Werthe  der  Euler'schen 
^OQstante  bemerkt,  dass  in  dem  Decimalausdruck  der  ersten  29 
Bemoulli'schen  Zahlen  die   wiederkehrenden  Perioden  von  £„> 

^  oder  2^"  B„  dieselben  sind.  .  Er  hat  also  gefunden,  dass  der 

Allgemeine  Satz  die  unmittelbare  Folge  einer  Eigenschaft  der 
Bemoulirschen  Zahlen  ist,  die  in  Crelle's  J.  XXI.  372  (1840) 
Sieben  worden  ist.  Cly.  (0.) 

^'W.  L.  GLAtgHER.     On  the  constaiits  which  occur  in 
certain  summations  by  Bernoulli's  series.  Proc.  of  L.  M.  8. 

IV.  48-56. 
In  den  Anwendungen  der  Reihen 

uss  die  Constante  C  für  alle  verschiedenen  Formen  von  w^.  be- 
Oders  bestimmt  werden;  speeieli  fElr  u^  =  x"^  ist  es  Euler's 
)nstante  0,577216...  Indem  der  Verfasser  allgemein  0  (w) 
m^  =  a?-^  (so  dass  Ö>  (—  1)  =  Euler^s  Constante)  schreibt,  giebt 

in  seiner  Tafel  I.  die  Werthe  von  «>  l—  — )  und  *  f  —  1  —  — ^ 

\      m/  \  tn/ 

'  die  ganzen  Zahlen  von  m  =  1  bis  m  =  20.  Er  bemerkt,  dass 
lieser  Tafel  <b  (—■  1 j  =  m  +  einem  Decimalbruch,  und  dass 
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es  dieser  Bruchtheil  ist,  der  mit  m  bis  0,577216  als  Greaze  wichst 
Es  folgen  drei  andere  Tafeln  fOr  verwandte  Functionen. 

Cly.  (O.) 

E.  HE  HuNTADY.   Solution  de  la  question  979.  Non?.  Ana 

(2)  XI.  39-44. 
Bestimmung  der  Coefficienten  Ai^  A^y  A^  • "  A^  in  der  Funor 
tion:  y  =  i4,  cos  a?  +  A^  cos  2a?  +  A^  cos  3a?  +  •••  +  An  cos  iia?,  s|j 

dass  für  a?  =  -^  y  =  y/,    für  a?  =  -j^   y  =  y,  ... 
a?  =  —Ti  y  =  yn  wird,  (y^,  y„  ff^  "-yn  sind  gegebene  Grö^m) 

W.  Walton.  On  the  expression  for  cosintis  of  muM]^ 
angles  in  terms  of  powers  of  cosinus  änd  conversely 
Quart  J.  XII.  168-171. 

Cly. 

W.  Walton.  On  the  expansion  of  functions  in  trigonoh 
metrical  series.    Quart.  J.  xii.  146-148.  i 

Die  Arbeit  enthält  einen  Beweis  der  Formel  mit  HfilAr  A 

Relation 

sina?  ,  sin  2a?  ,   sin3a?  ,        .     .  i,        ,  ,         x 
-y-  +  — g— +— g-^  +  -  m  mf.  =  i(fi-a?), 

wo  a?  einen  Werth  von  0  bis  n-^O  hat,  0  aber  eine  positive  n 
endlich  kleine  Grösse,  nicht  Null  bezeichnet.        ,  Cly.  (0.) 

O.  ScHLöMiLOH.    Grelegentliche  Bemerkung«    Sokiömiieh 

XVIL  520. 

Bezeichnet  Q  das  arithmetische,   A  das  gidometrigcbe  MiMi 
der  Zahlen 

a^a-^-b,  a -h  26, . . .  a  +  (n-- 1)6, 
so  ist 

lim4==le. 
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J.  W.  L.  Glaishbr.    On  functions  with  recuiiing  deri- 
vatives.   Prot  of  L.  M.  S.  IV.  113-116. 

Betrifft  die  Functionen 

^+    1-2.3    +       TFT^e       +•••' 

-  +  -S 


1       *      1.2-3-4      •  1.2. .7 


•  + 


1-2    *     1.2.3.4.5  '   1.2.3-4.5.6.7.8   '      ' 

lllr  die  Werthe  n  =  3  und  die  ähnlichen  Functionen  für  n  = 
iqi^d  einer  ganzen  Zahl  grösser  als  3>  welche  den  Functionen 
eogfl?,  nn  o;  (fi  =  2)  entsprechen.  Sie  können  nämlich  ausgedrückt 
werden  als  lineare  Functionen  der  Exponenten  von  x,  wx,  v>*x  etc., 
wenn  w  die  n*®  Wurzel  der  Einheit  ist.  Diese  Functionen  wurden 
ncret  von  Olivier  (Grelle  J.  II.  1827)  betrachtet.        Cly.  (0.) 

A.  WiNCKLER.     Ueber  die  Entwicklung  und  Summation 

einiger  Reihen.    Wien.  Ber.  LXIV.,  11.  Abth.  Dec.  1871. 

Der  erste  Gegenstand  vorliegender  Arbeit  betriffi  die  Ent- 
Wickelung  bestimmter  Integrale  in  einer  Form,  welche  in  der 
Vahrscheinlichkeitsrechnung  angewendet  wird.  Es  wird  nämlich 
Hut  Anwendung  der  Formel 

ff{x)dx=fu^da>^u.^^fud^ 
ttnd  durch  fortgesetzte  theilweise  Integration : 

Ire 

%^  dx  =  d  -y ,  . . .  »n  d^  =  d  —  '  Ä„-i 

ist.   Daraus  ergiebt  sich  eine  Formel  für  das  bestimmte  Integral 

Jf{x)dxj  welche  sich,  abgesehen  vom  Restgliede,  schon  bei 
«  .- 

U^e  (Tfaterie  anaL  des  probabilit^s,  L  2.  eh.  1)  findet.  Da« 
daieh,  daüi  man  in  d«  aufi^jnaaderfolgenden  theilw^en  Inte* 
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grationen  verschiedene  Anordnungen  eintreten  IfiaBt^  erhält  maa 
verschiedene  andere  Entwickelnngen  des  gegebenen  Integrals 
von  wesentlich  allgemeinerer  Form. 

Der  zweite  Gegenstaijid  betrifft  die  Anwendung  der  Formel 
für  den  n*''"  Differentialquotienten  einer  Function  auf  die  Summa- 
tion  gewisser  endlicher  Beihen.  Ist  nämlich  y  =  f[(p(xy\  =  V/(a?), 
so  lautet  jene  Formel:  , 

^\  1!  /  V  2!/  "V  n\  )  i,\  f,!...t»!  :  ""  ~nr' 
für  alle  positiven  ganzen  Zahlen  t^^  «s***^?  ^i^  der  Bedingnoi 
Snin  =  n  genügen.  Setzt  man  f(u)  =  c~,  u  =i  —  log(l— apV«» 
ergiebt  sich  die  merkwürdige  Summenföröael,  welche  Jacobiä 
seinem  Aufsatze:  „Zur  combinatorischen  Analysis'^. Crelle'X^ 
betrachtet  hat.  Aehnliche  bemerkenswerthe  Formeln  erge1)en  sfd 
durch  die  Substitution 

f (m)  =  log (1  +  ti)  und  tt  =  e*—  1, 


■-/ 


oder 
oder 

oder 

oder 

oder 


m 

=  log  (w  +  «)  und  u  =  £  a„^'», 


L  1 

f{u)  =  ti«  und  fi.  =    .,.     -s^  , 


/"W  =  1 — FT— TnIX  »°ö  «  - 


1  -(1  -  c)ti«  }/a?'-2(M:+  1 ' 

f  (u)  =  c^«  und  u  =  -7==== ,  etc.  — 
}/ä?*-2arr+r 

Drittens  leitet  der  Herr  Verfasser  durch  zweifache  Darst^; 

*  lung  des  Integrals 

Wo  ^^1       /"i  ^^t  •••     /*'^-i  /"(«**)  *'^'«>     **«  =  ^^1  ^»  •••  «^ 

die  Formel  her: 

wötln  c^O|v.vfn  irgend  ein  Glied  der  Entwickelang  dMPtodMAl 
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(*i "  ^i)  C^t  —  «a)  •  •  •  (*»  ■"  ^0  bedeutet  und  f  =  + 1,  je  nachdem 
jenes  Glied  positiv  oder  negativ  ist.  Durch  m-malige  Differen- 
tiation ergiebt  sich  aus  der  obigen  Formel  eine  zweite: 

Beide  Formeln  geben  also  die  Summen  der  beiden  unend- 
lichen Reihen  links  in  endlicher  Form;  und  zwar  lässt  sich  die 
Summe  dieser  Reihen  .auch  dann  noch  durch  eine  lineare  Zn- 
aammensetzung  von  Werthen  der  Fnnction  f{x)  mit  verschiede- 
nen Werthen  des  Argumentes  x  ausdrücken,  wenn  Gruppen  von 
Swisehpiigliedern  in  einer  bestinuuten  Anzahl  und  Ordnung  weg- 
gelassen werden.  M. 

J.  W.  L.  Glaisher.     Solution   of  question   3722.    Educ. 

Times   XVU.  101. 
Beweise,  dass 

^^    Qx  +  i)  Qx+j) 
wenn  i  undj  alle  ganzen  Werthe  von  —  oo  bis  -f  oo  (einschliess- 
Beh  Null)  durchlaufen,  aber  so,  dass  t  undj  nie  denselben  Werth 
^ichzeitig  annehmen,    x  darf  keine  ganze  Zahl  sein.         Hi. 

P.  Du  Bois-Reymond.      Summation  der  Reihe   mit  dem 

(Jliede    ^^^^^"  .     Clebsch  Ann.  V.  399-400. 
Setzt  man 

^ f  (ti)  =  2  J^^^  ==  ^  s»»P*^  /^"^^  »^" PP^P' 
Bo  ergiebt  sich  durch  Zerlegung  des  bestimmten  Integrals 

Dieses  Beig^piel  zeigt,  wie  man  die  Fourier'sche  Reihe  be- 
iatzen kann,  um  aus  den  gegebenen  Coefßcienten  die  Function 
ierzustellen.  M. 


Forttobr.  d.  lUtk.  IV.  1. 


Sechster  Abschnitt 

Differential-  und  Integralrechnung. 

Capitel  1. 
Allgemeines.   (Lehrbücher  etc.) 
H.  Oalderwood.     Philosophy  of  the  infinite.    3d.  ed. 

London.   Macmillan.   8°. 

Ricard,    l^tudes  sur  le  calcul  diflf^rentiel.  Paria,  aantlA 

Villars.  8». 

B.  WiLLiAMsoN.      Differential   calculus   with    numeroi 

examples.    London.  Longmans.  8". 

HL 

J.  HoüEL.     Cours  de  calcul  infinitesimal,  profess^  ä 
Faculte  des  Sciences  de  Bordeaux.     Seconde  Pa 
suivie  d'un  Appendice  sur  la  Theorie  des  quBJii 

COmplexes.    Paris.   Gaathier-Yillars.    Bordeaux.  Y^«  Chaumas. 

Dem  ersten  Theil  dieses  Werkes,  über  den  wir  im  vorig 
Bande  p.113  sq.  berichtet  haben  (siehe  anch  p.  XXXIY.Xhatc 
Herr  Verfasser  noch  zwei  Paragraphen  hinzugefiOgt:    1)  über 
näherungsweise  Berechnung  der  bestimmten  Integrale,  und  Sl)  i 
die  Entwickelung  impliciter  Functionen  mit  Hülfe  der ! 
sehen  Reihe.   —  Der  vorliegende  zweite  Theil  der  Infiniteamil- 1 
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lang  enthält  in  30  Vorlesungen  hauptsächlich  die  Theorie 
Merentialgleichungen,  und  in  einem  Anhang  12  Voriesungen 
die  Elemente  der  Theorie  der  complexen  Grössen.  Der 
Verfasser  beginnt  mit  den  Bedingungen  der  Integrabilität 
Differentiale  erster  Ordnung  mit  mehreren  unabhängigen 
iMlerlichen,  und  ihrer  Integration;  giebt  dann  die  Bildung 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  durch  Elimination  eines 
ürlichen  Parameters,  die  Definition  des  allgemeinen  Integrals, 
lingulären  und  der  fremden  Lösung,  und  die  Deutung  dieser 
rentialgleichungen  und  ihrer  Lösungen  an  zahlreichen  geo- 
sehen  Beispielen;  zeigt  ebenso  die  Bildung  der  Differential- 
linngen  höherer  Ordnung  durch  Elimination  mehrerer  will- 
ßhen  Constanten;  und  beweist  das  allgemeine  Theorem,  dass 
Differentialgleichung  n^®*"  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein 
allgemeines  Integral  hat,  d.  h.  dass  man  mit  HOlfe  dieser 
hung  ein  Polygon  construiren  kann,  dessen  Grenze  eine 
;  ist,  welche  n  willkürlich  gewählten  Bedingungen  genttgt. 
ist  der  Inhalt  der  Vorlesungen  1  bis  4,  welche  gleichsam 
ünleitung  in  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  bilden, 
folgen  die  hauptsächlichsten  Methoden  für  die  Integration 
)ifferentialgleichungen  erster  Ordnung,  in  denen  eine  Tren- 
der beiden  Variabein  möglich  ist,  und  die  Integration  der 
ie&  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Es  wird  das 
ÜioiiBtbeorem  mehrerer  transcendenter  Functionen,  u.  a.  von 
B  X,  hergeleitet  als  Anwendung  der  Integration  der  Differen- 
eiehungen.  Die  Theorie  des  Multiplicators  der  Differential- 
lioi^n  erster  Ordnung  wird  an  zahlreichen  Beispielen  er- 
rt     Hierauf  werden  die  Differentialgleichungen  erster  Ord- 

und  höheren  Grades  in  ^  gebildet,  und  ihre  Integration 

I  Auflösung  nach  ^ ,  oder  durch  Differentialion  oder  durch 

idere  Transformation  an  mehreren  Beispielen  gezeigt.  Die 
tlären  Lösungen  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
Snveloppen  der  durch  das  allgemeine  Integral  dargestellten 
ensehaar,  werden  durch  Construction  der  Fläche  gewonnen, 

8* 
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deren  Niveaulinien  die  eingehüllten  zu  Projectionen  haben,  und 
es   werden   die   unterscheidenden   Criterien   ftir   die    ängoläiol 
Lösungen  und  die  particulären  Integrale  gegeben.   Nach  der 
Wickelung  einiger  Fälle,  in  denen  sich  die  Integration  der  Du 
rentialgleichungen   höherer  Ordnung  vollständig  durch  Quadi 
turen   bewirken  lässt,    giebt  der  Herr  Verfasser  die  FMle, 
man    die  Ordnung   der  Differentialgleichung   erniedrigen 
( Vorles.  5  —  10.).     Hierauf  folgt   das  Studium  der  allgei 
Eigenschaften    der    linearen    Differentialgleichungen     beliebi 
Ordnung,  in  denen  das  zweite  Glied  fehlt;   die  Inte^ation 
linearen  Differentialgleichungen  ohne  zweites  Glied  mit  coi 
ten  Coefficienten,  und  solcher,  welche  sich  auf  diese  zurttckfUi] 
lassen;   und  die  Auseinandersetzung  der  Methoden  d'Aleml 
Lagrange's  und  Cauchy's  ftir  die  Herleitung  des  particulttren 
tegrals  der  Gleichung  mit  zweitem  Glied  aus  dem  allgemeii 
Integral  der  entsprechenden  Gleichung  ohne  zweites  Glied 
denselben  Coefficienten,  und  für  die  Erniedrigung  der  Oi 
der  ersteren  Gleichung  (Vorles.  11—13).    Dem  analog  wird 
Theorie  der  simultp.nen  Differentialgleichungen  entwickelt  (V( 
14—16),  und  mit  der  Behandlung  des  Falles,  wo  in  der  zur 
Stimmung  von  z  gegebenen  Relation  dz  =^  pdx+qdyy  die 
tionen  p  und  q  explicite  die  Variable  z  selbst   enthalten, 
seiner  Folgen,    schliesst    die  Theorie   der   totalen  Differei 
gleichungen  (Vorl.  17).     Die  Theorie  der  partiellen  Differeni 
gleichungen  beginnt  mit  der  Bildung  solcher  durch  Elimi 
der  willkürlichen  Functionen;  es  werden  die  Differentialgleich 
der  Haupt-Flächengattungen  entwickelt,  es  wird  die  Anwendi 
auf  die  Theorie  der  einhüllenden  Flächen  gemacht,  und  die 
düng  der  nicht  linearen  partiellen  Gleichungen  erster  Ordni 
gezeigt  (Vorl.  18—20).  Nach  der  allgemeinen  Discussion  der  pa^] 
tiellen  Differentialgleichungen  mit  zwei  unabhängigen  Variabel 
wird  gezeigt,  wie  das  Problem  der  Integration  der  linearen  par- 
tiellen Gleichungen  zurückzuführen  ist  auf  die  Integration  ein( 
Systems  simultaner  Gleichungen  erster  Ordnung  mit  gewöhnliehui  ^ 
Differentialen.     Dann   folgt  die   Integration  der  nicht  lineares 
partiellen  Gleichungen    erster  Ordnung    für  zwei   unabhängige 
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riable,  und  schliesslich  die  Betrachtung  der  Eigenschaften  der 
earen  partiellen  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung 
orles.  21 — 24).  Die  folgenden  3  Vorlesungen  enthalten  die 
Moria  der  Variationsrechnung;  und  zwar  die  Variation  eines 
Qiiimmten  Integrals  ^  die  Bildung  der  Differentialgleichungen 
ir  Bestimmung  der  unbekannten  Functionen  und  Anwendungen 
if  kürzeste  Linien  und  isoperimetrische  Probleme  (Vorl.  25—27). 
I  Folgenden  entwickelt  der  Verfasser  den  Ausdruck  des  Krüm- 
ngsmaasses  'einer  Fläche  durch  die  in  dem  Bogenelement 
fc=  y'  {Edu^  +  2Fdu  do  +  Gdt)^)  enthaltenen  Functionen  £,  F,  G 
li  deren  Ableitungen  nach  u^  v  und  zeigt  die  Unveränderlich- 
st dieses  Eriimmungsmaasses  bei  der  Deformation  der  Fläche; 
ifi  die  Eigenschaften  der  durch  geodätische  Linien  gebildeten 
^en,  und  wendet  die  entwickelten  Methoden  auf  das  Studium 
BfFlächen  zweiter  Ordnung  an  (Vorl.  28-— 30).  Hiermit  schliesst 
fc  Infinitesimalrechnung.  —  Der  Anhang  enthält  die  Elemente 
t  Theorie  der  complexen  Grössen.  Auf  einige  Vorbemerkungen 
ier  arithmetische  und  algebraische  Operationen  überhaupt  folgt 
e  analytische  Darstellung  im  Räume  einer  und  im  Räume 
irier  Dimensionen,  die  Definition  der  sechs  Grundoperationen 
t  complexen  Grössen,  und  das  Fundamentaltheorem  aus  der 
iMfne  der  Gleichungen  (Vorl.  1—4).  Vorl.  5  behandelt  die 
q^cnentialfunctionen,  die  Kreisfunctionen,  die  Logarithmen  und 
9  ^dometrischen  Functionen,  und  Vorl.  6  die  allgemeinen 
Smchaften  der  Functionen  einer  complexen  Variabein.  Hier- 
r  werden  die  Integrale  längs  geschlossener  Linien  behandelt, 
I  Integrale  um  einen  Punkt  und  die  Darstellung  einer  Synec- 
hien Function  als  ein  solches  Integral,  sowie  die  Reihenent- 
Gelang  nach  Cauchy  und  Laurent  (Vorl.  7  u.  8).  Demnächst 
gt  das  Studium  einer  eindeutigen  Function  in  der  Umgebung 
les  Null-  oder  Unendlichkeitspunktes  (Vorl.  9).  Die  letzten 
öi  Vorlesungen  (10—12)  enthalten  die  Reihen  von  Bürmann 
id  Lagrange,  die  Berechnung  der  bestimmten  Integrale  und 
awendungen  der  Theorie  der  complexen  Grössen  auf  die  analy- 
«che  Geometrie.  M. 
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Abel  Souchon.     ifil^ments  de  calcul  diflP6rentiel  et  de 

Calcul  integral.     2  vol.     Paria,  Arthur  Bertrand. 

Der  erste  Band,  die  Differentialrechnung,  zerf&Ut  in  3  BücheiJ 
1)  Frineipes  g^n^raux  du  Calcul  dififörentiel,  2)  Applications  ao» 
lytiques,  3)  Applications  g6om6triques.  Der  zweite  Band,  A 
Integralrechnung,  enthält  5  Bücher:  1)  Frineipes  gön^raoxd 
Calcul  integral,  2)  Applications  g6om6triques  du  Galculint^ 
3)  Integration  des  äquations  diff^rentielles,  4)  Calcul  des  vaä 
tions,  5)  Calcul  des  diflfirences  finies.  Eine  ausftlhrliche 
findet  sich  in  Darboux  Bull.  III.  33—35.  M. 

P.  Gilbert.     Cours  d'analyse  infinitesimale.    Partie  < 

raentaire.    Louvaln,  Reters.    Paris,  Gauthier- Villars. 

Die  Frincipien  der  Infinitesimalrechnung  und   die  gewSkl 

liehen  Anwendungen  auf  Analysis  und  Geometrie  sind  in  dieflei 

Handbuch   mit   grosser  Strenge  entwickelt.     Jedem  Capitd  i 

eine   grosse  Zahl   gut  gewählter  Beispiele   beigefügt.     Ab  i 

sonders    bemerkenswerth    ist    zu    bezeichnen    der    Beweis  m 

Gleichungen 

i.     J^y        d^y         rf'tt  cf*M 

lim — =    —. ,         —. r—    =    — r ; — .  j 

/jix^        da;*'      dxdy        dydx^ 
und  verschiedene  andere  Anwendungen  des  Theorems:  -^s 

dem  mittleren  Werthe  von  -^ ,  z.  B.  auf  die  Untersnehmig  i 

wahren  Werthe  unbestimmter  Ausdrücke.  Endlich  sei  erwtti 
der  Beweis  der  Existenz  des  Integrals  von  Differentialgleichnsgi 
erster  Ordnung,  Der  ganze  Theil,  der  die  Anwendung  derlMl 
rentialrechnung  auf  Geometrie  enthält,  scheint  dem  Berichterstaii 
besser  und  vollständiger  als  in  andern  Handbttchem  von  glei^ 
Umfange.  Mn.  (Wn.) 

F.  Joachimsthal.  Anwendung  der  Differential-  ui 
Integralrechnung  auf  die  allgemeine  Theorie  d 
Flächen  und  der  Linien  doppelter  Krümmung. 

Leipzig.    Teubner. 

Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  3.  A. 
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Th.  Kötteritzsch.      Recension   über  K.  Spitz's   ersten 
Curaus  der  DifiPerential-  und  Integralrechnung. 

Schlömilch  Z..  XYIL  36-38. 
Sielie  F.  d.  M.  lU.  p.  114. 

G.  BooLE.      Calculus    of  finita  differences     2®  ed.  by 

J.  F.  MOULTON.   London.  Macmillan.  8*. 

HL 

iiEBAcq.     Deüx   classes   de   nombres.     Mondes  (2)  xxil. 

308-310. 

Debacq.    Les  infiniment  petits  de  Leibuiz  sont  susceptibles 
d'une  d^finition  pr^cise.    Premiers  principes  du  calcul 

infinitesimal.    Mondes  (2)  XXK.  486-488. 

^      In  einer  der  frtther  besprochenen  Arbeiten  (siehe  F.  d.  M. 
jl  p.  24.  II.  p.  2Ö&)  hatte  der  Verfasser  zwei  Glassen  von  Zahlen 
^gestellt,   näinlich  commensurable  Dnd  incommensnrable.     In 
der  ersien  Note  bespricht  er  Einwürfe  dagegen,  die  er  zum  Theil ' 
ftr  berechtigt  anerkennt,  und  die  ihn  dazu  ftlhren,  diese  Classen 
fob^  zu  bezeichnen  als  Zählen  „exprimable  par  an  monöme 
anthm^tique^  und  „non  exprimable  par  nn  monöme  arithmitiqne.^ 
In  der  zweiten  Note  giebt  er  zunächst  den  am  Schluss  der  ersten 
Tersprochenen  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Reihe  der  Zahlen  mit 
.ttoer  incommensurabeln  Grösse    beginne,   dass  es  also  incom- 
mensnrable Grössen  gebe,    kleiner  als  jede  beliebige  commen- 
nrable.    Sodann  geht  er  zu  dem  Begriff  des  unendlich  Kleinen 
FOD  verschiedener  Ordnung  über,  verweist  jedoch  in  Betreff  der 
Begründung  seiner  Ansichten  auf  seine  im   ersten  Bande  an- 
eftlhrte  Brochüre.  0. 


120  ^I  Abschnitt.    Differential  u.  Integralreebnnng. 

Capitel  2. 

Differentialrechnung.     (Differentiale,    Functionen 
von  Differentialen,  Maxima  und  Minima^ 

E.  CoMBESCURE.     Sur  quelques  points  du  calcul  inverse 
des  diff^rences.  C.  R.  LXXiv.  454-458. 

Versteht  man  unter  der  partiellen  Differenz  J^f  ==  f^  das  In- 
crement  der  Function  /"(a;,,  a?,, ...  a?«)  entsprechend  dem  constantoi 
Increment  Jxi,   so  ist  die  Bedingung,  unter   der  für  gegebene' 
/i»  /jj)  •••  fn  ein  Integral  f  existirt,  dass  für  jede  Combination  (•,;) 

^ifj  =  4fi 
sei,  und  das  vollständige  Integral  lautet: 

wo  der  obere  Index  0,  00,  000, . . .  bezeichnet,  dass  das  erste, 
die  beiden  ersten,  die  3  ersten,  etc.  Argumente  der  Function  ihre 
Anfangswerthe  haben,  wo  ferner  die  Summation  £t  stattfindet  von 
x/^^  an  durch  alle  Vielfachen  des  Increments  Jxi  bis  %,  und 
wo  g>  eine  willkürliche,  nfach  periodische  Function  von  nVariabeb 
ausdrückt  für  die  Periodenlängen  z/a?j,  Jx^,..,  Jxn. 

Eine  zweite  Bemerkung  betrifft  die  von  Laplace  (Theorie 
analytique  des  probabilit^s  p.  80)  integrirte  Gleichung 

(yx+i,x'  —  2ffx,«'.+ y«-MO  —  (ffa?,»'+i — ^Hx^' + Vx^'-i)  =  0. 
Durch  die  Substitution 

x-\-x'        j.     x  —  x* 

geht  sie  über  in 

-    J|J^y  =  0, 
woraus  sich  das  allgemeinste  Integral  ergiebt: 

wo  q>  periodisch   in  Bezug  auf  |,  \p  auf  tj  ist.     Laplace  findet 
nach  seiner  Methode  das  speciellere  Integral 

Die  Gleichung  von  Poisson  (J.  de  V6c.  pol.  cah.  1) 
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WO  Pj  q,  m,  n  Functionen  von  x,  und  y,  =  p^+h  V  =T^>  reducirt 
sich  durch  die  Substitution 

y  =  ze-ß^ 
auf  die  Form 

doch  schreibt  der  Verfasser  dieser  Vereinfachung,  welche  durch 
die  ganze  Rechnung  hindurch  Anwendung  hat,  nur  in  einzelnen 
Fällen  Erfolg  für  die  Lösung  zu.  H. 

F.  J.  Studnicka.   Beiträge  zum  Operation scalcul.  Prag.  Ber. 

1871.  2.  Abth.  39-43. 
Ist  J"»  wie  üblich  das  Zeichen  für  die  Differenzen  m^^^  Ord- 
nung, ah  das  V^  Glied  einer  Zahlenreihe  a^aj...^  so  werden  mit 
Bfflfe  der  symbolischen  Gleichungen: 

J^ttk+i  ==  J'^aj.^l  +  ^);    J^'^^^ak  =  J"'ak  {a—  1) 
folgende  Formeln  abgeleitet: 

2.  J^-^^aj,  ==  J"»(ifc (a-  1)«  =  'S"  (—!)»( nwm«^^^_.^ 

«=n— 1  M  4-y^V 1       t=n— 1 

3.  -S^"*a*+i  =  J'^^an^^^^ i=  -S  zf-*+s  . 

»=ü  ^  t=0 

wo 
.4«-,  =  (-l)-M(?-0-2(?_,)  +  2'(?-3)--  +  C-l)'-^2^^|, 

»=ii  t=«  t=n 

»=ü  i=0  i=ü 

Hr. 
F.  J.  Stüdniöka.     Iiitorno  al  calcolo  delle  operazione. 

BattagUoi  G.  X  76-79. 

Einige  Formeln  aus  der  Differenzenrechnung. 

Fs. 
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P.  GiLLERT.     Sur  Femploi  des  imaginaires  dans  la 
cherche  des  diff^rentielles  d'ordre  quelconque. 

Bull,  de  Belg.  XXXIII.  108-113. 

Der  Verfasser  giebt  folgende  zwei  Beispiele: 

1)  Wenn 

a=a?+ffi,  aj  =  r  cosw,  y  =  r  sinu,  dx=:  q  cos^^^  ^tf  =  Q  sin  * 
so  ist 

=  (— )  •  [cos»  Cy  — w) -ff  sinii(y  — ti)] 

=  dH  |/^t^y»^^3i  rf« arc  ig  —  - 

so 

Hieraus  ergeben  sieh  unmittelbar  die  Ausdrücke  fttr 
dH  y'iH-p  und  d*  arctg  iL. 

X 

Man  gelangt  zu  einer  Entwickelung  dieser  Differential-/ 
drücke  in  Form  eines  Polynoms,  das  nach  Potenzen  von  dx  un< 
geordnet  ist,  wenn  man  ausgeht  von 

d-k  =  (~i)n-il:l±^-^t^ 

2)  Man  setze 

a  ==  ä-f  f/9,«  =  oj-f  ty,  a  +  a?  =  r  cosw,  /?+y  =  ^  sini# 
in^er  Formel 

setze  dann  die  reellen  und  imaginären  Theile  flir  sich  gleicb 
gelangt  man  zu  bemerkenswerthen  Formeln,  namentlich  für 
gende  Fälle: 

1)  «  =  /9  =  0,  a?  =  1, 

2)  er  =  /9  =  1,  y  =  — a;,  m  =  n. 

3)  »1  =  2«,  ö  =  /?  =  1,  y  =  — a>* 

Man  kann  das  zweite  Glied  der  allgemeinen  Formel  e 
falls  nach  Potenzen  von  dx  und  dy  ordneB, 

Mn.  (Wn.> 
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E.  Hess«     Zur  Theorie  der  Vertauschung  der  unabhän- 
gigen Variabein.  Sckiömiiok  z.  xvii.  1-12.- 

Zur  Lösang  des  Problems,  aus  gegebenen  Functionen 
y  =  qp(aO  und  F(^y)  =  f(<pa?)  =  f(^x) 
die  fi*«  Ableitung  F^(af)  durch  die  Derivirten  von  f(x)  und  tp(ic) 
auszudrücken,   benutzt  man   bekanntlich    das   System    linearer 
[     Gleichungen 

l  (A  =  Xh,1    Fi+-X»,2    F^+Xn^    F^ -{"*•+ Xn,H~^t  Fn-'l'\'Xn,n  Fn, 

I       WO 


/•i  = 


d^x) 


wd   wenn  die  Derivirten  von  9>(a;)  analog    mit  ^r  bezeichnet 
werden, 

^•=T:Fä7:i'(.')('i:'')-r''-f-"'W-'- 

Man  vergleiche  die  Arbeiten  von  Koppe,  U.  Meyer  und 
1  Schlömilch  (Vorlesungen  über  einzelne  Theile  der  höheren  Ana- 
'7818).  Herr  Hess  stellt  nun  aus  dem  System  1)  Fn  in  Form 
cäoer  Determinante  dar  und  verwandelt,  mit  Hülfe  einer  für  die 
^«,<  gewonnenen  ßecursionsformel,  die  Elemente  dieser  Determi- 
^^^xxte  80,  dass  in  jeder  Colonne  aufeinanderfolgend  nur  die  in 
'^stimmte  Zahlencoefficienten  multiplicirten  Derivirten  y^,  %,'•* 
ttbrig  bleiben ,  und  so  schUesslieh  eine  äusserst  einfach  aus  den 
Elementen  qp«  und  fn  gebildete  Determinante  resultirt.  Zum 
^Uiiflse  wird  diese  Lösung  angewendet  auf  die  Darstellung  der 
^^MndtatencoelficieQten  positiver  Exponenten  durcii  Determinanten, 
^nd  auf  die  Darstellung  der  Coefficienten  der  BUrmannn'scfaen 
^^i  Lagrange'schen  Reihe.  M. 

^*  LiPSCHiTz.  Entwickelung  eines  Zusammenhanges 
^v^ischen  den  quadratischen  Formen  von  n  Differen- 
tialen und  den  Aberschen  Transcendenten.  Borchardt  J. 

laXXIV.  160-171. 

Si^he  AiMrchn.  VU.  Cap.  2. 
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W.  Denzler.  Ueber  die  Zerlegung  echt  gebrochener 
Functionen  in  Partialbrüche.    Wolf  Z.  TH.  282-293. 

0. 

B.  WiLLiAMSON.  Conditions  for  a  maximum  or  a  mini- 
mum  in  a  function  of  any  number  of  variables. 

Quart.  J.  XII.  48-51. 

Cly. 

C.  J.  M.  Wehlen.  Om  functioners  af  en  obervende 
variabel  maxima  och  minima.   Stockholm. 

Elementare  Untersuchung.  Bg. 

A.  RüTGERs.  Dissertatie  over  diflFerentialen  van  gebroken 
orde  en  haar  gebruik  by  de  afleiding  van  bepaalde 
integralen. 

A.  RüTGERS.      Sur   les    diflPörentielles    k    indices    quel- 

COnques.   Arch.  Neerl.  VII.  27-37. 
Von   diesen   beiden  Arbeiten   war   nur  die  zweite,  die  ein 
Auszug  der  ersten  ist,  dem  Referenten  zugänglich.    Der  Verfasser 
giebt  darin  verschiedene  Anwendungen  der  folgenden  von  Liouville 
aufgestellten  Formeln: 

0 

DJ'  y^«»  dy  =  fojoer'i'dy;  DPQir^)  =  (^l^-^^^ar-C+p?- 

0  0  ^      ^ 

Darin  ist  p  eine  beliebige  positive  Zahl.  Hieraus  findet  def 
Verfasser  verschiedene  bemerkenswerthe  bestimmte  Integrale^ 
indem  er 

y  =.  X—- r 

setzte  und  successive  als  Grenzen  nimmt 

0  und  s,  0  und  1,-1  und  +  1. 
Sodann  wird  die  Formel  bewiesen 

D-*y  dx"'  =  1>-C»+«)  D^y  cfe-('+«>, 
und  auch  von  dieser  werden  Anwendungen  auf  bestimmte  In- 
tegrale gemacht.  Müi  (Wii.) 
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J.  W.  L.  Glaisher.   Solution  of  question  3520.  Educ.  Times 

XVI.  93. 


Beweis,  dass 

\rdT)  "   ^^n^-^J-, 


P 


Hi. 


J.  J.  Walker.   Solution  of  question  3542  (by  A.  Hanion), 

Educ.  Times  XVII.  29-30. 

Die  Normale  zu  finden,   welche  den  kleinsten  Bogen  von 
einem  Kegelschnitt  abschneidet.  Hi. 

J.  J.  Walker,    A.  G.  Carr  and  Laverty.    Solution  of 
question  3564  (by  Cayley).  Educ.  Times  xvii.  72  73. 

Den  kleinsten  Kreis    zu    bestimmen,    der   drei    gegebene 
Punkte  einschliesst.  Hi. 
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Integralrechnung. 

Ch.  Hermite.      Sur    Tint^gration    des    fonctions   ration- 

nelles.    Nouv.  Ann.  (2)  XI.  145-149. 

Ch.  Hermite.    Sur  Tintdgration  des  fractions  rationnelles. 

Ann.  de  l'fic.  Norm.  (2)  I.  215-218. 
Von  dem  Integrale  einer  rationalen  gebrochenen  Function 

■   '/  ^-  kann  man  den  algebraischen  Theil  erhalten,  ohne  die 
F(x) 

Gleichung  FQx)  =  0  in  ihre  Wurzeln  aufzulösen. 

Man  bringe  FQc)  auf  die  Form: 

so  dass  die  Gleichung  A*JB...L  =  0  nur  einfache  Wurzeln  hat, 
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so  wird 

!l^  =  _L.+ 4L +  ...  +  . 


wo  P,Qy'"S  ganze  Functionen  sind.  GenUgen  nun  die  Polynome 
G  und  H  der  Gleichung 

so  werden  zwei  Reihen  von  Polynomen: 

V,   »,  ...Va-l,   P,  Pj,...P„ 

durch  die  recurrenten  Gleichungen 

p.+x  =  eP.-AU-i''.    '-O'-i'^...«-! 

bestimmt,  worin  die  Polynome  Oo'Ouöj  •••  ganz  willkürlich  sind. 
Damit  folgt  durch  Elimination  von  G  und  H 

und  durch  Summirung  von  i  =^  0  bis  t  =  a — 1: 

WO 

»  =  v„  +  ilv,  +  ilV,  4- ...  +  4«-'v„_i 
ist,  SO  dass  -^  der  algebraische  Theüdes  Integrals 

ist. 

Bei  der  Berechnung  des  Integrals 

dx 

nach  der  beschriebenen  Methode   werden  die  willkürlichen  Q 
sämmtlieh  gleich  Null  gesetzt.  Hr. 

G.    ZoLOTAREFF.       Sur    la    in^thode    d'int%i:atiojQ.  de 

M.  Tch^byclief.     Clebsch  Ann.  V.  560-58J. 
Tchöbyohef  hat  im  Bull,  de  FAcadämie  de  St.  P^rslmuf 


f— 
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«  1860  (siehe  auch  LiouTille  J.  1864  p.  225)  eine  Integrations- 
sthode  für  das  Differential 

(jx  +  A^dx) 

üie  Beweis  veröffentlicht,  nach  der  man  für  den  Fall,  dass  das 
tegral  sich  für  einen  gewissen  Werth  von  A  in  endlicher  Form 
irstellen  lässt^  den  geschlossenen  Ausdruck  des  Integrals  finden, 
i  andern  Falle  die  Unmöglichkeit  eines  solchen  Ausdruckes  für 
iden  Werth  von  A  erkennen  kann,  aßyd  bedeuten  rationale 
ahlen.    Das  vorgeschriebene  Verfahren  bestand  in  Folgendem: 

1)  Reduction  des  Differentials  auf  die  Form 

(g  +  g)dg 

2)  Prüfung,  ob  der  Radikand  zerlegbar  ist  in  (a'  +  p») 
.5'-l-ri5 -{-«),  so  dass  «Cp*— pr+«)  gleich  einer  Quadratzahl  ist, 
und  wenigstens  eine  der  Ungleichheiten  stattfindet: 

pr  — 2«>0,  4«  — r'>0. 

3)  Wenn  dies  der  Fall  und  p  nicht  =  r,  dann  weitere  Re- 
luction  des  Differentials  durch  die  Substitution 

Cp-0(«'+pg)^ 
(r-p)«  +  « 
nd  Wiederholung  dieses  Verfahrens,  falls  die  Bedingungen  in 
')  erflillt  bleiben,  bis  p»  =  r,.    In  diesem  Falle  gelangt  man  un- 
littelbar  fttr  einen  gewissen  Werth  von  A  zum  gesuchten  end- 
3hen  Ausdruck  in  logarithmischer  Form. 

4)  Im  entgegengesetzten  Falle  gelangt  man  zu  einem  Diffe- 
Qtialausdruck^  in  welchem  die  Bedingungen  2)  nicht  mehr 
tnmtlich  erfüllt  sind;    man  geht  alsdann  von  dem  Differential 

(g+g)dg 


l^»I  +  W+«»i»?  +  ^»i 
er,  wo  /j  ntj  n^  aus  l  m  n  nach  bestimmten  Formeln  berech- 
t  werden,  und  durch  successive  Anwendung  derselben  Formeln 
einem  Differential  derselben  Form  mit  den  Zahlen  (u  ^fi  n^,^ 


V 
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bis  man  entweder  für  diese  Zahlen  zu  Brüchen  gelangt  oder  bis 
zum  Eintritt  der  Gleichheiten  Z^+y  =  /^,  m^u^v  =  w^»  *»^+y  =  V 
Der  erste  Fall  bietet  das  Criterium  für  die  Unmöglichkeit  eines 
endlichen  Ausdruckes  für  irgend  einen  Werth  von  A^  im  2**"  Falle 
wird  der  gesuchte  Ausdruck  angegeben.  Die  Anzahl  der  auf- 
einander folgenden  Systeme  Imn  überschreitet  nicht  die  Anzahl 
der  ganzen  Lösungen  gewisser  Gleichungen,  von  der  Herr 
Tch^bychef  beweist,  dass  sie  begrenzt  ist.  Herr  Zolotareff 
liefert  nun  für  die  Methode  des  Herrn  Tch^bychef  einen  aus- 
führlichen Beweis,  dessen  Hauptmomente  hier  nur  angedeutet 
werden  können.  Zunächst  wird  die  Jacobi'sche  Gleichung 
(Werke  Bd.  III.) 

0  =  Qax'  +  2bx  4-  c)  ä'+  2  (a'a?'  +  2b'x  +0)5  +  {a''x'  +  2b"x  +  c") 
dazu  benutzt,  um  durch  passende  Bestimmung  der  Coefficienten 
sowohl  die  vorgeschriebene  Reduction  in  1)  als  die  in  4)  ausia- 
führen,  und  somit  zu  den  von  Herrn  Tch^bychef  angegebenes 
Recursionsformeln  für  die  Systeme  Imn  zw  gelangen.  Alsdann 
wird  nachgewiesen,  dass  das  Stattfinden  der  Bedingungen  in  3) 
mit  dem  Grade  k  der  Function  P  in  der  Gleichung 


I 


/ 


^g^      =  log  [P+  Q  ]/RW]  +  const. 


zusammenhängt,  wo  P  und  Q  der  Gleichung  f  — 0'Ä(«)=«| 
genügen,  und  P  so  gewählt  ist,  dass  es  den  kleinst  mögliche) 
Grad  hat.  k  ist  nur  dann  grade,  wenn  die  Bedingungen  in  2)J 
erfüllt  sind,  und  die  in  3)  vorgeschriebenen  Substitutionen  be^i 
wirken,  wofern  nicht  im  Verlauf  pt  =  r,  wird,  dass  das  frj 
tegral    auf    ein    anderes    reducirt   wird^    welches    sich    dardtl 

log[P'  +  0'|/(ßa)]  ausdrückt,  wo  der  Grad  von  F  ungrade  vL\ 
Endlich  wird  der  Beweis  für  die  Periodicität  der  Systeme  l^  m^t 
sowie  dafür,  dass  If/nii^ni^  ganz  sind,  wenn  l^  m^  n^  ganz  sind,  im  FaUe, ' 
dass  der  endliche  Ausdruck  für  das  Integral  existirt,  mit  Hülfe  der  ^ 
Relationen  geflihrt,  welche  zwischen  den  Grössen  ö^+i  ö'^^.!  ö%+i 
und  dju  &fi  ö%  bestehen,  wo  d^  d'^  ö"^  die  Wurzeln  der  Gleichung: 
«^+  ifii^^L  +»*^»^  +  «^  =  0  bedeuten,  indem  die  Verhältnisse  der- 
selben in  elliptischen  Functionen  ausgedrückt  werden,  deren  Modil 
von  fi  unabhängig,  und  deren  Argument  2^a  ist.  Hr« 


■ 
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Ch.  Hermite.     Sur  Tint^gration  des  fonctions  circulaires. 

Proc.  of  L.  M.  S.  IV,  164-175. 
Bezieht  sich  auf  die  Form 


m 


ff(cosXj  sin  x)  dx, 

fo  f  eine  rationale  Function  bezeichnet. 

Cly.  (0.) 

G.MiNCHiN.     Elementary  demonstration  of  a  fundamen- 
tal theorem.    Quart.  J.  XII.  172-175. 

Der  Satz  betrifft  die    Transformation    eines   Products   von 
Differentialen  dx^  dx^  ...  dxn  in  einem  vielfachen  Integral. 

Cly.  (0.) 

H.  SoLiN.     Ueber  graphische  Integration.   Prag.  Abh.  (6)  v. 

Es  ist  eine  Curve  gegeben,  deren  auf  ein   rechtwinkliges 
Cwrdinatensystem  bezogene  Gleichung  y'  =  f*  (x)  sei.     Es  soll 
f  üeCarve  gezeichnet  werden,  der  die  Integralgleichung  y  =  f(x) 
■  Spricht.      Man   theile   die   Curve   in   eine  Anzahl   so  kleiner 
r  Bogen,   dass    man  dieselben  mit   genügender   Annäherung   als 
Gerade  betrachten  kann.     Die  Abscissen  der  Endpunkte  dieser 
^gen  leien  om,  om^ . . . ,  die  der  zugehörigen  Ordinaten  on',  on\ . . . 
Jit  fcmer  o'  ein  Punkt  auf  der  ojAxe   mit   der  Abscisse  —  1, 
4um  bestimmen  die  Strahlen  oW,  &n\...  die  Tangentenrichtungen 
in  denjenigen  Punkten  der  Integralcurve,  deren  Abscissen  bezüg- 
lich om^  om^...  sind.     Da  nun  die  innerhalb  je  zweier  aufein- 
anderfolgender Ordinaten   enthaltenen  Bogen   der  Integralcurve 
in  Folge  obiger  Voraussetzung  als  Parabelstticke  betrachtet  wer- 
den können,  deren  Axe  die  Richtung  der  Ordinaten  hat,  so  wird 
lie  Projection  des  Durchschnittspunkts  zweier  aufeinanderfolgen- 
ler  Tangenten  auf  der  rrAxe  in  der  Mitte  zwischen  den  Projec- 
ionen  der  Berührungspunkte  liegen.     Auf  diesem  Wege  erhält 
aan,   nachdem  noch  der  Wahl  der  Constante  entsprechend  zur 
Lbscisse  om   die  zugehörige  Ordinate  on  angenommen  ist,  als 
•pproximative  Darstellung  der  Integralcurve  ein  derselben  um- 

ForUchr.  d.  Math.  IV.  1.  9 
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schriebenes  Polygon,  auf  dessen  Seiten  die  Berührungspunkte 
verzeichnet  sind.  Die  Punkte  der  Curve ,  flir  welche  f  (po)  un- 
endlich wird,  lassen  sich  hierbei  nicht  erreichen.    Der  Verfasser 

giebt  hiemach  die  graphische  Darstellung  von/ dx.     Ist 

y*  =  (p  (x,y)  gegeben,  so  wird  eine  Reihe  J)enachbarter  Werthe 
y  =  A,  j/'  =  Aj  •••  angenommen,  wodurch  die  Curvenschaar 
rpCx^y)  =:  h,  (p  (x,y)  =  A^  -••  erhalten  wird,  in  deren  Schnitt- 
punkten mit  der  Integralcurve  die  Tangenten  der  letzteren  mit 
den  Strahlen  oW,  oW,  •••  gleiche  Richtung  haben,  wenn  w',n',- 
die  Endpunkte  der  auf  der  Ordinatenaxe  vom  Anfangspunkte 
abgetragenen  Strecken  A,Äi--«  bedeuten,  und  o'  der  oben  bezeich-^ 
nete  Punkt  ist.  Betreffs  der  Lage  des  Durchschnittspunktes  di 
aufeinanderfolgenden  Tangenten  wird,  mehr  nach  Analogie 
dem  vorhergehenden  Fall  als  auf  Grund  analytischer  Betrach- 
tungen, angenommen,  dass  er  in  der  Mitte  der  Strecke  sich  be- 
finde, welche  auf  der  einen  Tangente  von  zwei  benachbarten 
Curven  qp  abgeschnitten  wird.  Ist  ein  Punkt  der  Integral 
gegeben,  so  hat  man  durch  ihn  eine  Curve  (p  zu  ziehen  und  vi 
ihm  als  Berührungspunkt  ausgehend,  die  Lage  der  einen  Ti 
gente  zu  verzeichnen,  wodurch  dann  die  der  übrigen  mit  bestii 
ist,  und  man  erhält  so  ein  Polygon  als  approximative  Di 
lung  eines  particulären  Integrals.  Die  Gesammtheit  der  Pol 
gone,  die  man  erhält,  wenn  man  von  allen  Punkten  einer  Gm 
(p  ausgeht,  stellt  approximativ  das  allgemeine  Integral  dar. 
Es  folgt  dann  die  graphische  Integration  von 
dz  =  Mdx-\-Ndy 

für   den  Fall  der  Integrabilität;    sie   wird  unmittelbar  auf  die! 
vorhergehende  Lösung  zurückgeführt.  Hr, 

DüPREZ.      L'int^grateur.    Mondes  (2)  XXVII.  10-12. 

Siehe  F.  d.  M.  III.  123.  O, 

J.  W.  L.  Glaisher   and   J.  J.  Walker.       Solution   of 
question  3600    (by  W.  Eoberts).   Educ.  Times  XVII.  42. 


Wenn 


80  ist 
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Capitel  4. 
Bestimmte  Integrale. 

0.  ScHLöMiLCH.     Ueber    einige  Integrationen  längs  ge- 
schlossener Wege.   Schlömilch  Z.  XVII.  347-350. 

Das  Integral     / — ^  ^'_^    wird  längs   des  ürafanges  eines 

;4cr  beiden  Kechtecke  mit  den  Eckpunkten  o,  a,  a+bi,  +6t,  ge- 
iiommen,  der  Punkt  o  jedoch  durch  einen  um  ihn  mit  dem  Radius  r 
begehriebenen  Quadranten  ausgeschlossen.  Unter  der  Voraus- 
«feung,  dass  F  (»)  innerhalb  und  auf  dem  Umfang  beider  durch 
die  positive  aj-Axe  getrennten  Rechtecke  synektisch  bleibt,  und 
b'<«'  ist,  wird  der  Werth  obigen  Integrals  gleich  Null.  Die 
iiwfthrang  der  Integration  ergiebt  für  ein  verschwindendes  r 
dne  von  r  unabhängige  Gleichung,  welche  dahin  specialisirt 
wird,  dass 

gesetzt,  und  F  der  Bedingung  unterworfen  wird,  dass 
lim  {e-(«+»'y)F(a  +  «y)}  =  0,  für  a  =  oo. 

He  Substitutionen  FC»)  =  e-*^  und  FC»)  =  e-**'  führen  zu  fei- 
lenden Formeln: 

0  0 
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und 

0  ' 

Aus  der  ersten  wird  noch  unmittelbar  die  Formel 
r^T^^dt^   ,,",,,  -1<A<1 

abgeleitet  und  daran  ein  neuer  Beweis  für  die  Formel 
r"^  a^'^  dx  _        n 
J        1  +  a;     ""    sin/Ei^i 
geknfipft.  Hr. 

D.  ßiERENS  DE  Haan.     Over  eenige  nieuwe  herleidings- 
formulen  bij  de  theorie  van  bepaalde  integralen. 

Verh.  V.  Amst.  1871.  4-64. 

Die  Arbeit  enthält  zahlreiche  Resultate  hinsichtlich  der 
Theorie  der  bestimmten  Integrale.  Dieselben  werden  abgeleitet 
durch  die  Beihenentwickelung  eines  unter  dem  Integrationszeichen 
stehenden  Factors.    Es  sei 

a  a 

f^  (x)  =  £  An  sin  nsx,  f^  (x)  =:  B^  -\-  2  Bn  cos  nsx^ 

c  c 

/;  (x)  =  2Cm  sin  mto,  f^  (a?)  =  D^+JSDm  cos  mto, 
1  I 

so  kann  man 

p  p      ^ 

durch  ziemlich  einfache  Integrale  ausdrücken,  die  unter  dem  In- 
tegrationszeichen nur  (p  (x)  dx  multiplicirt  mit  einem  Sinus  odef 
Cosinus  enthalten.    Die  Formeln  enthalten  nur  einfache  Reihen, 

wenn 

/;(a?)  =  sin(iiir),  f^(x)  =  cos(i*a?) 

ist.  Der  zweite  Paragraph  enthält  zunächst  die  speciellen  Fo^ 
melU;  die  man  erhält  für 

P  =  0,  9  =  c»,  9  (a?)  =      ,  ^    ,    oder  —f^^- 
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Die  „Nouvelles  Tables  dlnt^grales  d^finies"  des  Verfassers  geben 
in  diesem  Falle  die  Httlfsformeln  über  bestimmte  Integrale,  die 
man  anzuwenden  hat^  und  man  gelangt  so  zu  einer  grossen  Zahl 
sehr    allgemeiner  Resultate,   wenn  man  nur  vorsichtig  verfährt, 

nnd  gewisse  Ausdrücke,  die  unbestimmt  werden,  vermeidet.    Es 

wird  speciell  gesetzt 

->->.__  rsin^a?  r  r  ^  —  ^~^' 


l-.2rcos«aj  +  r^  '     '^^^  l-2r  coSÄa:  +  r' 

/>rx^-  (l-O  ^^Qs3a? 
/3W        i-2rcoSÄaj  +  r' 

In  diesem  Falle  sind  die  Reihen  unendlich.  Die  so  gefun- 
denen Integrale  können  dann  noch  viel  allgemeinere  ergeben, 
wenn  man  einen  sinus  eines  Vielfachen  von  x  durch  f^  (x),  einen 
Cosinus  durch  f^  (x)  ersetzt,  was  auf  eine  Summation  der  Terme 
Wnausläuft,  die  in  endlicher  oder  unendlicher  Zahl  vorhanden 
fflnd.  Der  dritte  Paragraph  enthält  Anwendungen  auf  folgende 
mie: 

fs  C^)  =  \P  cos-yj    sin-^,  f,  (a?)  =  (2  cos  —)  cos  -y- , 

'  f  r  ^  —  ^  ^^^  ^^  ^  ^^^*  ^^^  ^^  "^  1)  to  +  ^^+'  sin  clx 

A3  W  —  iZIgw  cos te+V  ' 

.  .  _  1— Mcosto  — M<^+*  cos(o  +  l)  to4- w''^^  coscto 
A  W  —  1  — 2wcosto  +  M' 

Um  hier  nur  eine  Idee  von  den  Resultaten  des  Verfassers 
zu  geben,  erwähnen  wir  folgende  Formel: 


/ 


'"^                  sinaa?sin«ir             qdx 
cos'^a;-; — ^ .  ^a    -^ 


1  —  2r  cos  sx  +  r'     g' 
n  r  —  cos  q$ 


cos  «5'  sina^f; 


2      1  — 2r  cosq'Ä  +  r' 
hier  darf  man  2  a  höchstens  gleich  s  nehmen.  Mn.  (Wn.) 

J.  W.  L.  Glaisher.      On    the    reduction   of  luuctional 

transcendents.      Messenger  (2)  I.  153-163. 

Fortsetzung  von  des  Verfassers  Arbeit:    „On  a  theorem  in 
definite   Integration   (Quart.  J.  X.  347  356.,    F.  d.  M.  IL  151). 
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Sie  bezieht  sich  hauptsächlich  auf  Boole's  Satz  in  den  ^PhiL 
Trans."  für  1857.  Der  Zweck  der  Arbeit  wird  am  Besten  aus 
einigen  speciellen  Besultaten  ersehen.  Bezeichnet  man  mit  f  em 
allgemeines  Functionssymbol  und  mit  coth  die  hyperbolische 
Cotangente,  so  ist: 

ric-^d.=icothar4?^-. 

J       a  -{-x  a  J        M^'coth  M 

— W  —00 

Giebt  man  dem  f  specielle  Formen,  so  hat  man 
J         a'j^x'     ''^~'   2a^ 

0 

/«>  ß— c«  cot»«  -Z^" 


wo 


e-*'  da?,  etc. 


Eine  Eigenthümlichkeit  einiger  der  erhaltenen  Integrale  ist 
es,  dass  die  Function  unter  dem  Functionszeichen  ihre  Form  mit 
den  Grenzen  verändert,  tlber  die  sich  die  Integration  erstreckt: 
daher  ist  das  Resultat 

J    fi^'-j=^  cot  j/^)  dx  =y    /•(»)  dt? 

ein  Satz  für  die  Vergleichung  der  Tranßcendenten: 

/  f(x-^  cot  ix)  dx  +   Pf  f-  j;  +  4=  coth  ^/x\  dx 

=  y*  f(P)  dv  +/""  /•(-«)  dv. 

0  ü 

Glr.  (0.) 
R.  Pendlebury.     On  the  Squares  of  transcendents. 

Messenger  (2)  I.  131-135. 

Das  Product  zweier  bestimmter  Integrale  wird  in  einzelnen 

Fällen  als  ein  einfaches  bestimmtes  Integral  in  folgender  Weise 

ausgedruckt.    Das  Product  der  Integrale  wird  als  Doppelintegral 

ausgedrückt  und  dann  dies  Doppelintegral  transformirt,   iiidem 
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man  a?  =  r  cosö,  y  =  r  sinö  setzt  und  eine  der  Integrationen 
ausführt,  womit  es  dann  also  auf  ein  einfaches  Integral  reducirt 
ist:  z.  B. 


wo 


Erfa  =    f    e-"' 


dx- 

Glr.  (0.) 

\  J.   W.   L.   Glaisher.      On    Fourier's    (double   integral) 

theorem.     Messenger  (2)  II.  20-25. 
Fourier's  Satz,  dass 
\  (p(^x)=  —    /     /     dadu  cosM(a — x)  t>tp(a)^ 

j  — ao       0 

.1  wird  in  einer  Art  bewiesen,  analog  derjenigen,  die  Boole  im 
li  21.  Bande  der  „Irish  Transactions"  benutzt  hat.  Nur  geht  der 
n(  Verfasser  von  der  discontinuirlichen  Function 

aus,  statt  von 


tg 


-1 


a— jj 


k 

Dies  vereinfacht  die  Ableitung.    Der  Verfasser  schliesst  mit  Be- 
merkungen über  andere  Beweise  desselben  Satzes. 

Gb-.  (0.) 

H.   Fbombeck.     lieber  Fourier'sche  Integrale  und  Ana- 
logien derselben.  Wien.  Ber.  LXV.  133-189. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  lediglich  mit  bestimmten  In- 
tegralen, welche  wegen  Discontinuität  des  Differentialfactors 
sinnlos  werden,  deren  Werth  demungeachtet  nach  einem  angeb- 
lichen Princip  der  „Aequivalenz  des  Unendlichkleinen"  (sowie 
des  Unendlichgrossen)  ermittelt  wird,  wobei  denn  die  antiquirte 
Definition    des  Hauptwerthes   eines   discontinuirlichen  Integrals 
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^die  einzig  annehmbare  und  richtige  Definition  des  letzteren  selbdt** 
sein  soll.    Also 


/+»  dx 
p  dx   _   p  dx       p 

J     X   "~y     X     ./ 


—6 

und  zwar  so  bewiesen: 

"^  dx 
X     ' 

—  6  ü  U 

aber 

oo  —  oo  =  0, 
diese  Aequivalenz  ein  „noth  wendiges  Princip  der  Integralrechnung." 
Indem  wir  auf  ein  weiteres  Eingehen  verzichten,  bemerken  wir 
noch,  dass  die  meisten  Formeln  der  sehr  formelreichen  Abhand-j 
lung  aus  der  offenbar  falschen  Gleichung: 

lim  Z''  ^21^  jr(^)  d^  =  0,  A*  =  « 

a 

abgeleitet  werden,  welche  fttr  alle  reellen  a  und  ß  sowohl,  wie 
für  irgend  welche  beliebige  Functionen  F(&)  gelten  soll. 

Hr 

W.  Walton.     On  the  evaluatiou  of  the  definite  integral 

/«    af'^^dx 
-^ri 1  where  a  <1.    Quart  J.  XII.  39-40. 
1  +  0? 

Die  Untersuchung  geschieht  unabhängig  von  anderen 
taten   über   bestimmte  Integrale  und  enthält  sich  des  Gebräu 
imaginärer  Grössen.  Cly.  (O.) 

J.  W.  L.  Glaisher.     Note  on  certain  definite  integrakl 

Quart  J.  XII.  165-167. 

Bezieht  sich  auf  das  Integral 

/""  x^^dx 
1+x 
ü  ' 

und  andere  Formeln  in  der  obigen  Arbeit  von  Walton.  (Quart  J. 
Xn.  39.)  Cly.  (O.) 

W.  Walton.     On  the  evaljiation   of  a  pair  of  definite 

Integrals.  Quart  J.  XII.  181-184 
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Diese  sind 

/"«-'-5)ri(.-+^).i..h. 

Cly,  (0.) 

W.    Walton.     On  the  evaluation  of  the  integral 

y—: — TT dx,  wnere  m  is  >0  and  <1. 

^        (l+a?)loga; 

Quart.  J.  XII.  184-185. 

Cly. 

J.  W.  L.  Glaisher.     Notes  on  definite  integrals. 

Messenger  (2)  II.  71-79. 
Die  Koten  beziehen  sich  hauptsächlich  auf  die  drei  Integrale: 

ß-a'«»   cog  Ifx  dX  =    =  C~  4^' 

(III.)     y~,— ^rf.=^e-2»^-, 

ü 

auf  die  Art  ihrer  Auswerthung  und  ihre  Discontinuitäten.  Das 
Integral  IL  wird  aus  I.  durch  Differentiation  nach  a'  abgeleitet, 
indem  ^, 

wenn  n  unendlich  ist.  Zum  Schluss  wird  ein  elementarer  Be- 
weis des  Boole-Cauchy'schen  Satzes  gegeben,  dass  nämlich 

y^a:^i^(x^±')dx 

m^o  1-2-3--       <i-m)  J      ^^^ 

Glr.  (0.) 

E.  Catalan.     Nöte  sur  une  formule  de  Mr.  Botesu  de 

Jassy   (Romnanie).  Bull,  do  Belg.  XXXIV.  424-428. 
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1.  Die  kleine  Arbeit  enthält  verschiedene  bemerkenswerthe 
Resultate  über  bestimmte  Integrale.  Man  erhält  dieselben,  indem 
man  von  folgender  Formel  des  Herrn  Botesu  ausgeht: 

n  +  Ä      .  ^      t  2P+'(2w+l)...(2»  +  P-l) 
Benutzt  werden  ferner  folgende  bekannte  Formeln,  worin  C 
die  Euler'sche  Constante  bezeichnet  und  (p  (oo)  =  0  ist. 

l  +  i  +  -  +  -^  =ln  +  cp(n)  +  a 

(1.)      <p(«)  =  t/(t?:^ +  ¥)*""*"• 

ü 

2.  Man  findet  leicht,  wenn  F  (5)  =  g-}-g'  + j*  +  <jf®-f  ••• 

ü  '  U  *    ^ 

(2.)      £,  y,  +  £»  <)P.  +£, «JP,  +  -  =  y  T^  t/"(9)  -  V (9)] . 

(J 
WO 

f{q)  =  £,  F((/)  +  £,  F  ((,0  +  £,  F  (g^  +  ... 

Hier  ist  En  der  Ueberschuss  der  Zahl  der  Theiler  von  n  von 
der  Form  4wi+l  über  die  Zahl  der  Theiler  von  der  Form 
4»»— 1.  In  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  wird  be- 
wiesen, dass 

Die  Formel  (1)  giebt  eine  andere  Formel  fftr  E^  y^  +£5  9^5  +  ••  -, 
die,  mit  der  vorhergehenden  combinirt,  auf  die  merkwürdige  Re- 
lation führt: 

3.  Aus  der  Relation  (1)  und  der  bekannten  Entwickelung 
von  a-^  — (e«—  l)-i  leitet  man,  wenn  man  x  =  c-«  setzt,  ab: 
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Der  erste  dieser  Werthe,  dem  ursprünglichen  Ausdruck  fttr 
<p  (n)  gleichgesetzt,  führt  auf  folgendes  bestiipmte  Integral : 
r"^   tdt    r         1 1 1 

0       .  ' 

^ 1 

8«(w+l)(2w+l)  * 
Diese  Note  von  Catalan  bezieht  sich  auf  seine  Untersuchungen 
über  Ö-Functionen:  „Recherches  sur  quelques  produits  indöfinis" 
in  den  Memoiren  der  Brüsseler  Academie.  Mn.  (Wn.) 

i  G.  F.  W.  B.«H».     Sur  le,  .•«  de,  ^ations 

cos  {x  cos  w)  dw  =  0,     /cos  (a?  cos  w)  sin  'w  dw  =  0. 
0  0 

Arch.  Neerl.  VII.  351-358,  Verel.  en  Mededeel.  (2)  1872.  325-333. 

Setzt  man  o;  cos  a>  =  is  und  zerlegt  das  Integral  in  mehrere 
andere,  bei  denen  das  Intervall  der  Grenzen  —  ist,  so  findet 
man,  dass  die  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  die  Form  haben 
«;i+d-  — ,  die  der  zweiten  die  Form  w^-f- (1  +  ^)  17«  Darin 
bezeichnet  n  eine  ganze  Zahl,  0  eine  Zahl  zwischen  0  und  1. 
Das  erste  Glied  y  der  ersten  Gleichung  genügt  der  Differential- 

{  gleichung  y"  +  y^'X     +  y  =  0.      Für  a;  =  00  ist  y  =  cos  00. 
DarauB  folgt,  dass  0  mit  —  unbegrenzt  abnimmt.      Mn.  (Wn.) 

A.   Cayley.     Note  on  the  Integrals 

/OD  /^OO 

COS  x^  dx    and     /gin  x^  dx. 
0  ü 

Quart  J.  XII.  118-126. 

Walton  hat  diese  Integrale  nach  einer  Methode  untersucht, 
die  der  von  Laplace  für  das  Integral 

/e-^'  dx 

(a1}hängig  von  der  Gleichheit 

/^-^'-y'  dx dy  =  ff  rc ''  dr dO) 
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analog  ist,  und   ist  dabei  zu  dem  Schluss  gekommen,  dass  die 

Integrale  entweder  ihre  berechneten  Werthe  nedes     ,—  )  haben, 

woraus  dann  sin  oo  =  0,  cos  oo  ==  0  folgt,  oder  statt  dessen  un- 
bestimmt sind. 

Der  Verfasser  beweist,  dass  hier  in  der  Untersuchung  ein 
Fehler  vorliegt.  In  dem  Analogon  zu  der  Gleichheit  von  Laplace, 
nämlich 

WO  auf  der  linken  Seite  —  c»,  -f  <^  die  Grenzen  für  die  Varia- 
bein sind,  ist  es  auf  der  rechten  Seite  nicht  zulässig,  die  Gren- 
zen 0  =  0,  0  =  2n  und  r  =2  0,  r  =  oo  zu  nehmen.  Die  rechta^i 
Seite  ist  allerdings  ein  Integral,  über  die  Fläche  einer  geschlos- 
senen Curve  ausgedehnt,  welche  zuletzt  unendlich  wird,  aber  d« 
Werth  des  Integrals  hängt  von  der  Form  dieser  Fläche  ab,  so 
dass,  wenn  man  z.  B.  zuerst  ein  Quadrat,  dann  einen  Kreis  vor- 
aussetzt, und  die  Seite  des  Quadrates  wie  den  Badius  des  Kreises 
unendlich  werden  lässt,  sich  der  Werth  in  beiden  Fällen  be- 
stimmten Grenzen  nähert,  die  jedoch  untereinander  verschieden 
sind.  Cly.  (O.) 

D.  Besso.  Sopra  alcuni  iiitegrali  doppy.  Battaglini  G.  X 
•      79-93. 

Die  Arbeit  enthält  einige  Transformationen  doppelter  h- 
tegrale  in  einfache,  welche  zur  Ermittelung  mehrerer  bestimmter 
Integrale  benutzt  werden.  Fs. 

D.  Besso.     Sopra  alcuni  integrali  defiuiti.   Battaglini  g.  x. 

119128. 
Der  Integrallogarithmus,  der  Integralsinus  und  der  Integral- 
cosinus werden  benutzt,  um  einige  bestimmte  Integrale  in  end- 
licher Form  zu  erhalten.  Fs. 

G.  ToRELLi.     Sopra  alcuni  serie.    Battaglini  G.  x.  129-132. 
Für  das  bestimmte  Integral 
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J        sm«       J      J        ]/i_Ä«gin*ft) 

entwickelt  der  Verfasser  mehrere  Zahlenausdrücke  in  Form  un- 
endlicher Reihen.  Fs. 

D,  Besso.    Sulla  serie 


Battaglini  G.  X.  160-165. 
Der  Verfasser  summirt  die  Reihen 
5.00     C-1)"  5,00  (-l)^-^sin(na?)        ^    (-)"-^  cos  (no?) 


(2w  +  iy    '     f "  n/'  '     n  *  n^ 

Und  entwickelt  einige  Beziehungen  zwischen  Reihen  von  einer 
fiiieser  Formen,  die  sich  nur  durch  verschiedene  Werthe  der  Zahl/" 
anterscheiden.  Fs. 

L.  Gegenbauer.     Auswerthung  bestimmter  Integrale. 

"Wien.  Ber.  LXIH.  IL  Abth.  Nov.  1871. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Reihen 

noch  gültig  sind  flir  p  =  c«^  und  e-«^%  bildet  der  Verfasser  die 

nach  cos  und  sin  der  Vielfachen,  von  ax  fortschreitenden  Reihen 

€p  (e**0  ^^^  V  Cc**^)«V(ß"'"**)-    Diese  beiden  Gleichungen  werden 

nun  nach  einander  mit  den  Ausdrücken 

,,  ,        sinra?    ,       cosra?    .       .  xdx  xdx 

c— «  *  da?,  — g-; — y  dXj  — 5-T — j-  dx.  sin  rx  —5- — 5- ,    cos  rx    ^  ,    -^, 

c~  77a?p~^dii?  (für  lim  (o  =  oo),  und  eP^dx 

multiplicirt,  und  in  den  5  ersten  Fällen  von  x  =  —00  bis 
X  =  +00,  im  sechsten  von  a?  =  0  bis  o?  =  00,  und  im  letzten 
Falle  von  a?  =  0  bis  o?  =  2;r  integrirt.  Dadurch  ergeben  sich 
mehrere  Formeln,  die  zur  Auswei-thung  bestimmter  Integrale 
dienen;   ihre  Verwendbarkeit  wird  an  einigen  Beispielen  gezeigt. 
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J.  W.  L.  Glaisher.      On   the   evaluation   in  series  of 
certain  definite  Integrals.   Bep.  Brit.  Ass.  1872. 

Setzt  man 

2o»    ,  (2o*)' 


U=  1- 


n— 2  '     («-2)  (n-4)|l 


~     ■*"n+2'^   («+2)  (n+4)li.  "^     ' 
so  ist  das  bestimmte  Integral 

/■..-..^-^.*,  =  i|r(|).p+..,i(-|).FJ, 

wenn  w  =  2t+l- 

Mit  Hülfe  der  Formel 

n 


r(m).r(l-m)  = 


sinrnn 

lassen  sieh  daraus  andere  interessante  Formeln  herleiten. 

Csy.  (M.) 

J.  W.  L.  Glaisher.  On  the  function  that  Stands  in  t^ 
same  relation  to  Bernouilli's  numbers  that  the-  Gamm 
function  cloes  to  fractionals.    Rep.  Brit.  Ass.  1872. 

Bezeichnet  Bn  die  n^*"  Bernouillische  Zahl,  so  hat  man 

**  "         (27ty^        *  r  "^  2^«  "*"  3^^  -r  -  p 
und  als  Ausdruck  flir  Bny  je  nachdem  n  ganz  oder  gebrochen 
___  2/1211+1)   /.   .     1    ,     1     .      \ 

oder 

j.  ^  2r(2n+l)    (2'— 1)^   (3'-l)"  (6^-1)^'»' 
(2;i)~      '  (2^«—  1)  (3^»»-  1)  (5^«  - 1) . . .   ' 
wo  2,  3,  5...  die  Reihe  der  Primzahlen  ist.  Csy.  (M.) 

W.  Walton.     Note  on  one  of  Euler' s  Integrals. 

Quart.  J.  Xn.  192. 
Das  Integral  ist 

log  (sina?)  dx  =  j^n  logQ). 

Cly.  (0.) 
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A.  Panek.     üeber  einige  bestimmte  Integrale.  Casopia  l.. 

197-202. 

Der  Verfasser  stellt  ftir  einige  theilweise  bekannte  unend- 
Uclie  trigonometrische  Reihen  bestimmte  Integrale  her,  und  be- 
rechnet auf  Grund  der  erhaltenen  Formeln  einige  Functionen  der 
Zahl  n.  W. 

W.  Walton.   On  the  connexion  between  eiertain  theorems 
in  definite  integrals.    Quart  J.  Xii.  126-129. 

Bezieht  sich  auf  Integrale  von  der  Form 

cos  Xx  dx 


/' 


(1— 2a  cosaj  +  a)». 

Cly.  (0.) 


F.  Ohio.  Thdorfeme  relatif  k  la  difF^rentiation  d'une  in- 
tegrale d^finie  par  rapport  k  une  variable  comprise 
dans  la  fonction  sous  le  signe  /  et  dans  les  limites 
de  Tint^grale,  ^tendu  au  calcul  aux  difF(^rences  et  suivi 

de  quelques  applications.    Tarin,  Imprimerie  Royale,  1871. 

Ein  Beferat  über  diese  Arbeit  giebt  Herr  Darboux  im  Bull. 
^  68-69.  M. 


A.  Rutgers.  Dissertatie  over  difFerentialen  van  gebroken 
ordre  en  haar  gebruik  by  de  af  leiding  van  bepaalde 
integrales. 

A.  RüTGERS.       Sur    les    difFdrentielles    k    indices    quel- 

COnques.    Arch.  N6erl.  Vn.  27-37. 
Siehe  Abschn.  VI.  Cap.  2.  p.  124. 


M.^ 


(0.; 


**•  ^-  L.  Glaisher.      Solution  of  question   3429. 
E^ttc.  Times  XVI.  23. 

2^  beweisen,  dass 


,21a« 


Hi. 
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— » 
Das  Resultat  folgt  aus 

J.  W.  L.  Gl  AISHER.     Solution  of  question  353'9. 

Bduc.  Times  XVII.  20. 
ZeigO;  dass 

WO  £t  das  Exponentialintegral 

dx 

QO  ^ 

bedeutet.  Hi. 

J.  W.  L.  Glaisher.    Solution  of  question  3643. 

Educ.  Times  XVII.  45-47. 
Beweise,  dass 

cos  aX'-'b  .  m  *■ 

/%»—+-  Bin(,      ,,"'°^    -jr\  ^  =  I-  (e^-1 
y  U  — 26  cosair  +  6  )    a?  2    \  / 


0 

cos  ax—h 


/""    1-26  co8a^+/>3  f  SJP^^  \         ^^         _  J?..pe«^-* 

/     ^  ^'''(l~26cosaa;  +  fcMc'+a:^  ~  2c    "^ 

wenn  a  und  c  positiv,  und  6  numerisch  <  1.  Hi. 

J.  W.  L.  Glaisher..   Solution  of  question  3599. 

Bduc.  Times  XVIL  55-56. 
Beweise,  dass 
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Capitel  5. 
Gewöhnliche  Differentialgleichungen. 

BOOLE.       Differential    equations.     3rd.    ed.  London.    Mac- 
millan.    S^. 

Hi. 

)UQUET.  Sur  rint^gration  d'un  systferae  d'dquations  diffl^- 
rentielles  totales  simultanöes  du  premier  ordre. 

Darboux  Bull.  III.  265-274. 

Es  wird  gezeigt,  dass  die  Methode  von  Briot  und  Bouquet 
r  den  Beweis  der  Existenz  von  synektischen  Integralen  eines 
'stems  von  simultanen  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
Bter  Ordnung  auch  für  den  Fall  eines  Systems  von  totalen 
ifferentialgleichungen  anwendbar  ist.  Vom  Verfasser  wird, 
lehdem  in  den  ersten  beiden  Abschnitten  der  Fall  einer  einzigen 
leichung  erst  mit  zweien,  dann  mit  beliebig  vielen  unabhängi- 
m  Variablen  behandelt  ist,  der  Fall  des  Systems: 
du,  =  P,  dz,  +  P,  dz,  H \-Pndzn 

(1.)  du,  =  (i,dz,+Q,dz,-{-  ...+0nd«n 

dUm  =  S,  dz,  +  S,dz,  +  ...  +  SndZn 

betrachtet,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen  P, 
l'"S  für  die  Werthe  von  z,"-Zny  u,"*Um  innerhalb  der  bezüg- 
ichen  Bereiche  ri-'-r«,  p,  •••?«  synektisch  und  die  Bedingungen 
er  Integrabilität  erfüllt  sind.  Es  seien  A,»*r  An  die  Maximalwerthe 
5r  Moduln  von    P,  ...  P«,  B,  ...  Bn  die   von   Qi  ...  Qn  u.  s.  f. 

nerhalb  der  bezeichneten  Bereiche,  und  -^>il  ...  ^>An, 

r,  *         Vn  ' 

^>B,'"  ^-^>Bn  U.S. f.     Bildet  man  dann  dem  Gleichungs- 

1  fn 

ystem  (l)  gemäss  für  u,  ...w„j  Reihen,  welche  nach  ganzen  Po- 
'nzen  von  z,'*'Zn  fortschreiten  und  mit  den  letzteren  Variablen 
leichzeitig  verschwinden,  so  erkennt  man  leicht,  dass  die 
'Oefficienten  der  Glieder  in  den  einzelnen  Reihen  kleinere  Mo- 
^iu  haben,  als  die  positiven  Coefficienten  der  entsprechenden 

^ott«cbr.  d.  Math.  IV.  1.  IQ 
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Glieder  der  Entwickelungen  der  Functionen  v^  •••!?„,  welche  fol- 
gendem System  von  totalen  Differentialgleichungen  genügen: 


dz^        dz.,  dZn 

'Z^  +  'Z 1 r— - 


dVi   =  jMj 


dZi    ,     d^a    ,         ,     dZn 

•7~"r  -—  -1         h  — - 

j  ' 1  '  o  'n 


fi__^Y7i-^— ^ — ") 

Die  Gleichungen  lassen  sich  einzeln  integriren,    und  z^ 
haben  die  Integrale,  welche  mit  z  verschwinden,  die  Form: 

idTl'-0-7n  =  -'"»^(>-7r--^) 

V  bleibt  offenbar  synektisch,  so  lange  z^  »»-Zn  innerhalb  der Erdtt 
mit  den  Radien  s^  •••«„  bleiben,  die  der  Bedingung  genügen: 

ir  +  —-\ r— <1  — ^      (m+1)^ 

(für  I?  =  f),,  v^"'Vm,  fi  =  jWi,  it^2---iw«). 
Die  Reihen  für  die  Functionen  u  bleiben  daher  innerhall 
derselben  Grenzen  convergent.  Es  sei  noch  erwähnt,  dass  i 
ersten  Abschnitt  p.  266  sich  die  Bemerkung  findet,  die  Lösungei 
einer  totalen  Differentialgleichung  mit  den  zwei  unabhän^  ^ 
Variabein  z^ ,  z^  und  der  abhängigen  w,  falls  die  Bedingu!!!! 
gleichung  der  Integrabilität  nicht  identisch  erfüllt  wird, 
unter  den  Functionen  u  zu  suchen,  welche  durch  die  Aui 
dieser  Gleichung  nach  u  gegeben  sind,  während  bekanntlick il 
diesem  Falle  gar  keine  Lösungen  u  als  Functionen  der  IndepeD* 
deuten  z^ ,  z^  existiren.  Eine  ähnliche  irrthümliche  Bemerkun; 
findet  sich  p.  272  betreffs  einer  totalen  Differentialgleichung  mit 
mehr  als  2  Independenten.  Hr. 

P.  Mansion.      Note   sur   les    solutions   singuliferes  dei  1 
^quations  diffdrentielles  du  premier  ordre.    Bull.  deBelg 
XXXrV.  149-169. 
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?.  Gilbert.    Eapport  sur  ce  memoire.   Bull,  de  Belg.  xxxiv. 

142-145. 
Das  allgemeine  Integral 

y  =  F(x,c) 
kr  Differentialgleichung 

y  ^fi^^y") 

ann  geschrieben  werden: 

md  jede  Relation  y  =  q>(x)  kann,  wenn  x  (^)  passend  bestimmt 
li,  die  Form  annehmen: 

y  =  nx,F(:x,x<:x))]. 

Daraus  folgt: 

Damit  y  z=  (p(x)  die  singulare  Lösung  der  linearen  Diffe- 
mtialgleichuDg  wird,    ist    somit   im   Allgemeinen   erforderlieh, 

ASS 

Ca)        -^  =  0  oder  -^  =  0 

Ki,  wenigstens  falls  die  singulare  Lösung  nicht  von  der  Form 
» =  const.  ist.  Eine  Ausnahme  findet  nur  statt,  wenn  F"  (a?,c) 
wvendlich  ist.  Die  Einwände  von  Darboux  (C.  R.  LXXI.  267, 
»»he  F.  d.  M.  II.  p.  558)  gegen  die  Regel,  die  zur  Aufsuchung 
der  singulären  Lösungen  gewöhnlich  in  den  Lehrbüchern  gegeben 
wird,  treffen  nicht  diese  Auseinandersetzung,  die  im  Wesentlichen 
iiieotisch  ist  mit  der  von  Houtain  (Des  Solutions  singuliäres, 
ftroxellesj  Lesigne  1854).  Dagegen  sind  die  Bemerkungen  von 
Darboux  (C.  R.  LXX.  1328  und  LXXL  267,  siehe  F.  d.M.  IL 
p.558)  zutreffend  bei  Differentialgleichungen  von  der  Form 

Im  Allgemeinen  führt  die  oben  aufgestellte  Regel  hier  auf 
;f(a?,y)  =  0,  was  keine  singulare  Lösung  ist;  sondern  diese 
Gleichung  stellt  den  Ort  der  Punkte  dar,  wo  j^"  =  0  ist,  wie  man 
sieht,  wenn  man  den  Werth  von  y'  bildet.  Indessen  geben 
Jleichungen  von  der  Form: 

10* 


148 
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häufig  eine  DiflFerentialgleiehung  von  der  Form  (1),  deren  singu-l 
läre  Lösung  durch  die  allgemeine  Regel  gegeben  wird.  (CatalanJ 
C.  R.  LXXI.  p.  50,  siehe  F.  d.  M.  IL  p.  558.) 

Der  Verfasser  erkennt,  dass  die  Bedingung  -^~  =  0  nicl 

bloss  nothwendig,  sondern  auch  hinreichend  ist  für  die  singulärai| 
Lösungen.  Mn.  (Wn.) 


A.  Cayley.     On  the  tlieory  of  the  singular  Solutions  i 
difFerential   equatioiis   of  the/  first   Order.     Messenger 

IL  6-12 

Der  Verfasser  untersucht,  was  für  andere  Oerter  in  den  sl 
gulären  Lösungen  einer  Differentialgleichung  q>  (a?,  j^,  p)  =  0  (J 
als  einwerthig  angenommen  wird  für  (rr,  y),  nicht  nur  einen  (a^j 
-Factor  hat  und  unzerlegbar  in  Bezug  auf  p  ist)  erseheinen 
nen,  als  die  man  durch  die  gewöhnlichen  Methoden  erhalten  I 
Die  Enveloppe  wird  als  die  einzig  wahre  singulare  Lösung  bü^J 
trachtet,  aber  daneben  kann  ein  Ort  von  Knoten  erscheinen,  ehj 
Ort  von  Spitzen  oder  ein  „tac-locus",  d.  h.  ein  Ort  von  8 
Punkten,   auf  deren  einem  zwei  der  Curven,  durch  den  Paß 
einander  berühren.  61r.  (0.)    1 


J.  DE  JoNG.     De  integreerende  factor  en  de  integrefrj 

rende   vergelyking.     Leiden.  1871.    Academ.  Preisschrift. 

J.  DE  JoNG.     De  rdquation   int^gi'ante.     Arch.  N^erl.  Vlj 
140-145. 

In  der  zweiten  Arbeit,  die  dem  Referenten  allein  zugäDfl 
lieh  war,  ist  der  Hauptinhalt  der  ersten  analysirt.  Die  BetradK] 
tung  der  integrirenden  Gleichung  ist  nur  für  lineare  GleichungeiiJ 
von  Nutzen.  Ist  eine  lineare  Differentialgleichung  die  integri-l 
rende  Gleichung  zu  einer  zweiten,  so  ist  die  zweite  die  integ»*! 
rende  Gleichung  der  ersten.  Der  Verfasser  leitet  verschiedeBöI 
bekannte  Resultate  ab,  die  sich  auf  einfache  lineare  GleichüDgöl  j 
beziehen,  z.  B.  auf  solche  mit  constanten  CoefBcienten. 

Mn.  (Wn.) 
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OME.  Zur  THeorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

Borchardt  J.  LXXIV.  193-218. 

Herr  Fuchs  hatte  (Borchardt  J.  LXVI.  139  und  LXVIII. 
359)  die  Form  der  linearen  DifiFerentialgleiehung  festgestellt, 
)lcbe  nothwcndig  und  hinreichend  ist,  damit  ihre  sämmtlichen 
iegrale  in  der  Umgebung  eines  singulären  Punktes  a;  =  a  mit 
ler  Potenz  von  {x  —  a)  multiplicirt  nicht  mehr  unendlich  wer- 
n.  Der  Verfasser  giebt  zunächst  für  die  Nothwendigkeit  der 
erahnten  Form  einen  neuen  Beweis,  welcher  unter  Zuhülfe- 
hme  eines  ebenfalls  von  Herrn  Fuchs  (Borchardt  J.  LXVIII. 
J  V.)  gegebenen  Satzes  und  einiger  daraus  abgeleiteten  Resul- 
Le  mittelst  des  Schlusses  von  n  auf  n  +  1  geführt  wird,  da  näm- 
h  ftir  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  die  betreffende 
Km  sich  unmittelbar  ergiebt  (§§  1 — 4).  Der  Verfasser  sucht 
urauf  das  Resultat  dahin  zu  verallgemeinern,  dass  er  die  Form 
egfimmt,  welche  die  Differentialgleichungen  haben  müssen^  wenn 
'^ger  als  n  (die  Ordnungszahl  der  Differentialgleichung)  und 
war  wenigstens  n — h  linear -unabhängige  Integrale  obige  Bc- 
3haffenheit  haben  sollen.  Die  Bedingungen  jedoch,  welche  der 
'erfasser  hierfür  auf  dem  vorher  eingeschlagenen  Wege  findet 
§5),  sind,  wie  der  Verfasser  selbst  nachweist,  keineswegs  hin- 
eichend. Es  lässt  sich  nun  behaupten,  dass  falls  die  Coeffi- 
äcnten  der  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  von  x  =  a 
lie  daselbst  angegebenen  Bedingungen  erfüllen,  die  etwa  vor- 
landenen  Integrale  von  der  verlangten  Beschaffenheit  die  Form 
'jc—ay(p  annehmen,  wo  r  eine  Wurzel  einer  Gleichung  n — A*^" 
3rades  ist.  Falls  nicht  unter  den  Wurzeln  r  gleiche  oder  bloss 
im  ganze  Zahlen  von  einander  verschiedene  vorkommen,  so  er- 
hält man  für  die  (p  n  —  h  vollständig  bestimmte,  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  x—a  fortschreitende  Reihenentwickelungen, 
»eiche  formell  der  Differentialgleichung  gentigen ,  die  aber  im 
allgemeinen  ebensowohl  convergent  als  divergent  sein  können, 
^ie  convergenten  unter  ihnen  liefern  die  gesuchten  Integrale, 
^ie  Modificationen,  welche  in  dem  Falle  gleicher  oder  bloss  um 
•anze  Zahlen  verschiedener  Wurzeln  eintreten,  werden  noch  zum 
chluss  erörtert.  Hr. 
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A.  Mayer.  Ueber  unbeschränkt  integrable  Systeme  von 
linearen  totalen  Differentialgleichungen  und  die  si- 
multane Integration  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen.   Clebsch  Add.  V.  448-470. 

Siehe  Abschn.  VI.  Cap.  6. 
W.  H.  L.  KussELL.     On  linear  differential  equations. 

Parts.  VI.  and  VII.    Proc.  of  London  XX.  14-21. 
FortsetzuDg  der   früheren  Untersuchungen    (siehe  Fortscbr, 
d.  M.  m.  146).  Cly.  (M.) 

D.  BiERENs  DE  Haan.  La  m^thode  d'Euler  pour  Tint^gi» 
tion  de  quelques  equations  diff^rentielles  lindaiiit 
ddmontr^e  k  Taide  de  requation  int^grante.     Arch.  NW. 

VII.,  Versl.  en  Mededeel  (2)  VI.  122-139. 
Die  lineare  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten 

wird  unmittelbar  integrabel^  wenn  man  sie  mit  einem  Factor f| 
mnitiplicirt,  so  dass 

ist.    Aus  beiden  Gleichungen  folgt: 


_  B  ^fy 


0  =  B 


+^-i('^-»£)+K^S+»S) 


+<*S-^S)+- 


Setzt  man  die  Coefficienten  von  J?,  C,  D,  £•••  =  0,  so  folgen, 
wie  der  Verfasser  zeigt,  die  so  erhaltenen  Gleichungen  aus  der 
ersten  und  dritten  Gleichung,  und  diese  geben  den  Werth  von  (^ 

Die  Note  enthält  femer  eine  ähnliche  Discussion  in  Bezogl^ 
auf  die  lineare  Gleichung  von  der  Form: 

worin  A,  B,  C  Constanten  sind.     Hinsichtlich   einer  allgemeiBefl 
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scusslon  der  Euler'schen  Methode  in  ihrer  Anwendung  auf 
leare  Gleichungen  verweist  der  Verfasser  auf  die  oben  er- 
ahnte Arbeit  von  Jong  (siehe  p.  148). 

Mn.  (Wn.) 

.  Mansion.  Note  sur  la  prämiere  m^thode  de  Brisson 
pour  rint^gration  des  dquatioiis  unfaires  aux  difF^- 
rences  finies  ou  infiniment  petites.     Mem.  cour.  de  Belg. 

XXII.  1-32.  -  ' 

Brisson  und  später  Boole  haben  lineare  Differentialgleichungen 
Qter  folgender  Form  geschrieben: 

(D-«J  (D— a,)...  (Z>— ön)  y  =  F(rr), 
JO  D  die  Ableitung  nach  x  bedeutet,  a^,  a, ...  Constante.  Diese 
lerlegung  des  ersten  Gliedes  der  Gleichung  in  symbolische 
Paetoren  ist  erlaubt^  weil  in  dem  Falle,  um  den  es  sich  hier 
liaiidelt,  D  sich  gerade  so  verhält  wie  ein  Factor.  Der  Verfasser 
entwickelt  die  elementarsten  Anwendungen  dieser  Bezeichnungs- 
irt  auf  die  Integration  linearer  partieller  oder  gewöhnlicher 
Werentialgleichungen  mit  constanten  Coefficienten  und  der  ent- 
prechenden  Differenzengleichungen.  Ausserdem  zeigt  er,  dass 
^  erste  Glied  linearer  Differential-  oder  Differenzengleichungen 
ich  als  Product  symbolischer  Factoren  von  der  Form  D  —  a  ge- 
cyeben  werden  kann,  wenn  die  Coefficienten  variabel  sind. 
ist  in  diesem  Falle  eine  Function  von  rc,  die  man  erst  be- 
immen  kann,  wenn  man  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 
innt  Mn.  (Wn.) 

Mansion.     Sur  la  m^thode  de  Brisson  pour  integrer 
les  eqüations  differentielles  k  coefficieiits  constants. 

Nouv.  Ann.  (2)  XL  118-122, 

Die  hier  auseinandergesetzte  Methode  Brisson's  ist  von 
uchy  in  den  Exercices  Math6m.  I.  ü.  p.  175  veröffentlicht,  und 
1  Boole  (A  treatise  on  differential  eqüations  2^  edition  p.  391 
35)  zum  zweiten  Male  gefunden  worden.  Wir  können  uns 
tt  der  Wiedergabe  auf  die  in  dieser  Zeitschrift  besprochene 
beit  des  Herrn  Grelle  beziehen  (Schlomilch  Z.  XV. ,  F.  d.  M. 
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II.  p.  160),  in  welcher  im  Wesentlichen   die  in  Rede   stehende 
Methode  entwickelt  ist.  Hr. 


A.  Seydler.    Bemerkung  zur  Integration  einiger  linea- 
ren Differentialgleichungen.    Caeopis  i.  195-196.  (Böhmiscli.) 

Der  Verfasser  behandelt  zwei  lineare  Differentialgleichun§;e9 
^ter  Ordnung 

k—H  k—n 

welche  ein  gemeinschaftliches  particuläres  Integral  y,    besitzen, 
das  dann  selbstverständlich  ein  solches  für  die  Gleichung 


ist,  wo  X,  K,  Functionen  von  a?,  y,y',  y" •••  sind.  Wenn  sie  w 
X  enthalten,  d.  h.  wenn  die  letzte  Gleichung  auch  linear  ii^ 
kann  man  mittelst  der  Variation  der  Gonstanten  eine  neue  lineare 
Differentialgleichung  (»  —  !)*"  Ordnung  herstellen.  Die  Bedin- 
gung, dass  die  ersten  zwei  Gleichungen  ein  gemeinschaftliches 
Integral  besitzen,  wird  eine  die  Constanten  aj,,  bk  enthaltende 
Gleichung  sein,  welche  man  aus  den  beiden  ersten  61eichunge& 
durch  Elimination  von  y,  y\  y^-«*  erhält.  Wenn  a«,  6;^  constant 
sind,  ist  das  Integral  von  der  Form  e'"',  wobei  a  den  Gleichungen 
w*«"  Grades 

£aua^  =  0,     £bka^  =  0 

H  n 

genügen  muss.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  kann  man 
sich  die  Gleichung  für  ük^bk  und  den  Werth  für  a  bestimmen. 
Für  «  =  2  kann  man,  die  (fttr  diesen  Fall  einfache)  Bedingungs- 
gleichung vortheilhaft  verwenden.    Es  wird  also 

ein  particuläres  Integral  von 

sein,  wenn  o  den  Gleichungen  genügt: 

a,  a^+Äja  +  öo  =  0 
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woraus  folgt 

Von  den  sechs  Grössen  a,  b  sind  .  also  fünf  willkürlich, 
i  Mrährend  man  für  die  sechste  aus  der  letzten  fttr  alle  quadrati- 
;  sehen  Gleichung  zwei  Werthe  erhält.  Wenn  wir  nun  in  unserer 
^:  Differentialgleichung  y  =  w«"*  setzen,  ergiebt  sich: 

i  welche  Gleichung  unmittelbar  integrirt  werden  kann.     Der  letz- 
I  ten  Bedhigungsgleichung  kann  auch  dadurch  Genüge    geleistet 
^  werden,  dass 

a^         «1  ö,        ^' 

unsere  Differentialgleichung  hat  dann  den  Factor  (X  +  mF), 
Baeb  dessen  Absonderung  man  eine  lineare  Differentialgleichung 
mit  eonstanten  Coefficienten  erhält. 

Eine   sehr  elegante  Form  gewinnt  die  Bedingungsgleichung 

(«2  *ol  («1  K) 

itir  den  Fall,  dass  X  und  Y  trigonometrische  Functionen  sind, 
z.  B.  X  =  cos  X,     Y  =  sin  x. 

Setzen  wir  femer 

ttk  =  ntk  cos  i?;tj  h  =  nik  sin  fDk, 
so  geht  die  Differentialgleichung  über  in: 
ffig  COS  (tJ,  +  0?)  y"  +  m,  cos  (t?,  +  a?)  y'  +  m^  cos  (f?,,  +  ^)  »  =  0, 

welche  das  particuläre  Integral  y  =  c"*  haben  wird,  wenn 
sin'  (Pf^ — tr^)    _     sin  (t>j  —  r^)       sin  (t>2  —  r^) 

ist.     Zugleich  hat  man 

^  ^   m^sin(g^— rj    ^    moSin(g,  — o^) 
mj,  sin  (©0  —  «2)  »»1  siß  («'2 — «'t )  * 

Als  Beispiel  möge  die  Gleichung  dienen: 

in  welcher  X  =  1,  F  =  a;  wirklich  den  geforderten  Bedingungen 
genügen;  ferner  ist  «  =  1,  somit  y  =  «e^  woraus  folgt: 
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v!  =  üe^*  (3-aj)»,    u  =  C-\'Ofe^^  i^-xfdx, 
und  schliesslich 

y  =  Ce«  4-  C;  63*  (18.3  -  löOa?  +  4.2a?'  -  40?^). 


W. 


Orloff.     Sur  les  ^quations  diff^rentielles  r^ciproques. 

Bull,  de  Belg.  (2)  XXXIII.  113-122. 

P.  Gilbert.     Rapport  sur  ce  memoire.    Bali,  de  Belg.  % 

XXXIV.  105-106. 
Der  Verfasser  lenkt  von  Neuem  die  Aufmerksamkeit  a 
eine  Transformation,  die  schon  von  Monge,  Morgan,  Chas 
(vergl.  rapport  sur  les  progres  de  la  geomötrie  p.  91)  i] 
Legendre  (siehe  Lacroix,  Calc.  int^gr.  IL  558.  No.  744)  beni 
ist.    Sie  besteht  in  Folgendem.    Hat  man  die  Gleichungen 

und  setzt 

^  =  p,  «  =  y-px  oder  —  =  p,  _  =  9,  0»  =  ^-fx-q 

so  wird  man  auf  die  neuen  Gleichungen  geführt: 
_  /  dw         dw  \       ^ 

^/  du)       d(ü         d(o    ,        dw  \       ^ 

Der  Verfasser  behandelt  nach  dieser  Methode^  die,  wie  i 

sieht,   auf  der  Theorie  der  Enveloppen  beruht,   die   homog 

Gleichung    erster    Ordnung,    die    verallgemeinerte   Glairaut's 

Gleichung 

«  =  apq,  z  =  px-\-qy  +  f(jf,  q\ 

und  endlich 

z==x(f  (p,  q^-\-yxp  (p,  q)+f(p,  ?), 
deren  Transformirte    linear    ist.      Die   Methode   lässt   sich 
Gleichungen  höherer  Ordnung  ausdehnen,  wie  schon  Boole  [Trea 
on  differential  equations  II.  p.  376]  bemerkt  hat. 

Mn.  (Wn.) 
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k.  Genocchi.     Intorno  ai  casi  d'iiitegrazioiie  sotta  forma 

finita.    Atti  di  Torino  VII.  682-685. 

In  einer  früheren  Abhandlung  hat  der  Verfasser  einige  Dif- 
ferentialgleichungen erster  und  zweiter  Ordnung  betrachtet  und 
^^  sie  die  Methoden  von  Liouville  angewandt,  um  zu  erkennen, 
^^  sie  unter  endlicher  Form  integrabel  sind.  In  der  vorliegen- 
den Abhandlung  benutzt  er  ebenfalls  Methoden  von  Liouville. 
Öie  Gleichungen,  für  welche  er  die  Integrabilitäts- Bedingungen 
aufgestellt  hat^  sind: 

-$-  +  y*+  —  y  =  ax"" + bxi^-'  ■  i-  — , 

dx    '  "    '    X  "  '    a;'  ' 

a^^  +  x\af-^by  +  c)+x(:a'y-{-b')-{-c'  =  0. 

Jg.  (0.) 

J.  W.  L.  Glaisher.      Ori  a  difFerential  eqnation  allied 

tO  Kiccati's.    Quart  J.  XII.  129-137. 

Die  Gleichung 

d*u,,       .  (i+1) 

welche  in  der  Physik,  speciell   bei  der  Bestimmung  der  Gestalt 
der  Erde  vorkommt,  wird  durch  bestimmte  Integrale  gelöst. 

Cly.  (0.) 

J.  W.  L.  Glaisher.  On  the  relations  between  the  par- 
ticular  Integrals  in  Cayley's  Solution  of  Riccati's 
equation*    PhiL  Mag.  1872.  Csy. 
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A.  Clebsch.     üeber  ein  neues  Grundgebilde  der  analy- 
tischen Geometrie  der  Ebene      Gott.  Nachr.  1872.  429449, 

Clebsch  Ann.  VI.  200-215. 
Siehe  Abschn.  IL  Cap.  3.  p.  64. 

Ellen  Khodes.  Solution  of  question  3475.  (By  J.  F.  MouM 

Educ.  Times  XVL  102. 

Finde  die  Differential-  und  die  Functionalgieichnng  der 
Flächen,  welche  die  Familie  von  Flächen  «-f-a  =  a?y  überall 
rechtwinklig  schneidet.  Hi. 


I 


i 


Capitel  6. 
Partielle  Differentialgleichungen. 

V.  G.  Imschenetsky.  ^tude  sur  les  m^thodes  d'int^- 
gratioii  des  equations  aux  d^riv^es  partielles  du  second 
ordre  d'une  fonction  de  deux  variables  ind^pendantes. 

(Traduit  du  russe  par  J.  Hoüel)    Grunert  Arch.  LIV.  209-360. 
Der  Hauptgegenstand  dieser  Abhandlung  ist  derselbe,  den 
Ampere  im  17.  u.  18.  Hefte  des  J.  de  TEc.  Pol.  behandelt  hat 
Der  Verfasser  hat  nicht  nur  die  schwierige  Aufgabe,  von  diesea 
berühmten  Untersuchungen  Amp^re's   eine  klare  und  tibersici^ 
liehe  Darstellung  zu  geben,  mit  vielem  Geschick  gelöst,  sondern 
dieselben  auch  durch  Anwendung  neuerer  Methoden  vervollstän- 
digt und  namentlich  die  Theorie  der  Ampere'schen  Gleichung 


durch  eigene  Forschung  wesentlich  gefördert 

Bei  der  Ausdehnung  des  Aufsatzes  und  der  Wichtigkeit,  die 
derselbe  für  jeden  besitzt,  der  sich  über  die  Integrationsmethoden 
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jr  partiellen  Differentialgleichungen  2**'  Ordnung  unterrichten 
ill  —  mit  Ausschluss  der  Integration  durch  Reihen  und  durch 
jstimmte  Integrale  bringt  der  Aufsatz  eigentlich  Alles,  was  auf 
esem  Gebiete  bisher*)  geleistet  worden  ist  —  dürfte  eine 
fiedergabe  des  Inhaltes  in  kurzen  Worten  weder  ein  einfaches 
nd  leichtes,  noch  auch  gerade  ein  sehr  zweckmässiges  Unter- 
^bmen  sein.  Statt  eines  Ueberblickes  möge  daher  hier  ein  In- 
altsverzeichniss  folgen.  Der  Versuch,  in  dieser  Form  eine  Ueber- 
icht  über  die  behandelten  Gegenstände  zu  geben,  wird  um  so 
ehr  gerechtfertigt  erscheinen,  als  der  Abhandlung  selbst  kein 
ihaltsverzeichniss  beigegeben  ist,  und  auch  die  einzelnen  Para- 
aphen  keine  Ueberschriften  tragen.  Die  eingeklammerten 
3llen  sprechen  persönliche  Meinungen  des  Referenten  aus. 

Inhalt. 

Vorwort.    Kurze  Angabe  des  allgemeinen  Inhaltes. 

Cap.  I.  lieber  die  Integralgleichungen  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen. 

§  1.    Die  verschiedenen  Arten  von  Integralgleichungen. 

§  2.  Beispiel.  Die  Art,  in  der  Lagrange  die  allgemeine 
sung  durch  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  aus  der 
Uständigen  Lösung  abzuleiten  suchte.  Anwendung  derselben 
eihode  auf  die  Zwischenintegrale.  Hindernisse,  die  sich  der 
Weitung  von  vollständigen  Zwischenintegralen  aus  der  voU- 
ändigen  Lösung  entgegenstellen.  Es  existiren  überhaupt  nicht 
nmer  Zwischenintegrale. 

§  3.  Die  willkürlichen  Grössen,  die  in  der  allgemeinen  In- 
egralgleichung  auftreten,  müssen  die  Eigenschaft  besitzen,  dass 
kre  Atfzahl  wächst  bei  wiederholter  Differentiation  der  Gleichung. 
Me  beiden  Ausdrucksweisen  willkürlicher  Grössen,  welche  dieser 
Bedingung  genügen:  Willkürliche  Functionen  und  partielle  Qua- 
^aturen. 

§  4.  lieber  die  Art,  in  welcher  aus  einer  allgemeinen  In- 
-gralgleichung   ohne   partielle   Quadraturen   durch    fortgesetzte 


*)  Das  Original  erschien  1868  in  den  M6m.  de  Kasan. 
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Differentiation  neue  willkürliche  Grössen  entstehen.    Homogene 
und  heterogene  Differentialquotienten  der  allgemeinen  Lösung. 

§  5.  Bei  einer  partiellen  Differentialgleichung  m*®'  Ordnung 
muss  die  allgemeine  Integralgleichung  ohne  partielle  Quadraturen 
m  willkürliche  Functionen  enthalten. 

§  6.  Wie  man,  unter  Voraussetzung  der  Existenz  einer  all- 
gemeinen Integralgleichung  ohne  partielle  Quadraturen,  aus  der 
Form  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  2*^'  Ordnung 
Schlüsse  ziehen  kann  auf  die  Natur  der  Argumente  der  beiden 
willkürlichen  Functionen,  die  in  der  allgemeinen  Integralgleichung 
vorkommen  müssen.  Die  quadratische  Gleichung,  von  der  diese 
Argumente  abhängen.  Ausdehnung  auf  partielle  Differential- 
gleichungen 3*^'  Ordnung. 

Cap.  II.     Integration  der  einfachsten  Formen  von   par- 
tiellen Differentialgleichungen  2^""^  Ordnung. 
§  7.    Die  Bedingungen ,   unter  welchen  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

wo  Ä,  S,  T  nur  von  x  und  y  abhängen,  eine  allgemeine  Integrat 
gleichung  mit  zwei  willkürlichen  Functionen  desselben  Argumentes 
besitzt.  Zurtickführung  dieser  Classe  von  Gleichungen  auf  ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen  2*^*'  Ordnung. 

§  8.    Wichtigkeit  der  Gleichungen  von  der  Form 

Dieselben  besitzen  ein  allgemeines  Zwischenintegral  mit  einer 

willkürlichen  Function  von  y,  wenn  sie  linear  sind  in  Bezug  ^A 

d^z  ,    dz 

und 


dxdy  dx^ 

und  wenn  überdies  die  Coefficienten  der  Gleichung  der  Eule^ 
sehen  Integrabilitätsbedingung  genügen.  Die  Ermittelung  der 
allgemeinen  Integralgleichung  hängt  dann  nur  noch  ab  von  der 
successiven  Integration  einer  totalen  Differentialgleichung  zwisclieft 
3  Variabein  und  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  P 
Ordnung. 
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§  9.    Eine  recurrirende  Methode  Irasehenetsky's,  die  unter 
iständen  auch  dann  zur  allgemeinen  Integration  der  Gleichungen: 

dxdy  dx  ~" 

Iren  kann,  wenn  die  Integrabilitätsbedingung  nicht  erfüllt  ist. 
§  10.     Die  Laplace'sehe  Methode  zur  Integration  der  Glei- 
ungen: 


dxdy  dx  dy 

ird  als  specieller  Fall  aus  der  vorhergehenden  abgeleitet. 

§  11.  Ableitung  eines  von  Legendre  (Acad.  des  sciences 
187)  ohne  Beweis  angegebenen  Verfahrens,  welches  auch  die 
lUgemeine  lineare  Gleichung  2*®''  Ordnung  der  Laplace'schen 
ifethode  zugänglich  macht. 

Cap.  III.    Integration  der  Amp^re'schen  Gleichung  (l). 

§  12.  Ableitung  der  charakteristischen  linearen  Systeme 
dareh  die  Methoden  von  Ampere,  Monge  und  Boole  (von  denen 
iie  letzte  jedoch  kaum  wiederzuerkennen  ist).  Bedingungen, 
inter  denen  sich  die  Ampere'sche  Methode  überhaupt  auf  solche 
partielle  Diflferentialgleichungen  2*^'  Ordnung  ausdehnen  lässt,  die 
Sanz  und  rational  sind  in  Bezug  auf  die  zweiten  Differential- 
luotienten. 

§  13.  Integration  der  Gleichung  (1)  in  dem  Falle,  wo  die 
^iden  charakteristischen  partiellen  Differentialgleichungen  ein 
Äcobi^sches  System  bilden. 

§  14.  Simultane  Integration  dieser  beiden  Charakteristiken, 
enn  sie  kein  Jacobi'sches  System  bilden. 

(Die  Untersuchungen  der  §§  13  u.  14  lassen  sich  sehr  ver- 
nfachen,  wenn  man  an  Stelle  der  Boole'schen  Methode,  die  der 
Erfasser  anwendet  und  die  unnöthige  Integrationen  erfordert, 
r  simultanen  Integration  der  beiden  Charakteristiken  die  neue- 
n  Integrationsmethoden  der  partiellen  Differentialgleichungen 
^'  Ordnung  benutzt). 

§  15.    Die  Transformationen  von  Legendre  und  von  Ampere. 

§  16.  Die  Monge'sche  Methode  zur  Integration  der  Gleichung 
I),  wenn  jedes  der  beiden  charakteristischen  Systeme  von  to- 
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talen  Differentialgleichungen  weniger  als  3  Integrale  besitzt. 
Merkwürdige  Eigenschaft  dieser  Systeme.  (Warum  sich  dieser 
Amp6re'sche  Satz  hier  mitten  zwischen  Expositiop  und  Anwen- 
dung der  Monge'schen  Methode  eingefügt  findet,  ist  uns  nicht 
ganz  verständlich,  da  derselbe,  wenn  er  überhaupt  benutzt  wird, 
jedenfalls  erst  im  folgenden  Paragraphen  in  Betracht  kommen 
kann.) 

§  1'7.    Ampöre's  Methode  zur  Integration  der  Gleichung  (1), 
falls  dieselbe  ein  allgemeines  Zwischenintegral  besitzt. 

Cap.  IV.  Imschenetsky's  Anwendung  der  Variation  der 
Constanten  zur  Transformation  und  Integration  der 
Gleichung  (1).  Uebergang  von  einer  partikull 
Lösung  mit  3  willkürlichen  Gonstanten  zur  allgemeini 
Lösung. 

§  18.  Mit  Hülfe  einer  partikulären  Lösung,  die  3  willkfr 
liehe  Constanten  enthält,  kann  man  die  Gleichung  (1)  zurtid- 
führen  auf  eine  partielle  Differentialgleichung  2*®'  Ordnung,  die 
linear  ist  in  Bezug  auf  die  zweiten  partiellen  Differentialquotientei 
der  neuen  unbekannten  Function.  Stellt  man  dieselbe  Tr&ni- 
formation  mit  einer  willkürlich  gewählten  Function  z  von  »,  y  und 
3  willkürlichen  Constanten  an,  so  erhält  stets  die  transformirte 
Gleichung  dieselbe  Form,  wie  die  ursprüngliche. 

§  19.    Erläuterung  der  Methode  an  einem  Beispiel. 

§  20.  Wenn  man  solche  partikuläre  Lösungen  der  Gleichu^f 
(1)  zu  Grunde  legt,  die  aus  Integralen  der  charaktertstiscbei 
Systeme  abgeleitet  worden  sind,  so  erhält  stets  die  transformiii» 
Gleichung  eine  noch  beträchtlich  einfachere  Form. 

§  21.  Beispiele.  Am  zweiten  werden  die  Vorzüge  der 
Imschenetsky'schen  Methode  vor  der  von  Amp6re  erläutert. 

§.  22.  An  einem  Beispiele  wird  gezeigt,  wie  man  mitunter 
auch  eine  partikuläre  Lösung  mit  nur  2  willkürlichen  Cönstanteü 
zur  Ableitung  der  allgemeinen  Lösung  verwenden  kann. 

§  23.  Recapitulation  der  gewonnenen  Resultate.  Beme^ 
kungen  über  die  beste  Art,  die  Methode  anzuwenden,  wenn  die 
charakteristischen  totalen  Systeme  mehr  als  ein  Integral  besitzen. 

Mr. 
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S.LiE.  Neue  Integrations-Metliode  partieller  Gleichungen 
erster  Ordnung  zwischen  n  Variabein.  Porh.  af  Christ.  1872. 

28-34. 

Durch  Betrachtungen  über  n-fach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
kdteD  wird  eine  neue  Integrations-Methode  begrllndet.  Nach 
derselben  verlangt  die  Integration  einer  Gleichung 

m  die  Bestiramung  eines  Integrals  von  je  einem  Systeme  von 
;!i~3,  2«  — 5,  •••  5,  3, 1  gewöhnlichen  Differential-Gleichungen. 

L. 


8.  LiE.     Zur  Theorie  der  Differential-Probleme.    Porh.  af 
Christ.  1872.  132-133. 

Kurze  Andeutungen  hinsichtlich  mehrerer  neuer  Theorien. 
Zugleich  wird  die  Aufmerksamkeit  darauf  gerichtet,  dass  die- 
jenigen Integrations-Theorien,  welche  Herr  Mayer  und  der  Ver- 
fasser gleichzeitig  im  FrUhlinge  1872  gaben,  das  Problem  der 
3 Körper  darauf  zurückfuhren,  ein  Integral  von  je  einem  Systeme 
Ton  6, 4,  2  gewöhnlichen  Differential-Gleichungen  zu  finden. 

L. 

S.  LiE.     Kurzes  R^sumd  mehrerer  neuer  Theorien. 

Fofb.  af  Christ.   1872.  24-27.  • 
Sollen  die  Gleichungen 

*'=  f^oC^^l  '"^nPi  •••Pn);     X'i  =  Fi(zX^  •••P«)|»  =    l'-n 

eine  Berührungs- Transformation  definiren,  so  ist  es  nothwendig 
lind  hinreichend,  dass 

[F,FJ  =  0;   t  =  0,  1,  — w;   ä-O,  l--m 

Es  ist  naturgemäss,  den  Monge'schen  Begriff:  Charakteristik 

einer  partiellen  Differential-Gleichung,  zu  erweitern.    Kennt  man 

eine  Lösung    mit    drei    Parametern    der    Monge -Amp6re*schen 

Gleichung 

r(  — s^-f  Jr  +  ß^+a  +  Z)  =  0, 

f  So  kann  man  eine  Berührungs- Transformation  angeben,  welche 
die  Gleichung  auf  die  lineare  Form 

Fortschr.  d.  Math.  IV.  1,  11 


162  "VI-  Abschnitt.    Differential-  u.  Integralrechnung. 

bringt.    Diese  Bemerkung  macht  die  Ampöre'sohe  Theorie  dieser 
Gleichungen  sehr  einfach  u.  s.  w.  L. 

S.  LiE.     Zur  Invarianten-Theorie  der  Berührungs-Tran»- 

fprmationen.    Forh.  af  Christ.    1872.  133-135. 

Sind  /",  •••  /r  gegebene  Functionen  von  x^  •••0?«,  p^  •••?«,  und! 
ist  es  immer  möglich  (/*, — /i)  als  Function  von  den  f  nm^] 
drücken,  so  bilden  die  linearen  Gleichungen 

ein  vollständiges  System.     Sind  (p^'"(p2n-r  die  betreffenden] 
meinsamen  Lösungen,    so   kann   bekanntlich  (jpi  tp^^  immer 
Function  von  den  rp  ausgedrückt  werden.    Die  beiden  Functio 
Gruppen  f  und  (p   stehen   in  einem  vollständigen  Recipro 
Verhältnisse.   Es  giebt  eine  Zahl,  etwa  m,  Functionen  F  von/j*'*j^| 
welche 

genügen.     Die  beiden  Zahlen  r  und  m  sind  die  einzigen  Eigen*] 
Schäften    der   Gruppe  /*,   die   bei   beliebigen  Berührungg-TraoflrJ 
formationen  invariant  bleiben.    Hierauf  gründen  sich  wichtige! 
tegrations-Theorien.  L. 

A.  Mayer.    Zur  simultanen  Integration  linearer  partie 
Differentialgleichungen.    Gott.  Nachr.  1872.  815-320, 

A.  Mayer.  Ueber  unbescLränkt  integrable  Systeme 
linearen  totalen  DiflTerentialgleiehungen  und  die 
multane    Integration    linearer    partieller    Ditferentii 

gleichungen.    Cletfsch  Ann.  V.  448-470. 

S.  LiE.    Ueber  eine  neue  Integrations-Methode  partie 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Gott  Nachr. 

321-326. 

A.  Mayer.     Die  Lie'sche  Integrations-Methode  der  par^j 
tiellen   Differentialgleichungen   erster  Ordnung.    G^\ 

Nachr.   1872.  467-472. 
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A.  Mayer.  Zur  Theorie  der  vollständigen  Lösungen 
und  der  Transformation  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung.    Gott.  Nachr.  1872.  405-420. 

iLiE.  Zur  Theorie  partieller  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  insbesondere  über  eine  Classification 

derselben.    Gott.  Nachr.  1872.  473-489. 

1)  Die  erste  der  citirten  Arbeiten  macht  nur  Mittheilung  von 
lein  Hauptresultat  der  folgenden  Abhandlung. 

2)  Der  zweite  Aufsatz  giebt  eine  neue  IntegrationsrMetbode 
Ir  diejenigen  Systeme  linearer  partieller  Diflferentialgleichungen, 
iif  welche  Jacobi  die  partiellen  Diflferentialgleichungen  l'^'^Ord- 
ang  überhaupt,  und  Clebsch  das  PfaflTsche  Problem  zurUck- 
öfthrt  hat.  Diese  sogenannten  Jacobi'schen  Systeme  lassen  sich 
iif  die  Form  bringen : 

w     A,  (n  =  o.  A,cn  =  0, ...  ^.-1  (0  =  0, 

0  allgemein: 

^'  ^^  -    dx,  ^ ''-  dx„,  ^    -+>  ^X„.+^  ^         ^dXn' 

ind  die  Coefficienten  al  solche  Functionen  von  x^x.^*^*Xn  sind, 

lasB  fUr  jedes  f  identisch  ist: 

(/?)       ^[^•(/)]  =  ^,MUO]. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  jdie  Auffindung  aller  gemeinsamen 

iftrangen  der  Gleichungen  («)  von  der  vollständigen  Integration 

JHM»  einzigen  Systems  von  n  —  m-f  1  gewöhnlichen  Diflferential- 

[Iftetangen   abhängt,   und   dass  zur  Ermittelung  einer  gemein- 

tn^  Losung  schon  die  Kenntniss  irgend  eines  Integrales  dieses 

»yrtems  hinreicht.    Aus  der  Verbindung  des  letzteren  Satzes  mit 

er  Jacobi'schen  Methode  folgt  dann,  dass  die  vollständige  Lösung 

iner  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  1  *^'  Ordnung  mit 

unabhängigen  Variabein,  in  der  die  unbekannte  Function  selbst 

cht  vorkommt,    nur   die  Entdeckung   eines  Integrales   von  je 

Qem  System  von 

2w-2,  211-4,. -4,2 

wohnlichen    Diflferentialgleichungen    erfordert»      Dessgleichen 

fiebt  sidi,  wenn  man  den  Satz  anwendet  auf  diejenigen  linearen 

11* 
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ren  Systeme,  auf  welche  durch  Clebsch  die  Integration  der  totalen 
Differentialgleichung 

JCj  dx^  +  Xjj  dx^  ~\ 1-  X2n  dX2n  =  0 

zurückgeführt  worden  ist,  dass  es  zur  vollständigen  Lösung  des 

Pfaff 'sehen  Problems  gentigt,   ein  Integral  von  je  einem  System 

von 

2w— r,  2n— 3,--3,l 

gewöhnlichen  Diflferentialgleichungen  zu  finden. 

Den  Ausgangspunkt  der  Arbeit  bildet  die  allgemeine  Beme^ 
kung,  dass  aus  jeder  gemeinsamen  Lösung  der  m— 1  partielld- 
Diflferentialgleichungen  (a),  wenn  man  dieselbe  einer  willkürlicbaj 
Constanten  gleichsetzt,  ein  Integral  des  Systems  von  n  —  m^ 
totalen  Diflferentialgleichungen  hervorgeht: 

(y)         dxk  =  al dx^  +  aj?  da;^  H a'k"^  dxjn^u  k  =  m,m+ 1,- 

und  umgekehrt,  wobei  es  noch  ganz  dahingestellt  bleibt,  ob  &1 
Identitäten  (/?)  bestehen,  oder  nicht.  Es  werden  daher  zunäcWj 
an  Stelle  der  partiellen  Diflferentialgleichungen  (a)  die  totalen  ö)j 
betrachtet,  jedoch  nur  unter  Voraussetzung  der  Identitäten  i 
Die  Untersuchung  ergiebt  (§§  2  u.  7),  dass  alsdann  das  Systemö')j 
ein  unbeschränkt  integrables  ist,  d.  h.  (§  1)  ebensoviel 
hängige  Integrale  als  Gleichungen  besitzt.  Zur  Auffindung  di« 
Integrale  erscheint  zuerst  die  vollständige  Integration  von  w-lj 
Systemen  von  je  n  —  m-\-l  gewöhnlichen  Diflferentialgleicho 
nöthig  (§  2).  Durch  Anwendung  eines  Transformationsprincipi 
das  in  seiner  einfachsten  Form  zuerst  von  Hr.  P.  du  Bois-Beyn 
(BorchardtJ.  LXX.  siehe  F.  d.  M.  IL  p.  162)  zur  Integration  < 
durch  eine  Gleichung  integrirbaren  totalen  Diflferentialgkich 
benutzt  worden  ist,  gelingt  es  aber  (§§  3  u.  7),  die  Integ 
der  Gleichungen  (y)  und  damit  zugleich  auch  (§  4)  die  Auffind« 
aller  gemeinsamen  Lösungen  des  Jacobi'schen  Systems  (a)  zurlld 
zuführen  auf  die  vollständige  Integration  eines  einzigen  Sy» 
von  n  —  m-^-l  gewöhnlichen  Diflferentialgleichungen  und  hie 
endlich  wird  (§  5)  der  Satz  gefolgert,  dass  man  aus  einem  M 
liebigen  Integrale  dieser  gewöhnlichen  Diflferentialgleichung»! 
immer  auch  eine  gemeinsame  Lösung  der  Gleichungen  (a)  M 
leiten  kann.     Die  Anwendungen  desselben   auf  die   IntegratloB 
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er  partiellen  Differentialgleichungen  1**^'  Ordnung  und   auf  das 
fafiTsche  Problem  sind  in  §  6  enthalten. 

3)  Durch  geometrische  Betrachtungen,  angestellt  an  Räumen 
dt  n  Dimensionen,  ist  Hr.  Lie  auf  eine  neue  Integrationsmethode 
es  partiellen  Diflferentialgleichungen  l**«" Ordnung  geführt  worden, 
ie,  ungleich  einfacher  und  übersichtlicher  als  alle  anderen, 
1  Bezug  auf  die  Anzahl  von  Integrationen,  die  sie  fordert,  genau 
asselbe  leistet,  wie  die  unter  2)  besprochene  Methode.  Diese 
ie'sche  Methode,  deren  Grundztige  bereits  am  10.  Mai  1872  der 
.cademie  zu  Christiania  (siehe  das  Referat  p.  161)  vorgelegt 
mrden,  besteht  in  der  fortgesetzten  Wiederholung  eines  und 
fsselben  fundamentalen  Satzes,  eines  Theorems,  das  sich,  wenn 
nx  uns,  zu  leichterer  Vergleichung  beider  Methoden,  hier  auf 
olche  partielle  Gleichungen  beschränken,  in  denen  die  un- 
Jekannte  Function  selbst  nicht  vorkommt,  so  aussprechen  lässt: 

Die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  1  *^'  Ord  • . 
QODg  mit  n  unabhängigen  Variabejn  kann  mit  Hülfe  eines  be- 
iebigen  Integrales  von  einem  System  von  2n  —  2  gewöhnlichen 
Wfferentialgleichungen  zurückgeführt  werden  auf  die  Integration 
aner  ebensolchen  Gleichung  mit  nur  w—1  unabhängigen  Variabein. 

Man  braucht  nur  diesen  Satz  immer  von  Neuem  anzuwenden, 
im  sofort  zu  tibersehen,  dass  nach  demselben  zur  vollständigen 
UsMig  einer  Gleichung  mit  n  unabhängigen  Variabein  in  der 
Hat  nur  erforderlich  ist,  die  Kenntniss  eines  Integrales  von  je 
inem  System  von 

2w-2,  2»-~4,...4,2 
iwöhnlichen  Differentialgleichungen. 

Der  Satz  selbst  ist  nur  ein  specieller  Fall  des  folgenden 
Igemeineren  Theoremes  von  Lie: 

Besitzen  q  partielle  Differentialgleichungen  l*^"^  Ordnung 
irischen  n  Variabein  eine  gemeinsame  vollständige  Lösung  mit 
-q  willkürlichen  Constanten,  so  läBst  sich  die  simultane  Inte- 
ation  dieser  Gleichungen  zurückführen  auf  die  vollständige 
JsuDg  einer  einzigen  partiellen  Differentialgleichung  1'"  Ord- 
ing  zwischen  n  —  q-{-l  Variabein. 

lieber  das  Raisonnement,   durch   welches  der  Verfasser  zu 
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diesen  wichtigen  Sätzen  gelangt,  enthält  die  vorliegende  Not 
nur  sehr  spärliche  Andeutungen.  Eine  ausführliche  Skizziruiw 
desselben  findet  man  in  der  oben  erwähnten  Mittheilung  an  d. 
Academie  zu  Christiania. 

4)  In  der  eben  besprochenen  Note  hat  Hr.  Lie  noch  nie! 
die  algebraischen  Formeln  für  sein  Fundamentaltheorem  gegeben 
Die  vorliegende  Mittheilung  füllt  diese  Lücke  aus  und  deutet 
zugleich  an,  wie  man  mit  Hülfe  zweier  Sätze  aus  der  Note  5) 
ganz  ohne  geometrische  Betrachtungen  zum  Beweis  des  Theoreml 
gelangen  kann,  womit  also  ein  rein  analytischer  Weg  zur  Aih 
leitung  der  Lie'schen  Methode  selbst  vorgezeichnet  ist, 

5)  In  der  hinterlassenen  Abhandlung  „Ueber  die  voUstäft^ 
digen  Lösungen  einer  partiellen  Differentialgleichung  l*®'Ordnung*| 
welche  den  „Vorlesungen  über  Dynamik*  beigefügt  ist,  behan- 
delt Jacobi  unter  anderen  die  Aufgabe,  aus  einer  gegebenen  yoU^ 
ständigen  Losung  beliebige  andere  vollständige  Lösungen  abzu- 
leiten, wenn  die  partielle  Differentialgleichung  die  gesuchte  Func- 
tion selbst  nicht  enthält.  Der  Regel,  die  dort  p.  492  gegeben 
wird,  entspricht  in  gewissem  Sinne  das  Theorema  VIII  der  Jacobi- 
schen Nova  methodus  (Borchardt  J.  LX)  über  die  Transformation 
solcher  partieller  Differentialgleichungen.  Bei  genauerem  Anblick 
dieser  beiden  Sätze  erkennt  man  aber  sehr  bald,  dass  der  eine 
wie  der  andere  vielfachen,  und  was  das  Misslichste  ist^  nicht  im 
Voraus  angebbaren  Ausnahmen  unterworfen  ist.  Die  vorliegenll 
Note  ersetzt  daher  diese  Jacobi'schen  Regeln  durch  andere  f* 
ganz  allgemeiner  Gültigkeit.  Sie  dehnt' dieselben  t|berdies  ans 
auf  partielle  Differentialgleichungen,  in  denen  die  unbekannte 
Function  selbst  vorkommt,  und  enthält  namentlich  die  allgemeine 
Lösung  der  Aufgabe,  aus  irgend  einer  vollständigen  Lösung  jede 
andere  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
abzuleiten.  Dagegen  ist  es  dem  Verfasser  nicht  gelungen,  auch 
für  die  allgemeineren  Transformationen,  welche  Jacobi  in  §61  dei 
Nova  methodus  betrachtet,  die  fundamentale  Aufgabe  allgemein  zc 
lösen,  wie  aus  der  vollständigen  Lösung  der  transformirten  Glei- 
chung eine  vollständige  Lösung  der  ursprünglichen  erhalten  werdei 
könne.  Ausführliche  Beweise  sind  der  Mittheilung  nicht  beigegebeti 
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6)  Dieser  Aufsatz  zerfällt  in  drei  von  einander  ganz  unab- 

\^gige  Theile. 

in  ersten^  welcher  das  Verhältniss  der  Lie'schen  Methode 

za  der  in  2)  auseinandergesetzten  bespricht,  deutet  der  Verfasser 

11^  in  wie  weit  beide  Methoden  denselben  Weg  gehen  und  wo 

äeneh  yon  einander  abzweigen. 

Der  zweite  Abschnitt  giebt  in  gedrängter  Kürze  einen  Ueber- 

Mick  über  eine  Reihe  von  neuen  allgemeinen  Betrachtungen,  die, 
uflgehend  von  einer  Untersuchung  der  partiellen  Diflferential- 
lleichungen  hinsichtlich  derjenigen  Eigenschaften,  die  durch  Be- 
rahrungstransformationen  nicht  geändert  werden,  zu  einer  Aus- 
iebnung  der  Begriffe:  partielle  Differentialgleichung  1*^*^  Ordnung, 
Töilständige  Lösung  etc.  und  hierdurch  schliesslich  zu  dem  Satze 
fiüuren,  dass  es  unter  den  partiellen  Differentialgleichungen  mit 
»+ 1  Variabein  ausser  der  Classe  der  linearen  noch  w  —  1  andere 
Glassen  giebt,  deren  Lösung  durch  die  vollständige  Integration 
eines  Systems  von  ijur  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
erhalten  werden  kann.  Auch  hier  hat  die  Betrachtungsweise 
einen  vorwiegend  geometrischen  Character.  Nach  jenen  Begriffs- 
erweiterungen lässt  sich  auch  eine  Gleichung  zwischen  den  Varia- 
beln  allein,  ohne  partielle  Differentialquotienten,  als  eine  partielle 
Differentialgleichung  auffassen  und  die  vollständige  Lösung  einer 
jwfiellen  Differentialgleichung  zwischen  « +  1  Variabein  braucht 
JUi  nothwendig  aus  einer  einzigen  Gleichung  zwischen  diesen 
Variabein  und  n  willkürlichen  Constanten  zu  bestehen,  sondern 
kann  auch,  je  nachdem,  durch  1,  2,...  n  Gleichungen  definirt 
»ein,  in  denen  aber  immer  w  willkürliche  Constanten  vorkommen 
»tlssen.  An  einem  Beispiel  wird  gezeigt,  wie  man  jedes  solche 
System  von  Gleichungen  als  vollständige  Lösung  einer  partiellen 
Differentialgleichung  ansehen,  und  wie  man  von  dieser  Lösung  zu 
beliebigen  anderen  Lösungen  tibergehen  kann.  Der  Verfasser 
hebt  Doch  hervor,  dass  sich  diese  erweiterte  Auffassung  bei  dem 
allgemeinen  Problem  der  Transformation  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen, von  dem  die  Note  5)  nur  specielle  Fälle  voll- 
ständig absolvirt,  mit  innerer  Nothwendigkeit  von  selbst  aufdränge. 
Der  dritte  Theil  endlich  bringt  Bemerkungen  über  den  so- 
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genannten  ungünstigsten  Fall.  Diese  Bemerkungen  sind  als  ein 
erstes  Anzeichen  der  wichtigen  Erscheinung  zu  betrachten,  im 
man  nicht  einer  einzigen  Methode  das  ausschliessliche  Privilegium 
zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  zuerkennen  j 
kann,  sondern  erst  von  der  Combination  der  verschiedenen  !»•] 
tegrationsmethoden  die  grössten  Erfolge  zu  erwarten  hab» 
wird.  Wir  wollen  versuchen,  sie  hier  etwas  näher  auseinander- 
zusetzen. 

Im  Folgenden  bezeichnet  (F,  tf>)  zunächst  den  Ausdruck: 

h=i^dqh    dpH         dph  dqk^^ 
hat   man   aber   an  Stelle  einer  der  Variabein  q  und   des  ent-J 
sprechenden  p  zwei  neue  Variable  x  und  y  eingeführt,   so 
dann  dies  Zeichen  so  verstanden  werden,  dass  in  der  Oefinitioi^ 
desselben  diese  q  und  p  durch  x  und  y  zu  ersetzen  sind. 
Dies  vorausgeschickt,  sei 

iA)         p,^U,  (iq,^..qnP,''.Pn\ 
wo  allgemein 

ev 

dqh 
die  zu  integrirende  partielle  Diflferentialgleichung. 
Hat  man  eine  Lösung  f  der  linearen  Gleichung 

gefunden,  und  ergeben  die  beiden  Gleichungen  p,  =  H^  und 
f  =  const.  durch  Auflösung  nach  p^  und  p, : 

so  ist  hiermit  die  gegebene  Gleichung  zurückgeführt  auf  die  beiden 
Gleichungen  (ß).  Indem  man  an  Stelle  von  q^  eine  neue  Variable  ar, 
durch  die  Substitution: 

?.   =   Ö2  +  C?l-«l)^2 

einführt,  verwandelt  man  diese  Gleichungen  in  die  folgenden 
wo 

dv 

ist.  Nach  der  Lie'schen  Methode  kann  man  nun  eine  gemeinsame 
vollständige  Lösung  der   beiden  Gleichungen  (C)   durch   blosse 
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algebraische  Operationen  ableiten,  sobald  man  die  eine  partielle 
Differentialgleichung  mit  nur  noch  w  —  1  unabhängigen  Variabein 

ToUständig  integrirt  hat,  sodass  die  Integration  der  gegebenen 
fflßichung  (i4)  jetzt  nur  noch  abhängt  von  der  vollständigen  In- 
iljgration  der  Gleichung  (D). 

Diese  letztere  wird  in  derselben  Weise  mit  Hülfe  einer 
Lösung  der  Gleichung. 

(£)        CA-p,,y)  =  0 
ID-ückgeftihrt  auf  eine  partielle  Differentialgleichung  mit  nur  noch 
[*— 2  Variabein  u.  s.  f. 

Kennt  man  aber  zufällig  nicht  bloss  eine,  sondern  alle  Lö- 
iODgen  der  Gleichung  (E),  so  ist  es  ganz  überflüssig,  die  Re- 
Inetion  noch  weiter  zu  treiben.  Denn  mit  der  Auffindung  aller 
Lösungen  von  (£)  ist  nach  der  Cauchy'schen  Methode  die  Glei- 
chung (I>)  und  nach  dem  Obigen  also  auch  die  gegebene  (A) 
Tollständig  integrirt. 

Will  man  dagegen  zur  simultanen  Integration  der  beiden 
Gleichungen  (C)  die  Jacobi'sche  Methode  anwenden,  so  muss 
nan  zunächst  eine  gemeinsame  Lösung  (p  des  Jacobi'schen 
%stems  suchen: 

(fi  -Pp  V)  =  0,     df,  -y^,  q>)  =  0. 
Weg  geschieht  in  der  Weise,  dass  man  mit  einer  beliebigen  Lösung 
&r  Gleichung  (E)  successive  die  Ausdrücke  bildet  : 

'f'  =  (A  -  y,i  y)»   9"  =  (A  -  2/2»  9>'),  •  •  • 

Jeder  derselben  ist  selbst  wieder  eine  Lösung  von  (E),  und  es 
iiin  der  Jacobi'schen' Methode  der  ungünstigste  Fall,  d.  h.  der- 
jenige, welcher  die  höchsten  Integrationen  erfordert,  wenn  man 
hierdurch  nach  und  nach  alle  Lösungen  der  Gleichung  (E)  er- 
iält.  Damit  ist  aber  nach  dem  Vorhergehenden  die  vollständige 
Losung  der  Gleichung  (Z>)  gewonnen  und  das  ganze  Problem 
felöst. 

Man  sieht  also,  dass  dieser  ungünstigste  Fall  bei  der  an- 
egebenen  Combination  der  Integrationsmethoden  von  Lie,  Jacobi 
nd  Cauchy  grade  umgekehrt  in  den  allergünstigsten  verwandelt 
ird,  und  es  ist  klar,  dass  dies  Verfahren  auch  dann  Vortheil 
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I 


gewähren  kann,  wenn  man  durch  die  Jacobfsche  Methode  zwar 
nicht  alle,  aber  doch  eine  hinlänglich  grosse  Anzahl  von  Lösungen 
der  Gleichung  (E)  erhält. 

Bei  der  Integrationsmethode;  welche  in  2)  aaseinandergesetzt 
wird,  zeigt  sich  die  Gunst  oder  Ungunst  der  Fälle  nidit  in  der 
geringeren  oder  grösseren  Anzahl  von  erforderlichen  Integrationea, 
sondern  nur  darin,  dass  bald  ktlrzere^  bald  längere  algebraiscle 
Operationen  auszuführen  sind.  Lie  weist  aber  nach,  dass  aueh 
hier  das  ganze  Integrationsgeschäft  beendet  ist,  sobald  irgendwo 
der  scheinbar  ungünstigste  Fall  eintritt,  dass  man,  statt  m^^ 
einzigen,  alle  gemeinsamen  Lösungen  der  in  Betracht  kommen- 
den linearen  Gleichungen  erhält.  Dies  lässt  sich  nicht  mehr  un- 
mittelbar der  Cauchy'schen  Methode  entnehmen:  es  wird  abq 
sofort  klar  gemacht  durch  die  Entdeckung,  dass  diese  letzteql 
Methode  zur  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  eiifl 
directe  Ausdehnung  gestattet  auf  die  simultane  Integration  loek- 
rerer  partieller  Differentialgleichungen.  Wenn  nämlich  F^  --fM 
solche  gegebene  Functionen  von  q^  "-qn,  Pm**'Pn  sind,  zwifchei 
denen  die  Identitäten 

{Fi-p.i,  Fk-Pk)  =  0 

bestehen,  so  lässt  sich  die  simultane  Integration  der  in  —  1  pa^ 
tiellen  Differentialgleichungen 

n   =  ^1  >    •  •  •   P/«-l   =  ^m-l 

zurückführen  auf  die  Auffindung  aller   gemeinsamen  Lösungi 
des  Jacobi'schen  Systems  von  m  —  1  Gleichungen: 

in  welchem  f  unabhängig  von  p^.,. /?„i_i  angenommen  wird. 

Da  dieses  Jacobrsche  System  nach  dem  in  2)  mitgethdUe^ 
Verfahren  zurückgeführt  werden  kann  auf  ein  System  toR 
2  (n  —  m  4- 1)  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,  und  diese  4ie 
kanonische  Form  besitzen,  also  ihrerseits  wieder  äquivalent  i 
einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  fi  — »»4-2  unabhängiges 
Variabein,  so  erkennt  man,  dass  die  angegebene  Erwoitemm 
der  Gauchy'schen  Methode  gewisserma^ssen  die  Brttefceii  bUd«( 
von  der  Methode  des  Aufsatzes  2)  zu  der  von  Lie.  Mr. 
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S.  LiB.  üeber  Complexe,  insbesondere  Linien-  und 
Kugel -Complexe,  mit  Anwendung  auf  die  Theorie 
partieller  Differentialgleichungen.   Ciebsch  Ann.  v.  145-256. 

Siehe  Äbschn.  IX.  Cap.  4. 
H.  Laurent,    Sur  le  th^orfeme  de  Poisson.   Liouviiie  j.  (2) 

XVII   422-426. 
Siehe  Abseho.  X.  Cap.  4.  A. 

E.  CoMBESCüRE.  Sur  un  Systeme  particulier  d'equations 
aux  diffdrences  partialles,    c.  ß.  LXXiv.  977-980. 

Es  ist  jener  alte,  wohlbekannte  Satz  Jacobi's,  durch  den 
nan  erfährt,  welches  System  partieller  Differentialgleichungen 
iurch  m  Gleichungen  zwischen  den  Lösungen  der  Charakteristik 

iitogrirt  wird  (Vgl  Grelle  J.  IL  321,  XXlIl.  80,  XXIX  247),  der 
lier  der  Pariser  Academie  als  eine  ganz  neue  Entdeckung  vor- 
^fahrt  wird.  Wie  der  Satz  selbst,  so  ist  auch  die  Ableitung 
licht  neu,  vielmehr  nur  eine  andere  und  nicht  gerade  einfachere 
Form  des  Beweises,  den  Jacobi  in  Crelle  J.  IL  giebt. 

Mr. 

E.  CoMBESCüRE.  Sur  un  proc^d^  d'integration,  par  ap- 
proximations  successives,  dune  certaine  ^quation  de 
la  plasticodynamique.    C.  R.  LXXiv.  1041-1044. 

Siehe  Abschn.  X.  Cap.  4.  A. 
E.  CoMBESCüRE.   Remarques  sur  un  memoire  de  Legendre. 

C.  B.  LXXIV.  798-802. 
Beschäftigt  sich  hauptsächlich  mit  der  Begründung  einiger 
lllgemeiner  Angaben  Legendre's  (rAcadöm.  des  »ciences  1787, 
^ergl.  auch  Imschenetsky,  Grunert  Arch.  LIV  p.  269,  siehe  das 
ieferat  p.  156)  über  lineare  partielle  Differentialgleichungen  höhe- 
er  Ordnung,  Mr. 
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J.  BoussiNESQ,  Sur  un  changement  de  variables  qm 
rend  intdgrable  certaines  ^quations  aux  döriv^es  par- 
tielles du  second  ordre.   C.  R.  LXXIV.  730-733. 

J,  A.  Serret.  Observations  relatives  k  une  note  de 
M.  Boussinesq.    c.  R.  LXXiv.  769-770. 

Die  Note  von  Boussinesq  giebt  ein  Verfahren  an,  um 
lineare  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

durch  Einführung  neuer  unabhängiger  Variabein  auf  die  Fora 
zu  bringen: 

Wie  Serret  bemerkt,  ist  jedoch  diese  Methode  nicht  nea, 
vielmehr,  und  zwar  allgemein  fttr  die  linearen  Gleichungen  zwdtor 
Ordnung,  schon  in  dem  grossen  Lehrbuche  von  Lacroix  aosaifr 
andergesetzt. 

Imschenetsky  giebt  in  Grunert  Arch.  LIV.  268.  diese  atts 
gemeine  Reduction.  Mr. 

M.  Levy.  Memoire  sur  la  th^orie  des  ^quations  aui 
diff^rences  partielles  du  second  ordre  k  deux  variablei. 
inddpendantes.    C.  R.  Lxxv.  1094-1093. 

Der  Verfasser  hat  die  Aufgabe  gelöst,  alle  Integrale  ein» 
partiellen  Differentialgleichung  2  *®'' Ordnung  mit  2  unabhäng^get 
Variablen  zu  finden,  welche  vermittelst  Integrationen  von  gewöhß- 
liehen  Differentialgleichungen  erhalten  werden  können.  Dil 
Resultate  der  Untersuchung  werden  ohne  Beweis  mitgetheilt  D» 
wichtigste  Theorem  lautet: 

Die  allgemeinen  Integrale,  die  auf  gedachtem  Wege  erhaltet 
werden   können,   sind  diejenigen,  in  welchen  die  willkürlicheii 
Functionen  in  Bezug  auf  die  eine  der  Charakteristiken  der  pai^I 
tiellen  Differentialgleichung  (nach  Amp^re's  Bezeichnung)  unter  i 
keinem  Integrationszeichen  auftreten,  während  die  willkürlichen! 
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Functionen  in  Bezug  auf  die  andere  Charakteristik  in  beliebiger 
Form  auftreten  können,  und  umgekehrt,  wenn  eine  partielle  Dif- 
ferentialgleichung ein  Integral  von  einer  solchen  Form  zulässt, 
dann  lässt  sich  ihre  Integration  auf  die  von  k  Systemen  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  zurückführen,  und  zwar  ist  stets 
*  =  3. 

Es  folgen  hierauf  noch  Theoreme  über  die  Gestalt,  in  welcher 
Ue  allgemeinen  Integrale  der  erwähnten  Beschaffenheit,  sowie 
lie  allgemeinen  Integrale  erster  Klasse  (nach  Amp^re's  Bezeich- 
lung)  unter  gewissen  Bedingungen  sich  darstellen  lassen. 

Hr. 

^.  Graindorge.     Memoire  sur  Tint^gration  des  ^quations 

de    la   mdcanique.     Bruxelles,   Hayez.    1871. 

Die  Arbeit  enthält  ein  kurzes  und  im  Allgemeinen  sehr 
klares  R^sumö  der  Untersuchuogen  über  den  oben  genannten 
Segenstand.  Die  einzelnen  Capitel  sind:  I.  Die  Fundamental- 
jleichungen  der  Dynamik  in  der  Form  von  Lagrange.  Reduction 
ittf  die  Hamilton'sche  Form,  wenn  die  Verbindungen  die  Zeit 
aicht  enthalten.  IL  Analoge  Reduction  für  den  Fall,  dass  die 
Verbindungen  auch  die  Zeit  enthalten.  III.  Fundamentale  Eigen- 
Hdiaften  der  Hauptfunction  und  d^r  charakteristischen  Function 
^fön  Hamilton.  IV.  Relationen  zwischen  den  Derivirten  der  Va- 
liabeln  nach  den  Constanten  und  den  Derivirten  der  Constanten 
Wh  den  Variabein.  V.  Theorem  von  Lagrange  und  Poisson. 
VL  Anwendungen:  1)  Bewegung  eines  materiellen  Punktes,  der 
^on  einem  festen  Centrum  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  an- 
fezogen  wird.  2)  Rotation  eines  festen  Körpers  um  einen  festen 
Punkt.  3)  Bewegung  eines  Punktes,  der  von  zwei  festen  Centren 
öach  dem  Newton'schen  Gesetz  angezogen  wird,  falls  der  Punkt 
'tets  in  einer  durch  die  beiden  Centren  gelegten  Ebene  bleibt. 
)  Berechnung  der  Bahnelemente  eines  Planeten,  wenn  derselbe 
Uein  von  der  Sonne  angezogen  wird.  VII  — VIIL  Methode  von 
erfrand  und  Bour  zur  Integration  der  Gleichungen  der  Dynamik. 

Mn.  (Wn.) 


174  ^I'  Abschnitt.    Differential-  u.  IntegralrecbDirag. 

J.  Graindorge.     Memoire  sur  rintegration  des  Äjuations 
aux  d^riv^es  partielles  des  deux  premiers  ordres. 

Mem.  d.  1.  S.  R.  de  Liege.  (2)  V. 

Der  erste  Theil  enthält  die  Theorie  der  Gleichungen  erster 
Ordnung.  I.  Verschiedene  Arten  von  Integralen.  IL  Lineare 
Gleichungen.  III-IV.  Darstellung  der  nova  methodus  von  JacoW. 
VIII.  Ausdehnung  von  Bour  auf  simultane  Gleichungen.  Der  Ver- 
fasser lässt  sowohl  die  vor-Jacobi'schen  Arbeiten  unberttcksichtigt, 
als  auch  die  Erweiterungen,  die  nach  Bour  in  den  Arbeiten  von 
Boole,  Weiler,  Clebsch,  Mayer  etc.  enthalten  sind. 

Der  zweite  Theil  enthält  die  Theorie  der  Gleichungen  zweiler 
Ordnung.  I-IIL  Definitionen  und  Untersuchungen  von  Monges 
Euler,  Laplace,  Imschenetzky  und  Legendre  in  Bezug  auf  lineart 
Gleichungen.  Der  Verfasser  behandelt  sehr  elegant  einige  beson- 
dere Fälle,  die  in  den  allgemeinen  Methoden  von  Monge  nidit 
enthalten  sind.  IV -VIII.  Untersuchung  der  Gleichungen  von  der 
Form: 

Hr  +  2Ks  +  Lt  +  ]«+N(rt—s')  =  0 

und  der  Gleichungen,  die  sich  nach  den  Methoden  von  Ampöre, 
Imschenetzky,  Boole  und  Morgan  darauf  reduciren,  IX.  Trans- 
formation von  Legendre  und  Methode  von  Ampere  flir  Gleichungen 
zweiter  Ordnung  von  anderer  Form.  Der  Verfasser  hätte  ivb 
Entwickelung  des.  grössten  Theiles  der  Untersuchungen  ttW 
Gleichungen  zweiter  Ordnung  vereinfachen  können,  wenn  er  A 
Arbeiten  von  Darboux  berücksichtigt,  und  wenn  er  dieselben 
geometrisch  interpretirt  hätte,  wie  P.  du  Bois-Reymond  in  seinen 
Beiträgen.  Mn.  (Wn.) 

J.   Graindorge.      Note   sur  rintdgration  d'une  certaine  ' 
classe   d'dquations    aux  derivdes  partielles    du  second 

ordre.    Liouville  J.  (2)  XVII.  426-432. 

Bei  der  Monge'schen  Methode  für  die  Integration   der  par- 
tiellen Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

Rr  +  Ss  +  Tt=  Ü, 
wird  in  den  Fällen 
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1)  Ä  =  0,      2)  r  =  0,      3)  Ä  =  0,   r  =  0, 

Jie  zweite  der  Gleichungeo 

dy  —  mdx  =  0,        Rmdp  +  Tdq  —  Umdx  =  0, 

wo  m  Wurzel  der  Gleichung 

Am'  —  Sm  +  r  =  0 
st,  für  die  Wurzel  m  =  0  und  m  =  oo  illusorisch. 

Diese  Schwierigkeit  wird  in  folgender  Weise  vermieden: 

T 

1)  Ä  =  0,  dann  m,  =  -^,  m^  =  oo,  lim  m^  ß  =  S, 

las  m^  entsprechende  Gleichungssystem  wird  also 
dx  =  0,     Sdp  +  Tdq-  Udy  =  0; 

S  T 

2)  T=  0,  dann  m,  =  —-^  m„  =  0,  lim —  =  S, 

ind  das  m^  entsprechende  System  wird 

dy  =  0,    Rdp  -f  Sdq—  Udx  =  0; 

3)  B  =  0,  T  =  0,  dann  m^  =  0,^^  =  oo, 
md  die  beiden  Systeme  werden: 

dx  =  0,  Sdp  —  Udy  =  0;     dy  =  0,  Sdq—  Udx  =  0. 

Es  folgt  eine  Anwendung  auf  die  Gleichung 

wobei  jedoch  nur  von  der  Integration  des  einen  der  Gleichungs- 
Bylrteme  Gebrauch  gemacht  wird,  was  bekanntlich  in  allen  Fällen 
itisreicht.  Hr. 

3rloff.     Sur  les  ^quations  diff^rentielles  r^ciproques.* 
Bull,  de  Belg.  XXXIIL  113-122. 

P.  Gilbert.     Rapport  sur  ce  memoire.     Bull,  de  Belg.  (2) 

XXXIV.  105-106. 
Siehe  Abschn.  VI.  Cap.  5,  p.  154. 

C.  Matthieu.     Memoire  sur  rint(5gration  des  dquations 
aux  difft^rences  partielles  de  la  physique  math^matique. 

Licuville  J.  (2)  XVII.  249-323. 
Der  Verfasser  hat  in  einer  früheren  Arbeit  (cfr.  F.  d.  M.  IL 
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p.  750)    die  Methoden   der  Potentialtheorie  ausgedehnt  auf  die 
Gleichung  A  (Am)  =  0,  unter  Am  den  Ausdruck 


verstanden,  und  für  die  Lösungen  dieser  Gleichung  analoge  Sä 
aufgestellt,    wie   für    das  Potential.     Die   gegenwärtige  Arbötj 
von    der  einige  Resultate  bereits    in  einem  vorläufigen  Bericl 
im  vorigen  Jahrgang  p.  172   besprochen  sind,   dehnt  jene  Me- 
thoden  und  Sätze  auf  einige  andere  in  der  mathematischen  Phya 
vorkommende    DiflFerentialgleichungen     aus,    nämlich     auf 
Gleichungen 

Am  = — au,  -^  =  a  Am,  -^72-=  a'Aw. 

Aus  der  Potentialtheorie  ist  bekannt,  dass  man  stets 
Oberfläche  eines  Körpers  so  mit  Masse  belegen  kann,  dass 
Potential  dieser  Masse  im  Innern  der  Gleichung  Am  =  0 
den  Stetigkeitsbedingungen  genügt,  und  an  der  Oberfläche  ein« 
gegebenen  Werth  annimmt.  Daraus  schliesst  man  dann, 
das  allgemeinste  Integral,  welches  der  Gleichung  Am  =  0  inne 
halb  des  von  der  Fläche  a  begrenzten  Raumes  genügt,  ist: 


1)        u=^f-^da. 


Hier,   wie  im  Folgenden,  ist  r  der  Abstand  eines  Punkt«! 
xyz  im  Innern  von  a  von  einem  Punkte  a?,,  t/,,i5j,  der  auf  di 
Element  da  liegt,  q  eine  willkürliche  Function  von  x^,  y^,  z^. 
Iirtegration  ist  über  die  ganze  Fläche  o  auszudehnen. 

Die  Gleichung  Am  =  —a^u  lässt  sich  nun  in  ganz  derselben 

Weise  behandeln;   ihr  allgemeines  Integral  ist: 

_.                  /«cos  (^ar^     , 
2)        u=J ^—Qda. 

Betrachtet  man  nämlich  das  dreifache  Integral 
F  ~    /*  cos  («0 


=/^ 


Ddn, 
r 


wo  dn  ein  Raumelement  ist,  dessen  Masse  Dd//,  so  genügt  f 
für  Punkte  ausserhalb  der  Masse  der  Gleichung 

AF+a*F=0, 
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während  f&r  Punkte  der  Masse 

st  Ausserdem  ist  V  und  seine  ersten  Differentialquotienten  so- 
fohl  innerhalb,  als  ausserhalb  der  Masse  stetig.  Das  Integral  V 
M  sich  nun  in  ganz  derselben  Weise  behandeln,  wie  das  Po- 
»tial.  Es  gilt,  wie  beim  Potential,  der  Satz,  dass  man  jede 
ertheilung  der  Massen  durch  eine  Oberflächenbelegung  ersetzen 
inn,  und  daraus  folgt  die  obige  Behauptung.  Bemerkt  mag 
erden,  dass  das  Integral 

'  sin  (ar) 


^.=/' 


Ddn 


r 
»wohl    für   Punkte   innerhalb,   als   ausserhalb   der   Masse   der 


leichung  / 

J}\  +  a'V,  =  0 
enfigt. 

Wie  f&r  den  Raum  durch  ein  Flächeuintegral,  so  lässt  sich 

Ir  die  Ebene  die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  Ju  ■=  —  a\ 

beh  ein  Randiutegral  darstellen.    Dies  Randintegral  ist,  wenn 

bein  Element  des  Randes,  q  eiue  willkürliche  Function,  r  die 

Entfernung  eines  Randpunktes  von  einem  Punkte  im  Innern  be- 

leicfanet: 

V)       u  =  / N'Q'ds,  N  =f  /     cos  (ar  cos  w)  log  (r  sia'o;)  da). 

0 

In  einigen  Fällen,  wo  s  eine  einfache  geschlossene  Linie 

iUet,  kann  man  statt  des  Ausdrucks  2'0  den  einfacheren  nehmen: 

2*)         u  =  /M'Q^ds,  M  =  /    cos  (^ar  cos  10)  dw. 

0 
Aus  den  Ausdrücken  2«)  und  2^)  leitet  nun  der  Verfasser 
einige  Specialfälle  Reihenentwickelungen  der  bestimmten  In- 
rale  M  und  JV,  sowie  der  Lösungen  u  selbst  ab.  Diese  Fälle 
i  die,  wo  die  Fläche  ein  Kreis,  eine  Ellipse,  ein  von  zwei 
centrischen  Kreisen  oder  von  zwei  confocalen  Ellipsen  be- 
azter  Ring  ist.  Bei  der  Kreisbegrenzung  wird  die  Distanz  r 
ßh  Polarcoördinaten  ausgedrückt  und  M,  iV,  u  in  Reihen  ent- 
kelt,  die  nach  Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen  des  Winkels 
schreiten,  und  deren  Coefficienten  Potenzreihen  des  Radius 

.rtKshr.  d.  Math.  IV.  1.  12 
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vector  sind.     Bei  elliptischer  Begrenzung  wird  r  durch  elliptische 
Coordinaten  ausgedrückt  mittelst  der  bekannten  Substitution 

X  =  c  — ~ cos  a,  y  =  c sin  a. 

Die  Reihe  für  u  schreitet  fort  nach  Functionen  von  a,  welcke 
der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

^  +  (ß-2Ä'  cos  2a)  P  =  0 
da 

gentigen,  wo  R  und  h  Constante  sind.    Aehnliche  Entwickelungci 

hat    der    Verfasser   bereits   in    einer   früheren   Arbeit   über  dii 

Schwingungen  einer  elliptischen  Membrane  gegeben  (cf.  F.  d.M. 

I.  p.  354).    Für  die  einfache  Kreis-  und  Ellipsenfläche  giebt  4(« 

Ausdruck    2^)    schon    die   allgemeine  Lösung,  während  man  tt 

eine  ringförmige  Fläche  den  Ausdruck  2«)  nehmen  muss. 

In  derselben  Weise  wird  dann  der  Ausdruck  2)  für  u  ftr 
den  Fall  einer  Kugel  nach  Kugelfunctionen  entwickelt. 

Weiter  behandelt  der  Verfasser  die  Gleichung 

Ihre  allgemeine  Lösung  für  einen  von  der  Fläche  a  begrenzte! 
Raum  ist: 

3)        t,  =  p  C^  +  ^^>  ^> V^)  +  J^  Cr  —  ai,  O.yi)  ^^^ 

worin  f  und  F  willkürliche  Functionen  sind,  0  und  \ff  die  Cofl^ 
dinaten  eines  Punktes  der  Oberfläche;  r  und  o  haben  diesdkft 
Bedeutung  wie  in  1).  Für  den  Fall  der  Ebene,  wo  J  nur  zwi»- 
gliedrig,  ist  die  allgemeine  Lösung  für  das  Innere  einer  Curvei: 

3«)        u  —  C%p  (r,  t,  t?)  ds, 

yj  (r, ;,  t>)  =  /     F  (r  cos  w  +  af,  v)  log  (r  sin  'fti)  dw. 

0 

Hier  ist  F  (r,  v)  eine  willkürliche  Function  von 'rund 
e  eine  Coordinate,  die  einen  Punkt  des  Randes  bestimmt.  Der 
Beweis,  dass  die  angeflihrten  Lösungen,  die  man  leicht  verificirei 
kann,  auch  die  allgemeinsten  sind,  wird  hier  so  geführt,  datf 
aus  den  Ausdrücken  3)  und  3«)  Reihenentwickelungen  für  Special- 
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ille  abgeleitet  werden,  aus  3)  für  Kugel  und  Kugelschale,  aus 
'')  für  Kreis  und  Ellipse,  und  von  diesen  Reih enent Wickelungen 
nrd  gezeigt,  dass  sie  die  nöthige  Allgemeinheit  haben.  Der  Be- 
reis, dass  3)  und  3")  für  alle  Fälle  die  allgemeinsten  Lösungen 
ind,  ist  somit  nicht  streng  geführt. 

Auf  dieselbe  Weise,  wie  bei  3)  wird  das  allgemeine  Integral 
er  Gleichung 

du  ^ 

-öT  =  '^  '^" 
»geleitet.     £s  ist  für  den  Raum: 

4)         u  =^  J(f(rJ,d,\ij)da, 
if  (r,  f,  d,  xiO  =  y  /^^  e-^'  f(r  +  2as)/t,  ö,  xp)  ds. 
Für  den  Fall  zweier  Dimensionen  ist  hier: 

/+«  riT 
I      F(r  cos  w  +  '^^^  /<>  «^)  l<>g  (f  sin  ^w)  dcoe-''^  da 

—  00  () 

ie  Buchstaben  haben  dieselbe  Bedeutung,  wie  oben. 

Zum  Schluss  wird  bemerkt,  dass  die  Resultate  der  Arbeit 
ch  sofort  auf  den  Fall  ausdehnen  lassen,  dass  man  statt  des 
usdrucks  Ju  den  allgemeineren 


;^^2 


lt.     Man  hat  dann  nur  statt 


\  setzen 


^■  =  /(^)'+(5^)'+C-^)' 

fr.  F.  d.  M.  II.  p.  749,  752).  Wn. 
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Capitel  ?• 
Variationsrechnung. 

E.  LiPSCHiTz.     Untersuchung    eines   Problems    der  Va- 
riationsrechnung.   Borchardt  J.  LXXIV.  116-150. 

Es  wird  dem  Hamilton'schen  Variationsproblem  ein  allgemei-j 

neres  substituirt,  in  welchem,  unter  Abstraction  von  den  thatsäck-/ 

liehen  Bedingungen  des  reellen  Raumes,  das  Element  einer  Liniej 

gleich  der  p*'"  Wurzel  aus  einer  beliebigen  wesentlich  positivei| 

Form  des  p*^"  Grades  von  den  Differentialen  der  Coordinaten  ( 

betreffenden  Punktes  gesetzt,   und  dieser  Hypothese  gemäss  i 

lebendige  Kraft  eines  materiellen  Punktes  durch  das  Product  i 

Masse  mit  der  p*^"  Potenz  des  Linearelements  dividirt,  durch« 

p*®  Potenz  des  Zeitelements  dargestellt  wird.    Für  den  Fall, 

Bedingungsgleichungen  gegeben  sind,  die  nicht  von  der  Zeit  ik^| 

hängen,  werden  hier  ebenfalls  independente  Variable  eingef 

Seien  dieselben  x^,  x^  ...Xn  und  f(^dx)  eine  homogene  Functi« 

p*^"  Grades  von  dx^  ...dxn,   deren  Coefficienten  von  den  x 

(dx) 
liebig  abhängen,  und  es  stelle  /'■^^  = /"C^O  den  p*^"  Theil  der| 

Summe   der  lebendigen  Kräfte,    U  die  Kraftfunction  vor,  dam 
wird  das  zu  variirende  Integral: 

0=f'(f(x^)+V)dt, 

das  entsprechende  (isoperimetrische)  System  von  n  Differential-, 
gleichungen : 

(1)  dx',  df(x^)        ^^    ^0 

dt  OXa  dXa 

und  ein  Integral  derselben 

Cp -  1)  fQx'^-U  =  n=:  const, 
welches  für  p  =  2  in  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  tlb«^ 
geht.    Endlich  ergiebt  sich: 
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Diesem  Variationsproblem  ordnet  der  Verfasser  die  Variation 

des  Integrals 

R  =y  [F(x')\^  dt 
n^  worin 

(Motzt  ist  mit  der  Bestimmung,  dass,  falls  U  constant  ist; 

pijU+H)    _   pCU,  +  H)  ^^ 


p-l  p-1 

in  soll.     Für  p  =  2  geht  R  in  die  Form  über,  welche  Jacobi 
m  Integral  der  kleinsten  Wirkung  (p.  43  der  Vorlesungen  über 

Dynamik)  gegeben  hat.  Da  FQx^y  vom  ersten  Grade  in  Be- 
jehong  auf  die  x'a  ist,  so  ist  R  nicht  von  t  abhängig  und  in 
System  der  n  Differentialgleichungen,  welche  das  Variations- 
iblem  von  R  ergiebt,  und  deren  Reduction  auf  das  System  (1) 
itwickelt  wird,  ist  eine  die  Folge  der  «  —  1  übrigen.  Als  reine 
^ction  der  Xa  und  a?a(0)  aufgefasst,  stellt  R  für  p  =  2  die 
y^aracteristische  Function "^  Hamilton's  dar,  und  man  hat: 

Ans  den  n  Gleichungen 

1 

dR    ^    a[F(a?0]i> 

dXa     ""  dx^a  ' 

lii  welchen,  da  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von  der  Ord- 
pngNuU  ist,  nur  die  w — 1  Verhältnisse  der  x'  auftreten,  ergiebt 
mb  durch  Elimination  derselben  eine  partielle  Differentialgleichung 
lAr  Ä  (für  jo  =  2  die  bekannte  Hamilton'sche) ,  von  welcher  der 
'l^erfasser  zeigt,  dass  sie  als  eine  Transformationsrelation  der 
form  F(dx)  aufgefasst  werden  kann,  analog  einer  Relation, 
irelche  Gauss  in  Art.  22  der  disquisitiones  generales  circa  super- 
icies  curvas  bei  cTem  Problem  der  ktirzeöten  Linie  auf  einer 
)berfläche  gegeben  hat.  Der  betreffende  Satz  lautet:  Wenn  die 
^orm  F(rfa?)  durch  ein  System  von  neuen  Variablen  y^,  yj,...y»  in 
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eine  Form  G  {dy)  übergeht,  worin  der  Coefficient  von  dy^  gleielil 
und  die  von  dif^^^dij.^,  f^lfi'^  dj/n'"  dy^"^  dy^  gleich  Null  sind,  ßo 
gentigt  yi  der  partiellen  Diflferentialgleichung  für  R  und  vice  versa; 
ferner  wird  das  System  der  Differentialgleichungen  des  Variations- 
problems  von  R  durch  das  Constantsetzen  der  n—  1  Functionei 
y,j,yij"'yn  integrirt.  Vermittelst  dieses  Satzes  wird  alsdann  dar- 
gethan,  dass  das  Jacobi'sche  Verfahren,  wonach  man  aus  einer 
vollständigen  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  darek 
Ableitung  nach  den  Gonstanten  die  vollständige  Integration  dei 
zugeordneten  Systems  von  Differentialgleichungen  erhält, 
für  das  allgemeinere  Variationsproblem  gültig  bleibt. 

Schliesslich   wird  ein  Resultat  abgeleitet,   das  sich  auf 
Contouren  der  Endpunkte  aller  Bahnen  bezieht,  welche  von  sämi 
liehen  Punkten   einer   willkürlich  gegebenen  Anfangscontour 
dieser  normal  (in  Beziehung  auf  die  Form  pf(dx)  den  Diffe 
tialgleichungen  der  Bewegung  gemäss)  beschrieben  werden.  W( 
den  die  Bahnen  so  weit  fortgeführt,  dass  das  Integral  ß  in 
einen  gleichen  Werth  hat,   dann  wird  auch  die  Endeontour  Yi 
den  Bahnen  rechtwinklig  geschnitten.    Dieser,  eine  Erweitei 
des  Gauss'schen  Theorems  über  die  kürzesten  Linien  enthaltend( 
Satz  findet  sich  übrigens,  soweit  er  das  Gebiet  der  reellen  Mi 
chanik   betrifft,    im  Wesentlichen    bereits  in  der  „theoretisch! 
Physik"    von   Thomson    und  Tait   Bd.  L  §§  323  u.  324,  wo 
mechanische  Bedeutung  der  allgemeinen  Lösung  der  Hamiltoi'* 
sehen  partiellen  Differentialgleichung  erörtert  wird. 

Wir  erwähnen  noch  mit  dem  Verfasser,  dass  Herr  Bell 
für   die  Geometrie  ähnliche  Resultate  gefunden  hat,   welche 
einer  1869  in  den  Mem.  di  Bologna   erschienenen  Abhandlung] 
veröffentlicht  sind.    (Siehe  F.  d.  M.  L  196). 

Hr. 

C.  W.  BoRCHARDT.     Ucber  das  Ellipsoid  von  kleinstem 
Volumen  bei  gegebenem  Flächeninhalt    einer  Anzahl 

von   Centralschnitten.    Berl.  Monatsber.  1872.  505-515. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  3.  C. 
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M.  U.  WiLKiNSON.     Two  Problems    in  the  calculus   of 

variatioilS.    Messenger  (2)  I.  175-177. 

Es  werden  in  dieser  Arbeit  zwei  Sätze  discutirt,  deren  erster 
veranschaulicht,  wie  für  die  Probleme  der  Variationsrechnung 
sehr  selten  eine  einfache  continuirliche  Lösung  existirt.  Der 
sweite  giebt  eine  Methode,  um  die  grössten  Maxima  und  die 
kleinsten  Minima  einer  grossen  Klasse  von  Integralen  zu  finden. 

Glr.  (0.) 

5.    Challis.     On  the  Solution   of  three  problems  in  the 
calculus  of  Variation  in  reply  to  Mr.  Todhunter. 
Phil.  Mag.   1872. 

Es  handelt  sich  hier  um  folgende  Probleme.  Man  soll 
zwischen  zwei  durch  gegebene  Punkte  der  Abscissenaxe  gehende 
Ordinaten  eine  Curve  so  zeichnen,  dass  die  durch  die  Abscissen- 
«xe,  die  beiden  Ordinalen  und  die  Curve  begrenzte  Figur  einen 
gegebenen  Umfang  und  den  grössten  Inhalt  hat,,  wenn  1)  beide 
Ordinalen,  2)  nur  eine  derselben  und  3)  keine  von  beiden  von 
gegebener  Länge  sind.  Csy.  (M.) 


Siebenter  Abschnitt 

Functionentheorie. 

Capitel  1. 
Allgemeines. 

O.  Hesse.     Die  vier  Species.   Leipzig.  Teubner. 

Es  tritt  in  neueret  Zeit  in  vielen  Lehrbüchern  der  elemen- 
taren    Arithmetik   das   Bestreben   hervor,    die  Definitionen  der 
Grundoperationen  so  allgemein  zu  fassen,  dass  sie  alle  mdglicbea 
Fälle  und  Erweiterungen  mit  in  sich  begreifen.     Abgesehen  da- 
von, dass  so  die  Definitionen  für  Schüler  unverständlich  werden,  . 
wird  dadurch  der  Uebelstand  hervorgerufen ,  dass  man  Mandel.  1 
zu  beweisen  sucht,  was  seiner  Natur  nach  nicht  beweisbar  iti 
Gegen  dieses  Bestreben  richtet  sich  das  vorliegende  Heft,  indm 
es  auf  den  naturgemässen  Gang  der  historischen  Entwickelmv 
zurückgreift.     Es  möge  hier  an  dem  Beispiel  der  Multiplicatioi 
negativer  Zahlen  die  Idee  des  Verfassers  erläutert  werden.  Dtf 
Product  zweier  ganzer  positiver  Zahlen  wird  definirt  als  Summe, 
und  daraus  wird   der  Satz  von  Vertauschung  der  Factoren  ab« 
geleitet.    Nach  der  Definition  hat  auch  ein  Product,  dessen  Mot 
tiplicandus  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  einen  unzweifelhaften 
Sinn.    Ein  Product  jedoch^  dessen  Multiplicator  oder  dessen  beide  1 
Factoren   negative   ganze  Zahlen   sind,   hat  keinen  Sinn.     Man  i 
hat  nun  die  Wahl,  entweder  ein  solches  Product  ganz  zu  ver- 
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^rfen  oder  ihm  einen  ganz  bestimmten  Sinn  unterzulegen;  und 
L  letzteren  Falle  kann  man  etwas  ganz  Beliebiges  unter  jenem 
'oduete  verstehen.  Es  wird  sich  aber  empfehlen,  dem  Produete 
ne  solche  Bedeutung  zu  geben,  dass  der  Satz  der  Vertauschung 
er  Factoren  bestehen  bleibt 

Das  Product  zweier  Zahlen  ist  daher  so  zu  definiren:  Es 
Jt  das  Product  ihrer  Zahlenwerthe.  Dieses  Product  hat  das 
ositive  Zeichen,  wenn  die  Factoren  gleiche  Vorzeichen  haben; 
f  hat  das  negative  Vorzeichen,  wenn  die  Factoren  entgegen- 
^setzte  Zeichen  haben. 

In  ähnlicher  Weise  sind  die  Grundoperationen  an  positiven 
id  negativen,  ganzen  und  gebrochenen  Zahlen  durchgeführt. 
im  Schluss  sind  auch  die  Operationen  an  irrationalen  und  com- 
exen  Zahlen  etwas  kurz  behandelt.  Dem  Referenten  erscheint 
T  Hinweis  darauf,  was  in  der  ursprünglichen  Definition  liegt, 
ie  viel  Neues  und  Willkürliches  bei  jeder  Erweiteruog  hinzu- 
)mmt,  für  den  Unterricht  in  der  Arithmetik  sehr  beherzigens- 
erth.  Wn. 

7.  Spottiswoode.     Remarks  on  some  recent  generali- 
sations  of  algebra.  Proc.  of  L.  M.  s.  iv.  147-164:. 

Die  Grössen,  die  in  dieser  verallgemeinerten  Algebra  auf- 
wlen,  werden  „höhere  complexe  Zahlen"  genannt  und  können 
hinirt  werden  als  lineare  Functionen  von  Einheiten  der  Form 
*+*!  /?+*2  y+*"j  wo  «,/?,/•••  entweder  reelle  Zahlen  oder 
S^wöhnliche  complexe  Zahlen  von  der  Form  a  +  t6  und  tj,  ej,-« 
fie  neuen  Einheiten  sind.  In  allen  hier  besprochenen  Systemen 
^rd  angenommen,  dass  ftlr  die  Addition  die  comtnutativen  und 
«sociativen  Principien  gelten,  mit  andern  Worten,  dass  die  Ad- 
Stion  und  Subtraction  der  Einheiten  und  ihrer  Combinationen, 
^ie  in  der  gewöhnlichen  Arithmetik  oder  Algebra  vor  sich  geht. 
1  dem  Process  der  Multiplication,  d.  h.  in  den  Gesetzen,  denen 
e  Multiplication  von  Einheiten  folgt,  liegt  also  die  Verschieden- 
st der  Systeme  complexer  Zahlen. 

In    der    Mehrzahl    der    Systeme    (ausgenommen    die    in 
Scbeffler's    „Situationscalcul"    1851    und    in   Kirkman*s    und 
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Cayley's  „Pluquaternions",  Phil.  Mag.  Dec.  48  und  Maroh.  4£ 
werden  die  distributiven  und  associativen  Principien  adoptit 
Auf  dieser  Grundlage  kann  nun  eine  Verschiedenheit  der  Mull 
plicationsgesetze  aufgestellt  werden.  Die  folgenden  umfass« 
die,  welche  jetzt  hauptsächlich  in  Gebrauch  sind: 

1)  Die  commutativen  Principien  können  adoptirt  werden, 
dass  ij  K  =  *2  *i '  ^^^  ^®^'  wirkliche  Werth  eines  solchen  Pi 
ductes  kann  dann  der  Gegenstand  irgend  einer  andern  willkl 
liehen  Voraussetzung  sein.    Solch  eine  Algebra  kann  commuta 
genannt  werden. 

2)  Wenn  das  commutative  Princip  aufgehoben  wird,  ka 
die  folgende  Relation  adoptirt  werden:  i^  i,  = — igt,,  was  i 
„alternatives  Princip"  bezeichnet  werden  kann.  Grössen,  d 
aus  solchen  Einheiten  bestehen,  werden  von  Grassmann  m 
Hankel  bezeichnet  als  „alternative  Zahlen." 

3)  In  Verbindung  mit  1)  und  2)  oder  unabhängig  von  einei 
von  diesen  kann  vorausgesetzt  werden,  dass  das  Product  yo 
irgend  zwei  Einheiten  ausgedrückt  werden  kann  als  lineai 
Function  einiger  oder  aller,  also: 

Ein  specieller  Fall  davon  ist  der,  welcher  in  den  Quate 
nionen  eintritt,  d.  h.  jk  =  i,  ki  =j\  ij  =  k:  diese  Algebra  kai 
„lineare  Algebra"  genannt  werden.  Die  von  Peirce  aufgestellt! 
Systeme  gehören  zu  dieser  Art,  und  sind  desshalb,  da  sie  al 
das  associative  Princip  enthalten,  von  ihm  als  „lineare  assoc 
tive  Algebra"  bezeichnet  worden. 

4)  Endlich  kann  angenommen  werden,  dass  ein  Product  i 
jedem  seiner  Factoren  verschwinden  oder  nicht  verschwind 
soll.  Einige  der  aus  diesen  Annahmen  folgenden  Consequens 
werden  in  der  Arbeit  discutirt,  und  namentlich  Grassmann's  i 
Hankers  alternative  Zahlen  betrachtet.  Cly.  (O.f 

E.  KossAK.     Die  Elemente  der  Arithmetik.    Pr  Berlin. 

Diese  Abhandlung  zerfällt  in  zwei  Abschnitte.      Der  6 
enthält   eine   historische  Uebersicht   der   Entwickelung   der 
gemeinen   Arithmetik,   der    zweite   eine   kurze  Darstellung 
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Elemente  derselben,  welcher  die  Behandlung  desselben  Gegen- 
standes zum  Grunde  liegt,  die  Hr.  Weierstrass  als  Einleitung 
seiner  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  analytischen  Functionen 
zu  geben  pflegt.  Hieraus  sind  besonders  folgende  zwei  Punkte 
tevorzuheben. 

1)  Die  Existenz  der  irrationalen  Zahlen  erscheint  nicht  als 
rein  formale  Forderung,  sondern  ist  gegründet  auf  die  Definition 
derselben  als  Zusammensetzungen  aus  unendlich  vielen  Elementen 
d.  i.  Einheiten  und  genauen  Theilen  der  Einheit.  Dabei  kommt 
es  nur  darauf  an,  die  Endlichkeit  eines  solchen  Aggregates  fest- 
zustellen. Dann  folgt  unmittelbar,  was  unter  zwei  gleichen 
Zahlen  aus  einem  Grundelemente,  was  unter  der  grösseren  von 
zwei  solchen  Zahlen  zu  verstehen  sei.  Hierdurch  ist  eine  völlig 
fiebere  Grundlage  gewonnen  zur  Aufstellung  der  Fundamental- 
operationen für  beliebige  Zahlen  aus  einer  Einheit. 

2)  Complexe  Zahlen  sind  aus  mehreren  linear-unabhängigen 
Einheiten  gebildet.  Es  wird  gezeigt,  wie  die  Multiplication  von 
solchen  Zahlen  zu  definiren  sei,  damit  alle  formalen  Gesetze,  die 
bei  der  Multiplication  von  ganzen  Zahlen  auftreten,  erfüllt  seien. 
Dazu  kommt  aber  noch  die  Forderung,  dass  auch  die  Division 
stets  möglich  sei,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  dass  der  Divisor 
Null  sei  —  oder  mit  anderen  Worten :  dass  ein  Product  nur  mit 
^iem  seiner  Factoren  verschwinden  könne.  Die  vorliegende 
Abhandlung  bringt  nun  den  Nachweis,  dass  dieser  Forderung 
durch  Zahlensysteme  aus  zwei  Einheiten  Genüge  geleistet  werden 
könne,  während  dieselbe  in  jedem  Zahlensysteme  aus  drei  Ein- 
leiten unerfüllbar  bleibt.  St. 

E.  Heine.    Die  Elemente  der  Functionenlehre.    Borchardt  j. 

LXXIV.  172-188. 

Der  Herr  Verfasser  beabsichtigt,  gewisse  elementare  Sätze, 
luf  denen  Herr  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  die  Functionen- 
leorie  aufbaut,  die  aber  bisher  von  diesem  selbst  noch  nicht  ver- 
ffentlicht  worden  sind,  hier  im  Zusammenhange  zu  entwickeln, 
►iese  wichtigen  Fundamentalsätze  gelten  für  die  von  Hrn.  Heine 
n  ersten  Abschnitt  zu  Grunde  gelegte  Definition  der  irrationalen 
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Zahlen.    In  diesem  Abschnitte  geht  der  Herr  Verfasser  aus  vo^öi 
dem  Begriff  der  Zahlenreihe :    „Zahlenreihe  heisst  eine  Reihe  yod 
Zahlen  a^,  a,, . . .  an,  •  *  •,  wenn  f{ir  jede  noch  so  klein  gegeben.^ 
von  Null  verschiedene  Zahl  tj  ein  Werth  n  existirt,  der  bewirtt. 
dass  an  —  üni-y  für  alle  ganzen  positiven  v  unter  tj  liegt."    Di© 
Zahl  wird  nicht  begrifflich  definirt,  die  irrationalen  Zahlen  wer- 
den nicht  etwa  als  Grenzen  eingeführt  (deren  Existenz  eine  Vor-  < 
aussetzung  wäre)^  sondern  die  Definition  der  Zahl  ist  eine  rein  j 
formale,   indem   „gewisse   greifbare   Zeichen"   Zahlen  genannt 
werden.    Diese  Zahlzeichen  müssen  so  gewählt  werden,  dass  die 
Definition  der  Rechnungsoperationen  --  auf  welche  es  hier  haupt- 
sächlich   ankommt    —    ermöglicht   wird*     Da  z.  B.  die  Zahlen 
0,  1,  2,  3 ...  in  vielen  Fällen  die  Subtraction  unmöglich  machen, 
so  müssen  neue  Zeichen  oder  Zahlen  eingefllhrt  werden,  und  e« 
muss  die  Definition  der  Operationen  so  erweitert  werden,  das 
das  Resultat  dasselbe   bleibt,    wie  bei   der  früheren  Rechnungs- 
operation.     Ferner   veranlasst   die  Unmöglichkeit    der   Division 
zweier  Zahlen  in  dem  Falle,  wo  der  Quotient  nicht  eine  ganze 
Zahl  ist,  wiederum  neue  Zeichen,  u.  s.  f.    Den  irrationalen  Zah- 
len  kommt    bei   dieser  Definition   eine   wirkliche   Existenz  zn. 
Zwei  Zahlen    werden  gleich  genannt,  wenn  sie  sich  um  keine 
noch  so   kleine  angebbare  Zahl   unterscheiden.     Mit  dieser  srf 
rein  formalem  Standpunkt  gewonnenen  Definition  hat  Herr  Heine 
schon  seit  Jahren  seine  Vorlesungen  über  algebraische  AnalyÄ 
eingeleitet.     Wie   dagegen  Hr.  Weierstrass,  der  die  allgemeirf 
Theorie  der  complexen  Zahlen  zum  Abschluss  geführt  hat,  die 
Rechnungsoperationen  für  die  im  engeren  Sinne  complexen  Zahlen 
streng  begründet,   hat  inzwischen  Herr  Kossak  ausführlich  und 
im  engen  Anschluss  an  die  Vorlesungen  des  Herrn  Weierstrass 
über   analytische  Functionen  gezeigt  (Elemente  der  Arithmetils, 
siehe  das  vorige  Referat). 

Im  zweiten  Abschnitt  der  vorliegenden  Arbeit:  „lieber 
Functionen"  definirt  Herr  Heine  zunächst  die  einwerthige  Function 
und  beweist  die  beiden  Sätze :  „Jede  ganze  Potenz  von  x  ist 
eine  einwerthige  Function",  und  „Es  sind  s,mx  und  coso;  Fooe- 
tionen  von  x^  (§  1).    Der  §  2  handelt  von  den  Bedingungen  der 
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>iitinuität  einer  Function  f  (x)  bei  einem  bestimmten  einzelneu 
erthe  a?  =  X,  und  der  §  3  von  den  Eigenschaften  continuir- 
iher  Functionen.  Hier  werden  nach  den  Principien  des  Herrn 
'eierstrass  folgende  6  Lehrsätze  bewiesen:  1)  Jede  ganze 
Dtenz  von  x  ist  zwischen  irgend  welchen  gegebenen  Grenzen 
eichroässig  continuirlich,  d.  h.  fUr  jede  noch  so  kleine  gegebene 
rosse  e  existirt  eine  solche  positive  Grösse  i;^,,  dass  für  alle 
}8itiven?;,  die  kleiner  alsiy^  sind,  f  (x-^tf)  —  f  (je)  unter  b  bleibt; 
I  Besitzt  eine  (für  jedes  einzelne  x)  von  a  bis  b  continuirliche 
anction  f  (x)  für  zwei  zwischen  a  und  b  liegende  Zahlen  x  =  x^ 
\i  X  =  Xy  entgegengesetzte  Vorzeichen ,  ^o  verschwindet  sie 
r  einen  dazwischen  liegenden  Werth  von  x]  3)  Eine  Function 
(a?),  die  von  a?  =  a  bis  a?  =  6  so  beschaffen  ist,  dass  zwischen 
i  zwei  Zahlen  a?,  und  x^,  wie  nahe  sie  auch  gewählt  werden, 
iKih  andere  liegen,  für  welche  f(x)  verschiedene  Zeichen  be- 
Üst,  ist  discontinuirlich;  4)  Wenn  die  (für  jedes  einzelne  a?)  von 
=  a  bis  X  =  b  continuirliche  Function  /"(a?)  von  x  =  a  bis 
=  6  nie  negativ,  aber  zwischen  diesen  Grenzen  kleiner  wird 
Is  jede  angebbare  Grösse,  so  erreicht  sie  auch  den  Werth  Null; 
)  Wenn  die  von  a?  ==  a  bis  a;  =  6  (für  alle  einzelnen  Werthe) 
>ntinuirliche  Function  f(x)  für  jeden  einzelnen  Werth,  der 
Irischen  a  und  einer  rationalen  oder  irrationalen  Zahl  X  liegt, 
'oo<X<6,  wie  nahe  man  auch  X  kommt,  nicht  positiv,  über 
Ctinaus  aber  positiv  wird,  so  ist  /"(a?)  =  0;  6)  Eine  von  x  =  a 
lg  aj  =  6  (für  alle  einzelnen  Werthe)  continuirliche  Function  f(x) 
i  auch  gleichmässig  continuirlich.  ^  M. 

.  König.     Ueber  die  Darstellung  von  Functionen  durch 
unendliche  Eeihen.  ciebsch  Add.  v.  310-340. 

Für  die  Entwickelung  gegebener  analytischer  Functionen  in 
'Cihen  hat  man  bisher  verschiedene  specielle  Methoden  benutzt, 
•  nachdem  diese  Entwickelungsreihen  nach  Potenzen,  oder  nach 
ugelfunctionen,  oder  nach  BesseVschen  Functionen  oder  noch 
ideren  fortschreiten  sollten  (vergl.  die  betreffenden  Arbeiten  von 
Pürier,  Laplace,  Cauchy,  Puiseux,  C.  Neumann,  Lommel, 
hlömilch,  Thom6,  Frobenius,   Mehler  u.a.).    Herr  König  hat 
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sich  nun  die  Aufgabe  gestellt,  für  alle  diese  Entwickelungen  ein 
gemeinsame  Behandlungsweise  ausfindig  zu  machen,  und  er  zei^ 
in  seiner  Arbeit,  dass  es  eine  allgemeine  nach  zwei  Arten  70c 
Entwickelungsfunctionen  fortschreitende  Darstellung  giebt,  in 
welcher  alle  jene  Entwickelungen  als  specielle  Fälle  enthaltet! 
sind.  Der  bis  jetzt  veröffentlichte  erste  Abschnitt  seiner  Arbeit 
behandelt  zunächst  die  Darstellung  analytischer  Functionen  einei 
Variabein  in  endlichen  Bereichen.  Die  allgemeine  Methode  ist 
folgende.     Setzt  man  für  zwei  Reihen  von  Functionen 

G,  (^),  G,  (^),  G,  (^), ...     und    F,  (^sj,  F,  (2,),  F,  (ss,), . . . 
voraus ,  dass  sich  die  G  und  F  in  der  Umgebung  eines  Punktes  1 
nach   aufsteigenden  Potenzen  von  z  —  c  resp.  z^  —  c  entwickek 
lassen,  so  ist  die  Function 

entwickelbar  in  eine  Reihe,  die  nach  den  Functionen  Gq(z),  G^(z\^'* 
fortschreitet,  wenn  sie  endlich,  stetig  und  eindeutig  ist  in  der 
Nähe  des  Punktes  z-^-z^^.  Als  Beispiel  dient  die  TayWsehB 
Reihe,  deren  Entwickelung  und  Convergenzbedingung  man  erhält 
wenn  man  die  Glieder  der  Exponentialreihe  einzeln  mit  Functionen 
von  z^  multiplicirt  und  die  Bedingungen  dafür  aufstellt,  dass 
diese  Reihe  eine  Function  von  z-^z^  ist  (§  1).  Die  Grundlage 
für  die  weitere  Untersuchung  der  allgemeinen  Reihen  (1)  bildet 
der  specielle  Fall 

wo  %p (z)  in  der  Umgebung  von  z~  c  in  eine  nach  Potenzen  id 
z — c  fortschreitende  Reihe  ohne  constantes  Glied  entwickelt  weiP* 
den  kann.  Reihen  von  dieser  Form  hat  bereits  Btirmann  arf- 
gestellt,  und  während  Puiseux  (Liouville  J.  XV.  Art.  18)  den  Fall 
genauer  untersucht  hat,  dass  die  zu  Grunde  gelegte  Function 
rational  sei,  wird  hier  die  Convergenzbedingung  der  Reibe 
Fo  +  F,  v(a)  +  ^2  ^W  +  ' •*  für  beliebige  \p  gegeben  (§  2).  Her- 
auf kehrt  der  Verfasser  zur  Untersuchung  der  Convergenz  der 
allgemeinen  Reihen  F^  G^  (a)  +  F^  G^  (»)  +  F^  G^  (»)  +  ...  zurück. 
Das  Problem,  die  endlichen  Flächenbereiche  zu  bestimmen,  i^ 
denen  diese  nach  G- Functionen  fortschreitende  Reihe  conrergH- 
wird  durch  die  Betrachtung  der  Function 
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if  das  des  vorigen  Paragraphen  zurückgeführt.  Ein  Beispiel 
Icher  Reihen  sind  die  nach  Bessel'schen  Functionen  fortschrei- 
iden  (§  3).  Um  die  Convergenzbereiche  genauer  zu  umgrenzen, 
trachtet  der  Verfasser  die  Entwickelung  einer  Function 

jlche  also  ausser  von  der  Variabein  f  noch  von  einem  Para- 
iter  5  abhängt,  als  nach  den  Ä^,  i?,^  Ä,,--  fortschreitend,  und 
Qnt  diese  Functionen  „die  auf  cf>(J^z)  bezogenen  reciproken 
nctionen  der  G."  Diese  reciproken  Entwickelungsfunctionen 
rden  für  den  Fall 

^  ^^^'^^  =  yzT 
tersucht.  Für  dieses  System  reciproker  Entwickelungsfunctionen 
irden  die  Bedingungen  der  Entwickelbarkeit  einer  Function 
ch  G^-Functionen,  nach  Ä-Functionen  und  nach  G-  und  Ä-Func- 
men  festgestellt.  Aus  ihm  lässt  sich  eine  unendliche  Anzahl 
luer  Systeme  herleiten  (§  4).  Der  Verfasser  wendet  sich  nun 
ir  Lösung  der  Frage:  Giebt  es  Bereiche  der  Ebene,  in  welchen 
jrschiedene  Entwickelungen  einer  Function  nach  denselben 
Qtwickelungsfunctionen  gleichzeitig  gelten  können?  und  basirt 
u{  der  Bestimmung  der  verschiedenen  Arten  der  Entwickelung 
iner  Function  eine  Eintheilung  aller  Entwickelungen  in  Classen 
öd  Genera.  Alle  Entwickelungen  nämlich,  die  in  demselben 
ereiche  convergiren,  bilden  ein  Genus;  und  die  Eintheilung 
eses  Genus  in  Classen  wird  durch  die  gleiche  Ordnung  der 
ullwerthe  bedingt  (§  5).  Zum  Schlüsse  giebt  der  Verfasser 
Igende  Anwendungen:    1)   Die  Entwickelung  von 


Bezug  auf  ä'  nach  G-Functionen.  Hierher  gehören  die  Ent- 
ckelungen  nachKugelfunctionen;  2)  als  Entwickelungsfunctionen 
inen  die  Summen  der  ^ersten  Glieder  der  Potenzreihe 

«0  +  «1  (S— 0  +  «2  (S-  0'  +  •••; 

die  Facultätenreihen ;    4)  die  Bessel'schen  Functionen;  5)  die 
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Entwickelung    endlich    vieldeutiger  Functionen   um    ihren  Ver- 
zweigungspunkt a  durch  die  Substitution 

Ä  — c  =  (x  —  a)'' 
(§  6).  In  dem  folgenden  Abschnitt  wird  H.  König  Functionen  ' 
mehrerer  Variabein  betrachten  und  auf  den  vielfachen  Zusammen-  i 
hang  eingehen,  der  zwischen  den  Entwickelungsfunctionen  beider,,, 
Arten  besteht,  sowie  Entwickelungen  untersuchen ^  die  eine  auf  J, 
einer  Linie  beliebig  gegebene  Function  darstellen.  M.         | 

G.  Darboux.      Sur  un  theorfeme  relatif  k  la  continuittfjje 

des   fonctions.   Darboux  Bull.  III.  307-313. 

Der  Cauchy'sche  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  algebraische  1 
Gleichung  f(z)  —  0  eine  reelle  oder  imaginäre  Wurzel  hat,  be-  | 
ruht   auf  dem  Nachweis ,    dass  der  Modul  R  der  Function  f  («) 
kein   anderes  Minimum    als  0  haben  kann  (S.  Cauchy,  Couifj 
d'Analyse    de   TEc.  Pol  P  Partie,    1821,    und    Serret:    Coi 
d'Algöbre  supdrieure,  1866).    Dieser  und  alle  daraus  hergeleil 
ten  Beweise,   die   auf  der  Theorie  der  geschlossenen  Bereiel 
basiren,  haben  den  Fehler,  dass,  wenn  eine  continuirliche  Fancti 
zwischen  zwei  festen  Grenzen  bleibt,  also  nicht  unter  eine 
wisse  Grösse  sinkt,  sie  nothwendig  den  Werth  erreicht,  weld 
die  untere  Grenze   aller  ihrer  möglichen  Werthe  angiebt.    B*; 
diesem  üebelstande  abzuhelfen,  beweist  der  Herr  Verfasser 
genden  Satz:    „Nimmt  eine   continuirliche  Function   zweier  W li 
riabeln  für  alle  Punkte  innerhalb  eines  geschlossenen  Bereicbdr .; 
Werthe  an,  die  zwischen  zwei  Zahlen  H  und  K  liegen,  so  erreidit  i 
sie  nothwendig,  wenigstens  für  ein  System  der  beiden  unabhiD- 
gigen  Variabein  den  Werth,  der  die  untere  oder  obere  Greait 
aller   ihrer  möglichen   Werthe  bezeichnet "   —   Dieser  Satz  vA 
bereits   früher  von  Herrn  Weierstrass  für  Functionen  einer  Va- 
riabein veröffentlicht  und  in  seinen  Vorlesungen  auch  auf  Func- 
tionen beliebig  vieler  Variabein  ausgedehnt  woi-den.     Auch  ha* 
ihn  Herr  0.  Bonnet  in  seinen  Vorlesungen  mitgetheilt. 
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AscoLT.     Dimostrazione  di  un  teorema  di  Caiichy. 

Brioschi  Ann.  (2)  V.  14-16. 

Beweis  des  Satzes,  dass  die  Differentialgleichung 
du 

y  f  in  der  Umgebung  von  ss  =  0,   m  =  0   synektisch  ist,    ein 
id  nur  ein  synektisehes  Integral  u  zulässt,  das  ftir  ss  =  0  ver- 
hwindet  (vgl.  Briot  u.  Bouquet  Doppelt-per.  Funet.  p.  54  flf.). 
Siehe  F.  d.  M.  III.  197.  St. 

I.  A.  Schwarz.     Zur   Integration   der  partiellen   Diffe- 
rential-Gleicliung   -g-r  +  -^t  =0.     Borchardt  j.  LXXiv. 

218-253. 

Veranlasst  durch  die  Arbeit  des  Herrn  Pryni  in  Borchardt's  J. 
laXIII.  340  (siehe  F.  d.  M.  III.  182)  über  die  Existenz  einer 
.8er  Differential -Gleichung  Ju  =  0  genügenden  Function,  deren 
,  TFerthe  innerhalb  einer  einfachen  Kreisfläche  S^  den  Rand  ein- 
begriffen, endlich  und  stetig,  längs  des  Randes  aber  gegeben 
[«bd,  lässt  Herr  Schwarz  zunächst  seine  denselben  Gegenstand 
behandelnde  Arbeit  aus  Wolfs  J.  XV.  113  (siehe  F.  d.  M.  II.  214) 
«ier  noch  einmal  abdrucken.  Die  dieser  Arbeit  hinzugefügten 
Anmerkungen  beziehen  sich  zum  Theil  auf  die  verwandten  Ar- 
beiten von  C.  Neuraann  (Clebsch  Ann.  III.  325  und  Leipz.  Ber. 
1870,  264-,  siehe  F.  d.  M.  III.  491)  und  betreffen  die  von  Letzte- 
J'em  für  die  Function  verlangte  „gleichmässige"  Stetigkeit  und 

äie  Existenz  der  Ableitung  -3— 0 —  Air  das  Innere  des  betrach- 

^ten  Gebietes;  zum  Theil  enthalten  sie  historische  Notizen  über 
andere  verwandte  Arbeiten  von  Green,  Betti,  Dini,  Poisson, 
C  Neumann,  Schläfli,  Heine  und  Prym. 

Es  folgt  eine  „Fortsetzung  und  Erweiterung  der  in  den  vor- 
hergehenden Paragraphen  enthaltenen  Betrachtungen^.  Nach 
einer  Bemerkung  über  die  Veränderung  der  angegebenen  Formeln 
für  den  Fall  eines  Kreises  mit  dem  Radius  R  wird  die  vorher- 
gehende Untersuchung  dahin  erweitert,  dass  die  Function  fQtp) 

FortjKJhr.  d.  Math.  IV.  1.  13 
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nicht  mehr  für  alle  reellen  Werthe  von  q>  endlich,  stetig,  ein- 
deutig und  mit  der  Periode  2^  periodisch  ist,  sondern  dass  die- 
jenigen Werthe  von  <jp,  welche  einem  der  Werthe  y,,  y,,-' ^ 
(die  sämmtlich  verschieden  und  <27i)  congruent  mod.  2«  sind, 
ausgenommen  werden,  so  dass  sich  f((p)  einer  bestimmten  ent 
liehen  Grenze  nähert,   wenn  (p  sich  einem  der  ausgeschlosseiuii 
Werthe  nähert;    und  die  Function  u*  stimmt  am  Rande  mit  Att-I 
nähme  einer  endlichen  Anzahl   von  Punkten  mit  f((p)   übeieflk| 
Der  Beweis  der  Gleichung 

wird  hier  durchgeführt,  ohne  dass  (wie  bei  Prym  und  C.  Neumaw 
über  die  Art  der  Unstetigkeit  der  Function,  beziehungsweise  üb« 
deren  Vieldeutigkeit  bei  der  Annäherung  an  einen  singulare« 
Punkt  eine  specielle  Annahme  gemacht  wird.  Analog  dem  FrtiMr 
ren  wird  nun  der  Existenzbeweis  geführt,  und  das  die  Functioii 
darstellende  Integral  in  der  Nähe  der  singulären  Punkte  unte^ 
sucht,  wo  eine  Stetigkeitsunterbrechung  am  Rande  eintritt,  vaA 
wo  die  Stetigkeit  der  Function  w*  ungewiss  ist  (§  8).  Eine  deij 
artige  Verallgemeinerung  erlauben  auch  die  folgenden  Sätei 
„Eine  für  alle  Punkte  \u\  Innern  und  auf  der  Begrenzung  eini 
einfachen  endlichen  Bereiches  T  endliche,  stetige  und  eindeutige 
Function  m,  deren  partielle  Ableitungen 

du      du      d^u       d\i 

ö^'    ö^'    öZ'    'df 

nur  für  alle  inneren  Punkte  des  Gebietes  T  endliche,  stetige 
eindeutige  Functionen  von  x  und  y  sind,  und  der  Gleichi 
Ju  =  0  genügen,  muss  für  alle  inneren  Punkte  von  T  null 
wenn  sie  für  alle  Punkte  der  Begrenzung  den  Werth  Null  h#, 
und  „Wenn  2  f(lr  dasselbe  Gebiet  T  diesen  Bedingungen 
nügende  Functionen  u  und  u^  für  alle  Punkte  der  Begrenzungj 
des  Gebietes  Ubereinstinimen,  so  stimmen  sie  in  ihren  WertI 
ganz  überein.^  Diese  hier  entwickelten  Sätze  sind  einer  Abbtt^' 
lung  über  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichoog 
Ju  =  0  entnommen,  die  Herr  Schwarz  im  November  1869  dei 
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H^ren    Eronecker  und   Weierstrass   mitgetbeilt   hat  (§  9  und 
§  10).  ' 

Im  folgenden  Paragraphen  führt  der  Verfasser  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichung  analog  dem  Vorigen  für  den 
Mül  eines  von  2  concentrischen  Kreisen  begrenzten  Ringgebietes 
dwch  (§  11).  Zum  Schluss  folgen  Betrachtungen  über  die  Ent- 
ivickelbarkeit  einer  Function  in  Potenzreihen,  welche  den  für 
Functionen  complexen  Argumentes  aus  dem  Cauchy'schen  und 
Laurent'schen  Satze  entspringenden  analog  sind  (§  12). 

M. 

3r.  Mittag  -  Leffler.     Om  skiljandet  af  rötterna  tili  en 
synektisk  funktion  af  en  variabel.    Stockholm. 

Darstellung  von  Cauchy's  Theorem  über  die  Anzahl  der 
iPIiirzeln  einer  synektischen  Function  innerhalb  beliebiger  Grenzen. 
Anwendungen  auf  die  Functionen 

X -\- aef^ -\- b,  a; -f- ae^' -|- 6,  a?  — asina:  — T,  etc. 

f     Als  Probe  möge  folgendes  Beispiel  dienen:    Die  Function 

p-f  <»^  +  ^7  wo  a  und  6  reelle  Constanten,  hat  unendlich  viele 

■omplexe  Wurzeln,  alle  einfach,  je  zwei  conjugirt. 

*     Für  I.    a>0  ist  eine  einzige  Wurzel  zwischen  jedem  Paare 

htm  zwei  mit  der  Grundrichtung  parallelen  Geraden  . 

}  y  =  +ft;i,  y  =  +(*  +  l)^  — ^  ungrade  — 

l^legen.    Eine  ist  reell. 

Für  IL,  wenn  a<0  und 

1)  6>/(_a)  +  l, 

k)  liegt  eine  einzige  Wurzel  zwischen  jedem  Paare  von  zwei  mit 
ler  Grundrichtung  parallelen  Geraden 

.     y  =  +kny  y  =  +  (A  +  l>c  —  &  grade.  — 
^eine  ist  reell.    Wenn 

2)  6.=  /(-a)-M, 

!0    vereinigen   sich   zwei   der  obengenannten  Wurzeln  zu  einer 
ioppelten  reellen.    Wenn 

3)  6</(-a)  +  l, 

13* 
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SO  löst  sieh  diese  letztere  in  zwei  einfache  reelle  Wurzeln  auf,  fie  fe 
eine   grosser,  die   andere  kleiner  als   — /(— a).     Die  übrigea 
liegen  zwischen  den  oben  genannten  Grenzen.  Bg. 

P,  DU  Bois-Reymond.     Th^orfeme  g^n^ral  concernantli 
grandeur  relative  des  infinis  des  fonctions  et  de  lern 

d^rivdes.    Borchardt  J.  LX3IV.  294-304. 

Der  Kürze  wegen  seien  die  Bezeichnungen 

Kx)ytf(ix),  Koc)c\)(p(^x),  f(ix)^ff(x) 
gebraucht,  je  nachdem  für  o;  =  oo  der  Werth  des  Bruches  f 
unendlich,  endlich  oder  Null  sei.  In  einer  früheren  Abhandluo 
(vgl.  F.  d.  M.  III.  p.  197)  zeigt  Herr  du  Bois  den  Satz:  ,,Werdi 
die  Functionen  f(x)  und  ©  mit  x  unendlich,  und  ist 

so  ist 

Der  Ausdruck  l^-^j — heisst  „ünendlichkeits- Typus"  von  f{i^ 

Nun  lautet  der  hier  bewiesene  Satz  folgendermassen :    „Es  sd 
der  Typus  von  f{x).    Dann  hat  man 

1)  für  t^x 

(1)        Kx)C\}  in^:iC\)tT(:^')(\J  -  in  inf.; 

2)  für  «>a? 

K^)C\)  -^  OO  -^  (X;  ...  in  inf. 

dx 

3)  Für  t(\jx  kann  man  f(x)  auf  die  Form  bringen  xff^ii 

wo  entweder  f^  oder  auch  j-  <  als  jede  noch  so  niedrige  Pol« 

von  X.     Ist  dann   fi   keine  ganze  Zahl,  so  bleibt  ^er  Sats  (fl 
gültig.    Ist  aber  fi  ganze  Zahl,  so  hat  man 

dx 
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^abei  muss  fx,  sowie  alle  seine  Ableitungen,  der  Bedingung  ge- 
%ea,  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  zu  besitzen. 

St. 

M.  Marie.     Extrait  d'une  lettre  adressde  k  M.  Liouville. 

Liouville  J.  ^2)  XVII.  337-347. 

Mit  Bezugnahme  auf  verschiedene  Abhandlungen  des  Ver- 
ißsers  über  die  Theorie  der  Functionen  mit  complexen  Variablen, 
eiche  im  Liouville*schen  Journal  in  den  Jahrgängen  1858—1862 
•schienen  sind,  entwickelt  die  vorliegende  Arbeit  mehrere  Eigen- 
{haften   eines   Systems    zweier   Punktreihen,    welche    dadurch 

larakterisiii;  sind,  dass  in  ihnen  -^  reell  ist^  falls  y  mit  x  durch 

ine  Gleichung  mit  complexen  Coefficienten  verknüpft  ist,  wobei 
A bemerken  ist,  dass  der  Verfasser  die  Lösungen  x  =  a-{-ßi, 
f  =  «' 4- /S^i  in  reeller  Weise  durch  aj  =  a-|-/9,  y  =  a* -\-  ß*  dar- 
kllt.  Zur  Erklärung  dieser  eigenthümlichen  Interpretation,  die 
bne  die  früheren  Abhandlungen  des  Verfassers  nicht  verständ- 
leb ist,  diene  Folgendes:  Sei  die  Gleichung 
'  (1)        /^(^,»)  =  /^(«-|-/5i,  «'  +  /5'0  =  0. 

fe  Vorschrift,  dass  -^  reell  sei,  giebt  die  Relation 

da'  _,  d§f  , 
da  ""^  dß  ' 
tzt  man  nun  noch  |  =  a  -}-  /?,  i^  =  a'  +  /y,  so  hat  man  zwischen 
n  4  Grössen  a,  /9,  «',  ß^  5  Gleichungen,  aus  denen  diese  Grössen 
eliminiren  sind,  und  man  erhält  eine  Gleichung  mit  reellen 
»efficienten  zwischen  ^  und  i?.  Die  durch  die  letztere  Gleichung 
•rgestellte  Curve  nennt  der  Verfasser  „enveloppe  imaginaire",  und 
B  Curve,  die  man  nach  demselben  Verfahren  erhält,  wenn  für 
B  Coefficienten  der  ursprünglichen  Gleichung  ihre  conjugirten 
erthe  genommen  werden,  heisst  „enveloppe  conjugu6e".  Das 
rstem  beider  Curven  wird  „enveloppe  imaginaire  des  conjugu6es" 
mannt.  Sind  die  Coefficienten  der  Gleichung  (1)  reell,  dann 
Uen  beide  Curven  in  eine  zusammen,  und  es  wird  nun  gezeigt, 
e   diese  Curve  in  vielen  Beziehungen   die  reelle  Curve,   die 
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durch  die  Gleichung  (1)  gegeben  ist,  ergänzt,  und  wie  im  FaUe, 
dass  die  Coefficienten  imaginär  werden,  das  System  beider  Cumn 
die  reelle  Curve  ersetzt.     Unter  Anderem  wird  die  Periode  des  I 

Integrals  fydx  mit  Hülfe  des  genannten  Systems  bestimmt.  (Yer^ 

das  folgende  Referat.)  Hr. 

M.  Marie.     Theorie   ^l^mentaire  des  integrales  simpki 
et  de  leurs  pöriodes.    0.  R.  LXXV.  524-527. 

M.  Marie,     Th«5orie  ^lementaire  des  integrales  doublei 
et  de  leurs  pdriodes.    0.  R.  LXXV.  576-579,  614-616,  660-663. 

M.  Marie.     Theorie  elementaire  des   integrales  d'ordw 
quelcouque  et  de  leurs  p^riodes.    C  R.  LXXV.  1078-100, 

1247-1280. 

Der  Verfasser  hat  seine  Theorie  der  doppelten  und  mehr- 
fachen Integrale  bereits  in  den  Jahren  1853  und  1858  der  Akfe 
demie  der  Wissenschaften  eingereicht  und  im  Liouville'schen  Joaf 
nal  veröffentlicht.  Dass  sie  bisher  wenig  Eingang  gefondi 
erklärt  der  Verfasser  daraus,  dass  sie  auf  Betrachtungen  i 
höheren  Geometrie  (eigenthümliche  Interpretation  des  Imagii 
basirt  war,  womit  die  Analysten  sich  nicht  befreunden  mochtttj 
Er  stellt  sie  nun  nach  einer  Methode  dar,  welche  von  diesen  V( 
Stellungen  abstrahirt,  demungeachtet  aber  an  Klarheit  noch 
zu  wUnschen  lässt.  Sie  besteht  darin,  den  Werth  eines  Inl 
zwischen  imaginären  Grenzen  durch  die  Quadratur  gewisflflt] 
Curven  auszudrücken,  die  mit  der  gegebenen  Curve 

(1)        F(a?y)  =  0 
zusammenhängen. 

Seien 

entsprechende  Werthe,  und 

J  =  /ydx 

nach  einer  Curve  genommen,  die  durch  die  Gleichung 
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ad  die  Grenzen  «^  und  a^  definirt  ist,  so  erhält  man 

J-^s, g—  +  — ^ 1, 

ro 
=  -?(«'  +  /y)  (rfa  +  d/9) ;    s'  =  -?(«'  -  /?)  (da  -  dß),  s,  =  -Ta'a. 

Denkt  man  sich  also  3  Curven,  deren  Coordinaten  sind: 
a  +  /9unda'4-/9',  a  — /9  und  «'—/?',  «und«', 
)  stellen  s,  $'  und  s^  die  Flächen  dar,  die  zwischen  diesen  Curven, 
»r  a?-Axe  und  den  den  Werthen  «^  und  a,  entsprechenden  Or- 
naten enthalten  sind.  Ist  die  Gleichuhg  zwischen  x  und  y 
den  Coefficienten  reell,  so  entsprechen  die  Lösungen  a  —  ßi, 
—  ß*i  den  Lösungen  «  +  /?«,  ct^  +  ß'h  ^^d  das  Integral 

jT^J{o/^ßfi)  (da—idß) 

eilt  sich  durch  die  nämlichen  Flächen  in  der  Form  dar: 

*  2  ^^ 

Ist  der  Integrationsweg  geschlossen,  so  wird  das  Integral 
leich  Null,  wofern  nicht  den  Punkten  im  Innern  der  Integrations- 
nrve  unendliche  oder  vielfache  Wurzeln  y  entsprechen.  Im 
Jtzteren  Falle  stellt  das  geschlossene  Integral  eine  Periode  des 
nbestimmten  Integrals  dar.  Sind  die  Coefficienten  der  Gleichung  (1) 
iell,  so  sind  die  Perioden  paarweise  conjugirt,  oder  was  das- 
dbe  ist,  die  einen  sind  reell^  die  anderen  rein  imaginär.  Alle 
eilen  Perioden  werden  erhalten,  wenn  man  die  Flächen,  welche 
n  den  reellen  geschlossenen  Contouren,  so  viele  ihrer  in  der 
reh    die   Gleichung  (1)   definirten   Curve   existiren,    begrenzt 

rden,  quadrirt.    (So  ist  von  fydx^  wo  y  durch  die  Gleichung 

stimmt  ist,  die  allein  vorhandene  reelle  Periode  nah).  Der 
stere  Satz  wird  aus  den  obigen  Formeln  nicht  abgeleitet,  er 
^erliegt  jedoch  zum  mindesten  einer  Schwierigkeit,  die  der 
rfasser  nicht  berührt.  Der  Fall  nämlich,  wo  die  Gleichung  (1) 
ne  geschlossenen  Contouren  darstellt,  schliesst  keineswegs  die 
istenz  von  reellen  Perioden  aus,  wie  dies  aus  dem  einfachen 
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/*    dx 
-7===  erhellt,  wo  das  Integral  die  reelle  Periode  2« 

hat,  und  die  Curve  der  Gleichung  y'(l— a?')  =  1  aus  2  ge- 
trennten in's  Unendliche  gehenden  Curvenzweigen  besteht.  Die 
Zurückführung  auf  eine  Quadratur  Hesse  sich  hier  noch  festhalten, 

wenn  man  w  =  —  setzt,  und  es  scheint  die  Angabe  des  Yer-^ 

fassers  noch  der  Ergänzung  bedürftig,  dass  ausser  den  obig« 
Contouren  noch  die  etwaigen  geschlossenen  Contouren  in  BetraeÜ 

zu  ziehen  sind,  die  durch  die  Substitution  w  =  —  erhalten  werdei 

Der  Ausdruck  für  die  rein  imaginären  Perioden  ist 

wobei  solche  Umläufe  zu  wählen  sind,  dass  die  Curven  smii 
sich  vereinigen.    Die  Quadratur  der  umschlossiBnen  Flächen  giel 

ihren  Werth  abgesehen  vom  Factor  i.    (So  ist  beim  Integral  /- 

die  zu  quadrirende  Fläche  ein  Kreis  um  den  Anfangspunkt 
welcher  die  Hyperbel  xy  =  1  in  den  Scheitelpunkten  berüMi 
imd  dessen  Inhalt  2n  ist.) 

Bei  dem  doppelten  Integral 

J  =  /ä  dxdyj 

wo  z  definirt  ist  durch  die  Gleichung 

(2)        Fdxyz)  =  0, 
sei 

X  =  a  +  ßi,  y  =  a'  +  ß'iy  z  =  a" -{•  ß'% 

die  Reihenfolge  der  Elemente  zdxdy,  sei  ferner  bestimmt  doiti 

die  Gleichungen 

(3)  •       cpia.ßa^ß')  =  0.       <p,  («,/?,«',/?,)  =  0, 

SO  erhält  man: 

wo 

V  =I!(tt"-^ß")  idaSfdß)  ida'^dßf), 

V  =  Sia"-ß')  (da-dß)  (daf-dßT)^ 
r,  =  2a"dada>,     F,  =  Sß'dßdß!. 
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Aus  den  2  Relationen,  die  in  der  Gleichung  (2)  enthalten 
d,  aus  (3)  und  den  Gleichungen 

«±/?=|,  a!±ß^  =  %  a"  +  /S"  =  £ 
men  sich  a,ß,a\ß^^a!'ß^'  eliminiren  und  V  resp.  F  stellen 
5  Volumina  dar,  welche  zwischen  den  Oberflächen  mit  den 
»ordinaten  l^^  und  der  a;j(-Ebene  enthalten  sind,  nachdem  noch 
16  Grenzbedingung  A(a/9)  =  0  festgesetzt  ist.  Ist  das  durch 
3  Gleichungen  (3)  bestimmte  Werthgebiet  geschlossen,  so  ver- 
bwindet das   Integral,   ausser   wenn   im  Innern  ;&  =  oo  oder 

F 

-  =  0  wird,  in  welchem  Falle  dasselbe  eine  Periode  des  un- 

5 

stimmten  Doppelintegrals  darstellt. 

Sind  die  Goefficienten  der  Gleichung  (2)  reelle  so  erhält  man 
3  reellen  Perioden  durch  Cubatur  der  geschlossenen  Räume, 
viele  ihrer  in  der  Fläche  (2)  existiren.    So  ist  |  nahe  die  reelle 
ffiode  von 


of^äyi{x-^-^y 


\  bestehen  hier  übrigens  unseres  Erachtens  dieselben  Schwierig- 
sten, die  wir  oben  berührt  haben.  Der  Ausdruck  für  die  rein 
laginären  Perioden  ist  (F—  V*)i, 

Man  kann  nun  leicht  übersehen,  wie  dieselbe  Methode  auf 
ie  Integrale  beliebiger  Ordnung  ausgedehnt  wird. 

Der  Verfasser  bemerkt  noch,  dass,  falls  die  Goefficienten 
5r  betrachteten  Gleichung  complexe  Werthe  haben,  Perioden, 
e  den  reellen  analog  sind,  dadurch  erhalten  werden,  dass  man 
'S  Integral  längs  einer. geschlossenen  Folge  von  Lösungen  der 
gebenen  Gleichung  nimmt,  für  welche  beim  einfachen  Integral 

;  ,  beim  doppelten  Integral  -^  und  -^ ,  u.  s.  f.  reell  sind. 

Hr. 

.  Marie.     Theorie  des  residus  des  integrales  doubles. 

C.  R.  LXXV.  695-698,  751-755. 

.  Marie.  Theorie  des  residus  des  integrales  d'ordre 
quelconque.    C.  R  LXXv.  U75-1479. 
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Ist 

F  (xyz)  =  0 

die  Gleichung,   >yodurch   z  als  Function  von  x  und  y 

ist,  so  kann  «  entweder  für  einen  isolirten  Punkt  x^  y^  unendlich 

werden  oder  für  ein  System  von  Werthen,  welehe  der  Gleichung 

fi^xy)  =  0 
genügen.    Hiernach  werden  unterschieden  Residuen  in  Beziehung 
auf  einzelne  Punkte  und  Residuen  in  Beziehung  auf  Linien.  Für 
den  ersten  Fall  ist  die  allgemeinste  Gleichung,  welche  betrachtet 
wird, 

2    ^(x-xJ-\-(^y-y,y  ' 

wo   tp  (xy)  für  X  =  Xq,  y  =  Jo    ^iiicn   bestimmten    Werth  y, 

annimmt,    und   das   Residuum    in   Bezug  auf  den  Punkt  a;^» 
4 

~na^q>Q>i  sein  soll,  was  schwerlich  richtig  ist,  da  das  Residunn 
o 

doch  eine  Function  von  a^q)^  sein  muss. 

Im  zweiten  Fall  sei  a?,  y^  eine  Lösung  der  Gleichung  f(xy)  =0^ 
und  Ä  habe  für  Werthe  in  der  Umgebung  dieses  Werthepaars  die 

Form: 

M 

^  -    a(ix-x,')-{-b(y-y^)  ' 
wo 

'•=(l),'=(f), 

dann  lautet  das  Residuum  in  Beziehung  auf  die  Curve  f(xy)  =()•'; 

(das  Integral  längs  des  Umfanges  der  Curve  genommen) 

Mdx 


=  2nif- 


^a'  +  b' 

Die  Ausdehnung  auf  Functionen  von  3  Veränderlichen,  aufweiche 
übrigens  der  Verfasser  sich  beschränkt,,  lautet  so: 

Es  sei  D  (Dichtigkeit)  =    ^?^^}  ,  so  dass  D  für  alle  Punkte 

der 'Oberfläche  F(xyz)  =  0  unendlich  wird,  und  a?j,  y,,  »j  eine 
Lösung  von  F  =  0,  dann  wird  das  Residuum  in  Bezug  auf  die 
Fläche  dargestellt  durch 
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en  Ausdehnung 

"-ff 


3g8  der  ganzen  Ausdehnung  der  Oberfläche  F  =  0  genommen) 

dF 
dz, 

Hr. 


Marie.  Extension  de  la  m^thode  de  Cauchy  k  T^tude 
des  integrales  doubles  ou  throne  des  contours  6ld- 
mentaires  dans  Fespace.   c.  R.  Lxxv.  865-868,  937-940. 

Zur  Bestimmung  der  verschiedenen  Perioden  des  Doppel- 
egrals  //jsdajdy,  wo  a  durch  die  Gleichung  fCxyz)  =  0  he- 
mmt ist,  wird  die  Gleichung  des  sogenannten  scheinbaren  Um- 
»es,  F(xy)  =  0,  betrachtet,  welche  ans  der  Eliinination  von  « 

df 
risehen  f(xyz)  =  0  und  — L  =  o  hervorgeht.    Der  geschlossene 

itegrationsweg  wird,  wie  oben,  durch  die  Bedingungen 
^{aßa^ß')  =  0,  (p,  («/?«'/?')  =  0,  (0?  =  a  4-  ßh  y  =  «'  +  ffi) 
stgesetzt  und  mit  C%Vi^  bezeichnet  und  angenommen,  dass  er 
ircli  keine  der  Lösungen  von  F(xy)  =  0  hindurchgeht  Schliesst 
auch  keine  ein,  so  ist  der  Werth  des  Doppelintegrals  Null, 
hliesst  er  dagegen  ein  geschlossenes  System  von  Lösungen 
f  Gleichung  F(xy^  =  0  ein,  so  erhält  man  im  Allgemeinen 
istante  Werthe,  welche  die  Perioden  des  Integrals  sind.  Es 
rden  noch  die  Bedingungen  angegeben,  unter  welchen  die 
tistanten  von  Null  verschieden  sind.  Hr. 

Pochhammer.  Ueber  die  Entwickelung  von  Functionen 
nach  den  Integralen  einer  Klasse  von  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung.    Borchardt  J.  lxxiv. 

315-362. 

Ist  qp  (x)  eine  beliebige  in  der  Umgebung  von  x  =^  0  ein- 
tige  und  stetige  Function,  so  genügen  die  Integrale  Pmix)} 
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nach  denen  die  Entwickelang  von  (p(x)  fortschreitet,  zunäcbst 
folgender  DifiFerentialgleichung: 

worin  m  der  Reihe  nach  gleich  0, 1,2---  gesetzt  wird,  g(x)  uni 
h(x)  zwei  convergente  Reihen  von  der  Form 

g(x)  =  bx-]-b^x^-{-b^x^-\ — 

hQv)  =  c^x  -]-  c^x^  -^  c^x^  -\-'" 
bedeuten.  Die  Constanten  6,  6^,  •••,  Cj  Cj,---  sind  von  m  unab- 
hängig, übrigens  beliebig  vorausgesetzt,  nur  ist  6  der  Beschrän- 
kung unterworfen,  nicht  einer  negativen  ganzen  Zahl  oder  M 
gleich  zu  sein.  Die  Form  der  Gleichung  (1)  unter  der  erwähnten 
Beschränkung  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingun; 
dafür,  dass  von  den  beiden  Integralen  des  zu  o?  =  0  gehörig» 
Fundamentalsystems  eines  und  nur  eines  zum  Exponenten  m  ge- 
hört und  ausschliesslich  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  s 
fortschreitet.  Es  wird  nun  Pm(ßO  als  dasjenige  partikuläre  h: 
tegral  der  Gleichung  (1)  definirt,  welches  durch  die  Reihe 

darstellbar  ist.  Es  wird  alsdann  im  ersten  Abschnitt  der  Naek 
weis  geführt,  dass  — ''*^       für  m  =  oo  einen  von  Null  und  Uä- 

X 

endlich  verschiedenen  Werth  erhält,  woraus  folgte  dass  wenn  eÜM 
Entwickelung 

(Pix)  =-'2ßyPy(x) 

überhaupt  möglich  ist,  die  Begrenzung  des  Convergenzgebieltt 
ein  Kreis  um  o?  =  0  ist.  Die  Coefficienten  ß  werden  im  zweiteß 
Abschnitt  (§§  6—12)  mit  Hülfe  einer  Ergänzungsfunction  QJi^] 
bestimmt,  welche  der  Diflferentialgleichung 

(2)  i:^+i(ä^ +»(«)(,._„(„+»_  w.=|^ 

genügt,  je  nachdem  b  eine  positive  ganze  Zahl  ist  oder  nicbt 
A  und  y  werden  für  den  ersten  Fall  so  bestimmt,  dass  die  loga- 
rithmischen Glieder  in  den  Integralen  verschwinden.  Im  zweiten 
Falle  stellt  (2)  die  Gleichung  des  integrirenden  Factorg  von  (l) 
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.  In  beiden  Fällen  wird  Qn  näher  als  dasjenige  partikuläre 
3gral  von  (2)  definirt,  welches  durch  die  Reihe 

'gestellt  werden  kann.  Durch  diese  Reihe  ist  zwar  für  den 
11,  dass  6  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  Qn  nicht  vollständig, 
idern  nur  in  denjenigen  Gliedern  eindeutig  bestimmt,  welche 
;  negativen  Potenzen  von  x  behaftet  sind,  diese  aber  kommen 
ein  in  der  fraglichen  Entwickelung*  zur  Anwendung.  Es  wird 
•auf  folgender  Satz  bewiesen :  »Bezeichnet  [F(ic)]-.i  den  Coef- 
enten  von  o:-*  in  der  Entwickelung  nach  Potenzen  von  x^ 
an  ist 

[P«X^)  On(^)]-l  =  0,WI^W,       [Pmix')Q4x)U  =   1." 

Hieraus  folgt  dann  unmiftelbar  die  gesuchte  Entwickelung 
der  Form: 

(3)        (pix)'=-''£[v(u)Q,(u)]^iPr{x). 

Nachdem  noch  ftlr  mod.  [y(M)0,(w)]_i  für  v=oo  eine  Grenz- 
3timmung  geliefert  ist,  wird  im  dritten  Abschnitt  §§  12  —  14 
r  Beweis  für  die  Convergenz  der  Entwickelung  gegeben. 

Ist  Q  der  Abstand  des  Punktes  x  =  0  vom  nächstgelegenen 
igulären  Punkt  der  Differentialgleichung  (1),  und  wird  (f{x) 
Qerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  q  unstetig,  so  fällt  das 
)nvergenzgebiet  der  Reihe  (3)  mit  dem  der  Potenzreihe  von 
((£)  zusammen.  Bleibt  aber  <]p(a;)  in  dem  gedachten  Intervall 
etig,  so  gilt  die  Entwickelung  für  die  ganze  Kreisfläche  mit 
ttsschluss  der  Peripherie.  Die  erhaltenen  Resultate  werden 
arauf  verallgemeinert,  indem  die  Functionen  PmQxi)  und  QnQc) 
orch  die  Differentialgleichungen 


<9'P  dP 


dx^     I   i/v  ^    ^^ 


m) 


finirt  werden,  worin  f(x)  die  convergente  Reihe 

fix)  =  xXl  +  a,x  +  a,x'  +  .-). 
i)  und  h(n)  dieselben  Reihen  wie  oben  bedeuten.    Das  Conver- 
tizgebiet  der  Entwickelungsreihe  ist  hier  nicht  kreisförmig  be- 
jnzt.    Die  Begrenzungscurve  ist  durch  die  Gleichung 
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d^  __      dx 

T"  'iM 

dahin  bestimmt,  dass  sie  die  Curve  in  der  oj-Ebene  ist,  die  einem 
Kreise  in  der  |-Ebene  entspricht.  Durch  die  bezeichnete  Substitu- 
tion werden  nämlich  die  neuen  Functionen  P  auf  die  frühcrci 
zurückgeführt.  Es  wird  noch  bemerkt,  dass,  damit  die  Differential- 
gleichung für  Qvix)  mit  der  von  PnJix)  identisch  werde,  es  noth- 

df(x) 
wendig  und  hinreichend  sei,  dass  g{x)  =     w^     und  f(x)  und 

A(aj)  grade  Functionen  von  der  Form: 

f(^j,)  =  x\l  +  a,x'  +  ..0 
h(x)  =  CgOj'  +  c^a?*-!-.-- 

seien.  Alsdann  ist  das  zweite  partikuläre  Integral  für  die  & 
gänzungsfunction  Qm  zu  nehmen.  Die  DifiFerentialgleichung  flr 
die  Kugelfunctionen  erster  und  zweiter  Art,  die  in  der  nämlichei 
Beziehung  zu  einander  stehen,  lässt  sich  durch  eine  einfacke 
Substitution  in  die  erwähnte  Form  überführen. 

Im  letztep  Abschnitt  §§  15  —  17  werden  als  Beispiel  im 
specielle  Differentialgleichungen  behandelt,  in  denen  die  Coeffi- 
cienten  Binome  sind,  und  bei  denen  die  Qn  als  ganze  rationab 

Functionen   von  —  erhalten   werden.      Für   diese    besteht  & 

X 

Gleichung 


^=0  t — X 


Hr. 


Ch.  Hermite.     On  tlie  elimination  of  arbitrary  functions. 

Messeuger  (2)  IL  69-70. 
Auszug  aus  der  Arbeit:   „Snr  Mimination  des  fonctionsar; 
bitraires",  die  der  Verfasser  in  der  Versammlung  „for  the  ad- 
vancement",  1872  gehalten  hat.  Glr.  (0.) 

J.  W.  L.  Glatsher.     On  the  expression  for 

Messenger  (2)  IT.  12-16. 
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Der  Verfasser  bemerkt,  dass  Abel's  Resultat  (Oeuvres  IL  222-) 
cp{x  +  yi)  +  (fQjc  —  yi)  =  -l-Jedt e"*'^  /y (x  +  0 e'^'^'dt 

—CO  —  ,  * 

if  unrichtige  Schlüsse  gegründet  ist,  da  nicht  zu  beweisen  ist, 
es  man 

J  y  —  2n+ 1 

slches  in  Wirklichkeit  unendlich  ist,  herleiten  kann  aus 

»d  da  ferner  eine  Discontinuität  von  Abel  nicht  berücksichtigt 
arde.  Die  Arbeit  enthält  auch  Bemerkungen  über  die  Dar- 
gllung  von  y(a;  +  yO  +  y(^--y*)  als  bestimmtes  Integral. 

Glr.  (0.) 

,  Pendlebury.     Powers  of  negative  quantities. 

MessBDger  (2)  II.  60. 

Bezieht  sich  auf  die  Discontinuität  von  a^,  wenn  a  negativ 
t.  Glr.  (0.) 

?.  K.  Clifford.      Remarks   on  the  theory   of  the  ex- 
po.e„.ia,f,.„c«„„aeriveaf.o..hee,.a.o„^^=,„. 

Proc.  of  L.  M.  S.  IV.  111. 

Cly. 

.  W.  L.  Glaisher.      Suggested    notation    for    printing 
complicated  exponents.  .  Messenger  (2)  IL  i07-iii. 

Es  wird  das  Bedürfniss  nach  einer  erkennbaren  „gedruckten" 
ßxeichnung  für  Buchstaben  ausgedrückt,  die  in  Potenzen  erhoben 
^d,  welche  complicirte  Exponenten  enthalten,  und  welche  jetzt 

ax  +  hx 

t  undeutlich  werden.    Wenn  solche  Ausdrücke,  wie  Z^^+^^  oft 

einer J  Arbeit   vorkommen,  verbrauchen   sie   viel  Raum  und 

Jrtheuern  den  Druck.  Es  wird  daher  vorgeschlagen,  wenn  u  eine 
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complicirte  Grösse  ist,  a""  zu  drucken  (nicht  zu  schreiben)  im 
al\ul\  oder  aiuk   oder  in  einer  andern  Weise,  die  nicht yid 

Raum  b^i^ucht.  Es  folgen  einige  Bemerkungen  Über  die  ver- 
schiedenen Bezeichnungen  für  l«2-3-"W,  nämlich  b,  [a?J,  r(a?+lV 
TLix)  und  x\  Der  Verfasser  giebt  den  beiden  letzteren  den 
Vorzug.  Glr.  (0,) 

C.  FoRMENTi.     Sulla  funzioni  ad  un  solo  valore.    Pavia. 

Jg. 
M.  Nöther.    Zur  Theorie  der  algebraischen  Functionen, 

3*e  Note.    Gott.  Nachr.  1872.  490-498. 

Dass  eine  Curve  /*(«,«)  =  0  durch  den  vollständigen  Sc! 
zweier   gegebenen   Curven  m-  und  w*^'  Ordnung  y  =  0,  t//  =1! 
hindurchgehe,   kann   analytisch    u.  A.    so   definirt  werden:  Be-1 
zeichnet  is  =  a,  «  =  6  irgend  einen  dieser  Schnittpunkte,  welchei  j 
sämmtlich  endliche  Werthe  von  «,«  entsprechen  sollen,  so  muMl 
f  nach  Potenzen  von  «  — a,  s  —  h  entwickelt,  identisch  sein  mitl 
A*(p-\-B'xlJ,   unter  A'  B'  ganze  Functionen  von  ä  — a,  s  —  b  ver-j 
standen.    Dieses  vorausgesetzt  zeigt  Herr  Nöther  auf  sehr  elegantel 
Weise  und  in  völliger  Strenge,  dass  f^Aq)-\-Bip  sein  müss^| 
wo  A,  B  ganze  Functionen  von  z^s  bezeichnen.     Es  folgt  diei 
unmittelbar  aus  folgendem  Satze.    Bekanntlich  hat  man  ftlr 
Resultante  0(z)  nach  s  der  Function  y,  den  Ausdruck  Ay-fji 
(A,^  ganze  Function  von  z^s).     Wird  nun  fl  =  vi/z-f^X  ge 
so  ist  der  RestX,  in  y  vom  Grade  w— 1,  durch  0(»)  theilbar.| 

St 


T.  Babczynski.     Ueber  die   Multiplication   der  symme^ 
irischen   algebraischen  ganzen  rationalen  Functionen. 

Schlömilch  Z.  XVII.  147-158. 
Nach   einigen  allgemeinen  Bemerkungen  über  die  Theorie 
der  Permutationen  etc.  wird  ein  Verfohren  angegeben,   wie  eil 
Product  von  zwei  (oder  mehreren)   elementaren  symmetriscbei  1 
Functionen  von  »Grössen,  d.i.  von  Ausdrücken  2aj/«a?/«'-a?jj"  ioeboi  I 
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olche  Functionen  zerlegt  werden  könne.  Die  u.  A.  erwähnte 
Bildung  der  it!  Permutationen  durch  cyklische  Vertauschungen 
ron  n,  n — l,*-  Elementen  findet  sich  auch  bei  Meier  Hirsch  (Auf- 
giben  z.d.  algebr.  Gleichungen  1809  I.  p.  326).  St. 

0.  ScHLöMiLCH.  Ueber  eine  besondere  Gattung  alge- 
braischer Functionen.  Leipz.  Ber.  XXIV.  26-36,  Schlömilch  Z. 
XVn.  248-251. 

Es  handelt  sich  um  die  Eigenschaften  der  ganzen  rationalen 
Functionen  (fwHx^y)  ^nd  Vm(^,y),  welche  durch  die  Gleichung 

Qc  +  %y)(x  +  iy  +  \)(x^iy+2)-'{x  +  iy  +  m^V) 

»estimmt  werden.  Für  alle  reellen  x  und  y  gelten  die  beiden 
HeichuDgen: 

(1)  ^  cosytr  =  1  -f   ^^^^^yf  (1— e-«') 

+  -^(l-e--)'  +  --, 


(2)  e^  sin  yw  =  ^'^       (^ ""  ^""') 


(1-6-«')'  +  . 


'       1-2 
der  reelle  Theil  von  w  positiv  und  der  imaginäre  Theil 

WB»  zwischen und  +  —  enthalten  ist.    Diese  Gleichungen 

o  o 


\  fie 


keimtzt  der  Herr  Verfasser  zur  Entwickeluqg  einer  Function  f(y\ 
innerhalb  des  reellen  Intervalls  y  =  a  bis  y  =  6   endlich, 
itetig  und  eindeutig  bleibt,  mithin  unter  der  Form 
2      /•*  /»6 

f(t/)  =  —  /cos  yw dw  J  f(&)  eoswd'dd' 

U  a 

oder 

/•(y)  ==  —  jHmywäw  J  K^)  Q\utD&d& 

dargestellt  werden  kann.  Der  Vorzug  dieser  Entwickeluugen 
^  in  der  willkürlichen  Grösse  a?,  welche  neben  dem  Argumente  y 
iarin  vorkommt.  M. 

fonichr.  d.  Math.  IV.  1.  14 
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A,   Oayley.      Theorems    in    relation    to  certain   sign- 

Symbols.   Messenger  (2)  IL  17-20. 

Linien   von  n  Zeichen +,  in  irgend  einer  Weise  geordnet, 
werden  durch  die  lateinischen  Lettern  a,b,C'"  bezeichnet;  nm 
zwei  solche  Symbole  (nämlich  Linien  von  +  Zeichen)  zu  multi- 
pliciren,  werden  die  entsprechenden  Zeichen  multiplicirt.    Dam 
ist  das  Quadrat  eines  lateinischen  Buchstabens  eine  Linie  voi 
n  +  's,   und  jeder  lateinische  Buchstabe  ist   eine  Wurzel  ein« 
Linie  von  n  +  's.     Zwei  Wurzeln  werden  unabhängig  von  ei» 
ander  genannt,  wenn  keine  von  ihnen  gleich  dem  Prodoct  allei 
oder  einiger   von  ihnen  ist.    ^Nimmt  man  also  z.  B.  i»  =  5, 
sind,  wenn  a,  6,  c,  rf,  c  unabhängige  Wurzeln  von  4-  +  +  +  - 
sind,   die  32  Wurzeln   die  Glieder  von  (1  +  a)  (1  +  6)  (1  + 
(1  +  ^)  (1  +  ^)«     Aehnliche  Bestimmungen  werden  in  BeaiehM 
auf  die  Golonnen  von  Zeichen  gemacht,  welche  mit  griechisch« 
Buchstaben  or,  /?,  /•••  bezeichnet  werden,  und  alsdann  Sätze  be- 
wiesen, über  die  Unabhängigkeit  der  Wurzeln  von  Linien 
Golonnen  von  Zeichen,  die  in  Quadraten  geordnet  sind. 

Glr.  (0.) 

J.  CocKLE.     On  hyperdistributives.    Phil.  Mag.  1872. 

Das   hier  behandelte  Problem  kann  folgendermaassen  tt|r| 
gesprochen  werden.    In  der  Form 

0(u)  +  d(a}  =  d(u  +  ä) 
mögen  u  und  a  nicht  bestimmte  unabhängige  Variable,  soo 
nur  Repräsentanten   von  Indices    sein,   so  dass  6(u)  nicht  eM 
Function  von  u,  sondern  von  unabhängigen  Symbolen  u^y  1^1)%** 
ist,  und 

man  setze 

d(u  +  d)  =  d(iA,,A,,  il„...), 
wo  Ar  =  {u  +  ä)r;  können  wir  nun  Ar  so  interpretiren,  da»| 
übereinstimmende  Resultate  sich  ergeben,  so  soll  die  Function  0] 
eine  „Hyperdistributive^  heissen.  Der  Verfasser  stellt  sieh  die] 
Aufgabe,  die  allgemeinste  Form  dieser  Function  0  zu  finden. 

Csy-  (M.) 


Oapitel  1.    jyigemeines.  211 

I".  J.  Studnicka.  Beitrag  zur  Zerlegung  echt  gebroche- 
ner Functionen  in  Partialbrüche.  (Böhmisch.)  Ber.  d.  Böhm.  v. 
ni.  3-5. 

Hat  man  die  echt  gebrochene  Function 

wobei F(aj)  =  (aj—a)«  (a?--6)/*--(a?  — 0^  unda  +  /J+««-  +  Ä  =« 
isty  in  Partialbrüche  zu  zerlegen,  so  lassen  sich  die  Zähler  der- 
lelben  independent  auf  folgende  Weise  einfach  darstellen: 
Führt  man  allgemein  die  Bezeichnung  ein: 

•0  erhält  man^  für  m  der  Reihe  nach  a,  6,  ••«,  /  setzend, 


Diese  Formel,  die  z.  B.  in  Serref  s  Algebra,  Bd.  I.  pag.  389, 
wie  auch  anderwärts  unter  Zuhülfenahme  des  Taylor'schen  Satzes 
entwickelt  ist,  wird  in  dieser  Abhandlung  direct  begründet 

W. 

r.  Ohio.     Troisifeme  memoire  sur  la  s^rie  de  Lagrange, 

Atti  di  Torino  VU.  647-661. 
Der  Verfasser  untersucht  in  dieser  posthumen  Abhandlung, 
<Ke  der  Soci6t6  Phil,  schon  als  Nachtrag  zu  den  in  den  Jahren 
3844  u.  1847  der  Academie  zu  Paris  vorgelegten  Arbeiten  vor- 
gelegt \yar,  einige  Sätze  über  die  Convergenz  der  Reihe  von 
Xagrange,  die  von  Cauchy  aufgestellt  und  von  Andern  reproducirt 
sind,  und  über  die  Merkmale,  welche  die  von  dieser  Reihe  ge- 
lieferten Wurzeln  unterscheiden.  Jg.  (0.) 


14^ 


I 


212  VIL  Abschnitt.    Functionentheorie. 

Capitel  2. 
Besondere  Functionen. 

J.  W.  L.  Glaisher.     On  certain  theorems  in  logaritt 
mic  transcendents.   Messeoger  (2)  l.  138-143. 

Definirt  man  l2n(l  +  ^)  durch 

X' 


22n    ^     32n 

SO  ist 


+  JL^n-4       1.2.3.4       "T         +    1.2.3... 2 


'2ii 

Dieser  und  andere  analoge  Sätze  sind  von  Spense  in  seisei 
„Mathematieal  essays"  1819  bewiesen,  die  anderen  von  de  Morgaa 
in  seinem  ^^Differential  and  Integral  Calculus/^  Sie  sind  hier  ifi 
conciserer  und  allgemeinerer  Art  bewiesen,  und  einige  andere 
Resultate  hinzugefügt.  Glr.  (0.) 

O.  ScHLöMiLCH.     Ueber  die  Werthe  von  Are  sin  (a?+q() 

und   Are  cos  (a?-f  ey).     Schlömilch  Z.  XVII.  245-248. 

Da  die  bekannten  Cauchy'schen  Formeln  für  aresin  (ar+if) 
und  arceos  (X'\-iy)  (siehe  Schlömilch,  Compendium  d.  höh.  Ad4 
1861,  I.  263)  an  dem  üebelstande  leiden,  dass  sie  für  gewi«! 
specielle  Fälle  die  Form  ^  annehmen,  und  hierflir  einer  besoi^ 
deren  Umformung  bedürfen,  so  hat  der  Herr  Verfasser  im  Vo^ 
liegenden  folgende  neue  Formeln  dafür  gegeben.  Sämmtlicb 
Werthe  von  Are  sin  {x  +  iy)   bestimmen  sich  durch  die  beito 

Formeln:  

arc  sin  (x + iy)  =  2n7i  +  arc  sin  T+ «•  /(S  +  ys'— 1), 


(arc  sin  (x  +  iy)  =  (2w  + 1)  irr  —  arc  sin T— «./(»  +  iS^  —  1), 
wo  . • 

2s  =  >/(i+a^y+»'+ )/a-^r+»' 

und 

2r=  ^äT^7+?-->^(i~^r+y'. 
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e  entsprechenden  Formeln  für  arc  cos  (x  +  iy)  lauten : 
larccos  (x-\-iy)  =  2w;r4.arccosr— t-/(S+yS'— 1), 
(arecos  (x  +  iy)  =  2nn  -  arccos T+ 1- /  (S + y'S'  —  1). 

Eine  sehr  elegante  Gestalt  nehmen  diese  Formeln  dnrch 
nführung  des  hyperbolischen  Cosinus  an.  M. 

'.  H.  L.  EussELL.  On  recent  progress  in  elliptic  and 
hyperelliptic  functions.  Rep.  Brit.  Ass.  1872. 

Die  Arbeit  hat  den  Zweck,  die  englischen  Leser  mit  den 
itersuchungen  bekannt  zu  machen,  welche  Herr  Weierstrass 
i  XLVII.  Bande  von  Grelle  veröflfentlicht  hat.       Csy.  (M.) 

\.  Schröter.  Bemerkung  zu  dem  Stürmischen  Beweise 
des  Additionstheorems  für  die  elliptischen  Integrale 
erster  Gattung.    Schiömilch  z.  xvii.  508-515. 

Der  einfache  und  elegante*  Beweis  von  Sturm  ftlr  das  Addi- 
onstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung,  den  Liou- 
ille  C.  R.  1856  No.  2f  mitgetheilt  hat  (siehe  Schiömilch,  Com- 
endium  d.  höh.  Anal.  II.  327),  leidet  an  dem  üebelstand,  dass 
r  nicht  ersehen  lässt,  woher  der  pure  eingeführte  integrirende 
?actor  kommt.  Herr  Schröter  giebt  im  Vorliegenden  eine  Be- 
vrtismethode  des  Additionstheorems,'  bei  der  sich  der  integrirende 
hctor  von  selbst  in  drei  verschiedenen  Formen  darbietet,  welche 
^ei  gehöriger  Bestimmung  der  willkürlichen  Constanten  dem 
Pheorem  die  verschiedenen  bekannten  Gestalten  geben.  Nach- 
dem er  nämlich  erstens  die  zu  integrirende  Differentialgleichung 

»i  die  Form 

sin2V'i^d<p  +  8in2<pi0:IdV  =  O 

-bracht  und  mit  einem  Multiplicator  M  versehen  hat,  sucht  er 

eses  M  so  zu  bestimmen,    dass  nach  Umformung  durch  theil- 

eise  Integration  der  Theil  ausser  dem  vollständigen  Differential 

d*M[ÄVL2\p'/J(jf)  4-  sin2y --JCv/)], . 
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welcher  die  Form 

d(p  dtp 

hat,  verschwindet,  d.  h.  dass  A  =^  B  wird.  Zweitens  wird  die 
obige  Differentialgleichung  1)  mit  sin^-sin^^  multiplicirt  und 
auf  die  Fonn 

sini/; .  J{\p)  — ^l^  dq>  +  sin<p  •  ^(y)  — ^    ^  dtp  =  0 

gebracht,  und  es  wird  der  nach  der  theilweisen  Integration  aosfiei 
dem  vollständigen  Differential 

d'M  [sinf//-^/(t^)-cos<p  +  siny  •  J(<p)  •  cosv] 
auftretende  Theil  wie  oben  zum  Verschwinden  gebracht.    Ebei 
wird  drittens  mit  der  Form  d^r  Differentialgleichung 

J(ip) .  cos  v; .  — 1^  d(p  +  J(sp)  cos  tp  •  -^^  dtp^O      \ 

verfahren,  welche  durch  Multiplication  mit  cosqp-cosV'  aus  dff 
ursprünglichen  (1)  entsteht.  Die  gefundenen  Integralgleichung6i 
ergeben  leicht  bei  gehöriger  Constantenbestimmung  für  jede  ds 
drei  Functionen  sina,  cosa,  J(a)  vier  verschiedene  Gestalten  de« 
Additionstheorems.  '  M. 

F.  ÜNFERDiNGER.     Beitrag  zur  Theorie  der  elliptisch® 

Integrale.     Grunert  Arch..  LIV.  459-470. 
Bei  derLegendre'schenZurückftthrung  des  elliptischen  Integnk 


rF(x)dx 


iBx  I 

auf  die  drei  Normalformen  kann  man  neben  dem  Integral  der 
dritten  Gattung 

dz 


/-. 


auch  noch  auf  Integrale  von  der  Form 

r dz r         dtp 


ä?«|/(1-ä')  (1— AV)       ^  sin2«y>/l— Ä»sin> 

gelangen.     Da  dieses  Integral  und  seine  Reduction  auf  die  dni 
Gattungen  in  den  Lehrbttchern  entweder  gar  nicht   oder  ohne 
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kgichtiguDg  des  Falles  der  UDstetigkeit  discutirt  zu  werden 
,   so  giebt  der  Herr  Verfasser  im  VorliegeDden  die  voU- 
ge  ZurückfQhrnng  desselben.    Als  Beispiel  dient  das  Integral 
Z*^      dx       _  ,    /*"      iS(fe 

M. 

CHLÖMILCH.      üeber   die    stereömetrischen  Analoga 
öd  Fagnano'schen  Satze.  Leipz.Ber.  XXIIL13,  Schlomlichz. 

n.  66-69. 

^er  Fagnano'sche  Satz  lebrt  bekanntlich,  zu  jedem  EUipsen- 
einen  zweiten  finden^  so  dass  die  Differenz  beider  ein 
aischer  Ausdruck  ist.  Benutzt  man  das  Additionstheorem 
e  elliptischen  Integrale  2*®' Gattung  bei  der  Berechnung  des 
^integrals 

»•     '4-^.v,(.-=i-4,,»'=i-^> 


'  a 


es  die  Bestimmung  eines  Theils  der  Fläche  des  dreiaxigen 
oids  darstellt,  so  ergeben  sich  unendlich  viele,  dem  Fagnano'- 
Satze  analoge  Theoreme  fflr  das  Ellipsoid.  Aehnliche 
metrische  Analoga  zum  Fagnano'schen  Satze  gelten  auch 
e  beiden  dreiaxigen  Hyperboloide.  M. 

ossAK.  Zur  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten. 

lin. 

>er  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  aus  den  beiden 
Lungen 

"^1         (^a  +  ßx)dx  n^        Ca  +  ßx)dx         _ 

}/a:(l-aj)(l~ft'a;)       */      l/a?(l— o?)  (1— ftV)    ""   ' 

beren  Grenzen  x^  und  x^  der  darin  enthaltenen  elliptischen 
ale   der  zweiten  Gattung  zu  bestimmen,  —  eine  Aufgabe, 
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die  Rosenhain  für  die  elliptischen  Integrale  der  dritten  Gathmg 
gelöst  hat  (Memoire  sur  les  fonctions  de  deux  variables  et  k 
quatre  p^riödes,  Mäm.  präs.  de  Paris  XI.)    Durch  die  SubstitutioD 

'^x^  =  sinam(Mj,Ä),     ^x^  =  sin  «»1(1*3,  ä) 
werden  obige  Gleichungen  auf  zwei  andere  von  der  Form 

u,+u,  =  u,     Z(mJ  +  Z(m,)  =  fv 
zurückgeführt,  woraus  u^  und  n^  mit  Hülfe  des  Additionstheoremg 
der  elliptischen  Integrale  der  zweiten  Gattung  gefunden  werden. 
Dieses  liefert  nämlich  die  Ausdrücke  von 

y^3,  l/(l-aj,)(l~a?3)  und  i/(l-&'a?J  (l-Ä'o:,) 
durch  w  und  Thetafunctionen  von  u]  aus  diesen  Ausdrtlekei 
lassen  sich  aber  x^  und  x^  selbst  finden  mit  Hülfe  einer  toi 
Bosenhain  (1.  c.  Ch.  I.  6)  angegebenen  Identität.  SchlieflsM 
untersucht  der  Verfasser,  wie  sich  die  Lösungen  des  obig« 
Systems  aus  denen  des  Bosenhain'schen  Systems  herleiten  lassei^ 
worin  elliptische  Integrale  dritter  Gattung  auftreten.  In  unser» 
Falle  sind  die  die  Grössen 

ky^^  -j^ya-ajjXl— a:,),    ~-|/(l_&':r,)  (il—h\) 
liefernden  Ö-Quotienten 

etc. 


OjfOd^(u^ 


Wurzeln  einer  Gleichung  dritten  Grades.  M. 

B*  Hasselberg.      Utiieckling   af  sinama:»   serie   fort 
lopande  efter  stigande  digniteter  af  variabeln 

Stockholm. 

Bezeichnen  Ä"  und  Ä^  die  Perioden,  so  ist,  wie  bekannt» 
sin  ama?  unendlich  für  a?  =  2mÄ'4- » (2n  +  1)^1.  Diese  Function 
kann  folglich  nicht  in  eine  nach  den  Potenzen  von  x  fort- 
schreitende Beihe  entwickelt  werden,  wenn  mod.  x>  K^ .  Der  Ver- 
fasser scheint  aber  doch  wirklich  zu  glauben,  dass  er  das  Unmög- 
liche bewerkstelligt  habe,  während  er  in  der  That  nur  die  Differenz 

1         2x 
smamo; r* 


x'  +  K,' 
entwickelt.     Uebrigens  wird   keine  allgemeine  Formel  fElr  die 
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3ihen-CoeiBcienten  (die  durch  Differentiation  von  sin  am  x  und 
Lchherige  Substitution  von  x  =  Q  berechnet  sind)  gegeben^  son- 
irn  nur  numerische  Werthe  der  5  ersten.  Bg. 

• 

König.      Zur  Theorie    der  Modulargleichungen   der 

elliptischen  Functionen.    Heidelberg  1871. 

An  die  Sätze,  welche  Herr  Königsberger  in  seinem  Buche: 
Die  Transformation  etc."  (siehe  F.  d.  M.  I.  134)  über  die  Mo- 
ilargleichungen  bewiesen  hat,  knüpft  die  vorliegende  Arbeit 
imittelbar  an.  Diese  Gleichungen  dn{u^  v)  =  0  enthalten  be- 
inntlich  als  Lösungen  die  vierten  Wurzeln  der  zu  den  sämmt- 
3lieQ  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  gehörigen 
itegralmoduln,  und  ihre  Goefficienten  sind  ganze  rationale 
unctionen  der  vierten  Wurzeln  aus  dem  ursprünglichen  Integral- 
wdul.  Durch  Untersuchung  der  Werthe,  welche  €  für  unend- 
eb  kleine  u  annimmt,  ergiebt  sich  die  Beihenentwickelung  der 
Wurzeln  der  Modulargleichungen  (vgl.  Matthieu,  Journal  de  TEc. 
ol.  Cah.  42),  und  aus  dieser  die  Irreductibilität  derselben  (siehe 
önigsberger,  1.  c.  p.  187).  Herr  König  zeigt  nun,  dass  die 
rösste  Dimension  der  Glieder  der  Modulargleichung  =  2q>(n), 
ie  niedrigste  =  2yj(n)  ist,  wo  q>(n)  und  t/;(w)  die  von  Herrn 
Jonecker  eingeführte  Bedeutung  haben.  Darauf  geht  er  zur 
Pachtung  der  Discriminante  der  Modulargleichungen  über, 
eren  Verschwinden  bekanntlich  die  gleichen  Wurzeln  liefert, 
30  (wenn  n  keinen  quadratischen  Factor  enthält)  die  Moduln 
'V  complexen  Multiplication.     Die  Discriminante  hat'  die  Form 

^t .Verfasser  bestimmt  die  numerischen  Exponenten  f(n)  und  f^(n) 
d  daraus  den  Grad  von  g(u).  Schliesslich  wird  gezeigt,  dass 
5nn  die  Modulargleichung  überhaupt  gleiche  Wurzeln  zulässt, 
[*e  Zahl  nur  eine  Potenz  von  2  sein  kann.  M. 

2LIX  Müller,    üeber  die  Transformation  vierten  Grades 

der   elliptischen  Functionen.    Jubiläumsschrift.   Berlin. 
Herr  Weierstrass  bringt  in  seinen  Vorlesungen  über  ellip- 
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tische  Functionen  die  Differentialgleichung 

(^y  =  Ax*  +  4Bx'  +  6ßr'  +  4Fa?  +  A' 
auf  die  Form 

worin  statt  der  Goefficienten  A,B^C^B\A\  die  beiden  Invaris 
g%i9z  der  biquadratischen  Form  auftreten,  und  reducirt  das 
gemeine  Transformationsproblem  der  elliptischen  Functionei 
das  speciellere:  alle  Functionen  p(u\  6,,  6,)  zu  finden,  w 
sich  rational  durch  p(u\  g^,  g^)  ausdrtlcken  lassen.  Die  allgen 
Form  dieser  transformirten  Functionen  ist 

p(u)  =  p(u)  +        S        {p(tt  -  m^f,^  -p(M>Kf.% 

A  =  0,1  , , .  Wj— 1 

^  =  ü,l...n,-l 
WO 

«,     =2i2iZ:^^„r_2J^,  2^  und  2«' 

die  Perioden  der  ursprünglichen  Function  p(u\  ^,,  ^3),  n  = 
der  Grad  der  Transformation  ist  und  n^  alle  Zahlenwerthe  ( 
«,  —  1  annehmen  kann.  Die  Invarianten  G,  und  G,  der  transfoi 
ten  Function  sind  algebraische  Functionen  der  Invarianten  g 
und  hat  sich  der  Verfasser  der  vorliegenden  Arbeit  bereits  fi 
das  Problem  gestellt,  diese  zwischen  den  gegebenen  und 
neuen  Invarianten  bestehenden  algebraischen  Relationen  h( 
leiten,  Relationen,  welche  den  Modulargleichungen  Jac 
zwischen  A  und  A  entsprechen.  In  seiner  Dissertation:  Deti 
formatione  functionum  ellipticarum,  Berlin,  1867,  sind  die 
treffenden  Gleichungen  fllr  »  =  2, 3, 5  und  7  hergestellt;  um 
eine  Methode  angegeben,  dieselben  fiir  jeden  beliebigen  ( 
der  Transformation  zu  finden.    Die  obige  Summe 

genügt,  wenn  n  eine  Primzahl  ist,  einer  algebraischen  Gleicl 
(n+l)**"  Grades,  deren  Goefficienten  rationale  Functionen 
g^,  g^  sind,  und  G,  und  G3  lassen  sich  linear  durch  dieses  G^ 
drücken.  Bei  der  Transformation  4*®"  Grades,  welche  der  6e 
stand  der  vorliegenden  Arbeit  ist,  wird  der  Grad  der  algebraiB< 
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eichungen  höher.    Für  n  =  4  giebt  es  nämlich  6  Transforma- 
nen   und   eine  Muldplication.     Die  verschiedenen  G^  der  6 
msformirten  Functionen  genügen  der  Gleichung: 
Gl—30g,G\^M09,G\--13b9lGl^324g,g,G, 

+  4(^1-108^/1  =  0, 

id  die  zugehörigen  G^  und  &,  werden  einfache  gebrochene  Func- 
»nen,  deren  Nenner  vom  2**"  und  deren  Zähler  vom  4*®",  resp. 
*"  Grade  in  G^  sind.  M. 


I.  Sylow.  Sur  le  groupe  de  T^quation  pour  la  divisipn 
des  p^riodes  des  fonetions  elliptiques.   Porh.  af  Chriat.  I87i. 

Es  wird  bewiesen,  dass  die  Gruppe  der  Gleichung,  welche 

ie  Grössen  sin  am — ^  c^    t4 bestimmt,  alle  linearen  Sub- 

2n+l 

ititutionen  enthält.    Vgl.  das  Referat  darüber  in  Darboux  Bull. 

H,  199-200.  M. 

Lagüerre.     Sur  les  propri^tös  des  sections  coniques  qui 
se  rattachent  k  Tint^gration  de  T^quation  d'Euler. 

Nouv.  Ann.  (2)  XI.  156-162,  Inst.  XL.  3. 

Poncelet  und  Jacobi  haben  die  Beziehungen  der  zweien  Kegel- 

.  «yiten  resp.  ein-  und  umgeschriebenen  Polygone  zu  den  ellip- 

Wm  Functionen  entdeckt   Herr  Lagüerre  hat  eine  andre  Eigen- 

«hft  zweier  sich  schneidenden  Kegelschnitte  gefunden,  welche 

;  ^  dem  Euler'schen  Theorem  in  Zusammenhang  steht.    Heissen 

I  z*  B.  die  4  Durchschnittspunkte  eines  Kreises  mit  einer  Ellipse 

^f  h,  c,  d,  und  schneidet  eine  an  der  Ellipse  entlang  gleitende 

;  Tangente  den  Kreis  in  den  Punkten  M  und  M',  so  ist 

i  dy cUp' 

iMa.Mb.Mc.Md    "~    ^Wa.Wb.M^cTWd  ' 

■  ^0  9  und  (p*  die  Winkel  sind,  welche  die  Verbindungslinie  der 
Pttukte  Jtf  und  W  mit  einem  festen  Punkte  0  auf  dem  Kreise  und 
^^e  in  0  gezogene  Kreistangente  einschliessen. 

M. 
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L.  Kiepert,     üeber  eine  geometrische  Anwendung  der 
complexen  Multiplication  der  elliptischen  Functionen. 

Borchardt  J.  LXXIV.  305-314. 
Vermöge   des   Additions-    und  Multiplicationstheorems  der 
elliptischen  Functionen  wird   die   Theilung   derjenigen  Curven, 
deren  Coordinaten   sich   als  elliptische  Functionen  des  Bogen 
ausdrücken  lassen,  ebenso  wie  die  des  Kreises  durch  AuflösaDf 
algebraischer  Gleichungen  bewerkstelligt.    Als  Beispiel  für  der- 
artige Curven  hatte  Herr  Kiepert  bereits  in  seiner  Dissertatioi 
(s.  F.  d.  M.  II.  239)  die  Curve  r'  =  cos  3g)  angeführt.  Hier  bebak  ^ 
.  delt  der  Verfasser  nach  einer  Methode,  welche  Herr  Weierstra» 
(in  seinen  Vorlesungen  über  Anwendungen  der  elliptischen  Functio- 
nen) für  die  Fünf-Theilung  des  Lemniskatenbogens  gegeben  bat, 
die  Theilung  dieser  Curve  in  6g  + 1   gleiche  Theile.  Ebenso  wifr 
bei  der  Theilung  der  Lemniskate  wird  hier  der  Grad  der  aot 
zulösenden  algebraischen  Gleichung  dadurch   wesentlich   ernie- 
drigt, das  sich  die  complexe  Multiplication  der  elliptischen  Functio- 
nen anwenden  lässt.    Der  Curvenbogen  u  ist  nämlich  von  der. 
Form 


wo  r   = 


1 


» 


Q 

also  ist  die  elliptische  Function  q  genau  eine  solche  p-Function» 

wie  sie  Herr  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  eingeftihrt  bat» 

(siehe  F.  d.  M.  IL  240).    Nachdem  Herr  Kiepert  die  Fundamei^ 

taleigenschaften  dieser  Function  p{u)  und  der  mit  ihr  durch  fr 

Gleichung 

ä"  logaw  .  . 

^i^-  =  -p(«) 

verbundenen  Function  au  noch  einmal  recapitulirt  hat,  beBtimmt 
er  die  Perioden  für  die  vorliegende  specielle  Function,  worin 
^2  =  0,  ö'a  =  4  ist.  Darauf  wird  das  vollständige  System  de^ 
jenigen  Werthe  aufgestellt,  fftr  welche  die  Function 

unendlich,  und  für  welche  sie  null  wird.  Mit  Hfllfe  des  von 
Herrn  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  gegebenen  Satzes:  ,,U 
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p(ti}  eine  grade  Function,  die  nur  für  it  =  0  unendlich  gross 
rird  and  zwar  unendlich  gross  von  der  (it— 1)'«"  Ordnung,  so 
last  sich  q>{u)  als  ganze  rationale  Function  von  p(ti)  darstellen, 

eren  Grad  — ^ —  ist,**  wird  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  auf- 

dösenden  Gleichung  auf  — ^ —  reducirt.    Durch  den  Umstand 

mer,  dass  g>{^u)  ==  q>(u)  ist,  wo  e  eine  dritte  Einheitswurzel, 
ird  g>(u)  ftr  ii  =  6g  +  l  eine  ganze  rationale  Function  g**"  Gra- 
fl  von  pX^),  die  leicht  aufzufinden  ist.  Mit  Httlfe  der  Ent- 
ickelungen  von  p(u)  und  a{u)  werden  die  Coefficienten  der 
leichung  g**°  Grades  für  n  =  7,  13,  19  und  31  berechnet. 

M. 


.  W.  L.  Glaisher.     Tables  of  elliptic  functions. 

Messenger  (2)  II.  111-112. 

Bericht  über  die  Tafeln  der  elliptischen  Functionen,  welche 
on  der  Commission  der  „British  Association**  für  mathematische 
tafeln  unter  Leitung  der  Herren  J.  Glaisher  und  J.  W.  L.  Glaisher 
berechnet  sind.    Die  Formeln  sind: 

6  =  1— 2?cos2a?  +  2g*cos4a:  — 2g'cos&r  +  ---, 

n 

a    2Kx  1    „2Kx 


=  -j^  (2qi  sin  a; — 2gf  sin  3a5  -)-  2g  y  flin  5« . . .), 

^®  ?>  wie  gewöhnlich  e  ^  ist.  Die  Tafeln  werden  0,  ©^ 
^3)  @,  und  ihre  Logarithmen  auf  acht  Decimalstellen  geben  für 
*  =  1",  2^  ...  90^  h  =  sinl^  sin2^  . . .  sin 90".  Die  Tafeln  sind 
^^^  2wie(acher  Richtung  eingerichtet  und  werden  fttr  jedes  der 
^^00  Argumente  acht  tabellenförmige  Resultate;  im  Ganzen  also 
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64800  Resultate  enthalten.     Die  6  sind  folglich  die  ZftUer  und 

Nenner  der  elliptischen  Functionen,  zwischen  denen  die  Bela- 

tionen  bestehen: 

2Kx        ^     2Kx    .  ^  2Kx 
sin  am =  Q^ r  ^ 


cosam  =  0,  -f-  ©s,    Aam  =  0,-7-0. 

Gb.  (0). 

M.  Roberts.    Sur  la  rectification  des  lignes  de  courbue 

d'un  ellipSOlde.    Brioschi  Ann.  (2)  V.  17-20. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  3.  C. 


: 


C.  Jobdan.     Sur  las  oscillations  infiniment  petites  des 
systfemes  matöriels.   o.  R.  LXXIV.  1395-1399. 

Siehe  Abschn.  X.  Cap.  4.  A. 
E.  Catalan.     Note   sur  une  fonnule  de  M.  Botesu  de 

Jassy.   Bull,  de  Belg.  XXXIV.  424-428. 
Siehe  Abschn.  VI.  Cap.  4.  p.  137. 

J.  W.  Strütt.     Notes  on  BesseVs  functions.    Phil.  M4 

1872. 

Die  Bedeutung  dieser  Functionen  ist  allgemein  anerl 
Mit  ihrer  Hülfe  können  wichtige  Probleme  der  mathematisi 
Physik  gelöst  werden,  die  sich  auf  Wärme-  oder  Eleetri 
Leitung  beziehen,  oder  auf  den  Verlauf  einer  incompressildai' 
reibungslosen  Flüssigkeit,  welche  vorher  in  Euhe  gewesen  iflt; 
oder  auf  die  Vibrationen  eines  elastischen  Mediums,  wenn  die 
Natur  des  Problems  Bedingungen  erfordert,  die  auf  q[)hftrischeD 
oder  cylindrischen  Oberflächen  zu  erfüllen  sind.  Vorliegende 
Arbeit  enthält  mannigfache  Resultate,  über  welche  eine  Ueb«^ 
sieht  zu  geben  hier  zu  weit  ftlhren  würde.  Einige  Readtite 
sind  neu,  sowie  einige  Beweise  bekannter  Theoreme^  Hud  el 
sind  viele  Beispiele  als  Anwendung  auf  physikalisehe  Probtai» 
gegeb^.  Ceiy.  QL) 
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j.  ÖEöENBAüEB.    Zur  Theorie  der  Functionen  X^. 

Wien.  Ber.  LXVI.  55-62. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung 

^^        OT(m  +  2)...(m  +  2«  — 2)  r.  ,     ,v«+^l(n-Hn-i) 

^  = JI(m  +  2n-l) L^"^  -^^         J 

eich  o;  erhält  man  die  Reihe: 

[XT]'  =  (m  +  2ii-2)X^i  +  (fii+2n-6)Xr.3 

+  (m  +  2n-.10)X^6  +  -. 

arch  wiederholte  Differentiation  dieser  Formel  nach  x  ergiebt 
^h  schliesslich: 

^X,  (r~l)!m(m  +  2)...(m  +  2r-2)   * 
Cm  +  2«— 2it*)(m+2«  — 2iti— 2)...(m  +  2ii  — 2iti~2r+4). 

(,„4.2«--4iti-2r+4)-C-r-2^+2. 
3se  Formel  wird  nun  zur  Auswerthung  der  Integrale 


y  (i-o » icjc^t^d» 


nutzt.    Da 


,  SO  ergeben  sich  die  hier  gewonnenen  Formeln  als  Verallge- 
sinerungen  von  Sätzen  über  Eugelfunctionen  erster  Art,  die 
lion  A.  Winckler  1860  aufgestellt  hat.  M. 

Gegenbaüer.    Integralausdrücke  für  die  Function  F;;*. 

Wien.  Ber.  LXVI.  374-379. 

Durch  die  Substitution  2ir  =  f+|""*  gewinnt  der  Ver&sser 
8  der  Differentialgleichung 

'ei  particuläre  IntegralCi  welche  bis  auf  constante  Factoren  mit 
D  Fanotionen  Xn  und  Yn  Übereinstimmen.  Durch  Bestimmung 
»ser  Gonstanteo  ergiebt  sieb 
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„  _  w(»»+2)...(m+2«-2)  .„pfm  2n+»>-2   ^^ 

^~  2^00  *•   vy       '  2         '*   /' 

2'»^-«Z7(»,+n-l)   ,.,..^,    /».  2«+«+2    ..A 

^-  -  m(«+2)...(m+2n)  ^         ^-'«.g '"+"*'  2-      '^  > 

wo  F  die  hypergeometrische  Reihe  bezeichnet.   Aus  der  letzterei 

Gleichung  wird  für  F"  der  Integralausdruck 

abgeleitet,  aus  dem  sich  wiederum  mehrere  andere  durch  die 

o,  ,    .     .  u  —  1  X  COB  it  4- i/x^—i 

Substitution  z  =  ,  tt  =  cos«,  costt?  =  —         - 


i 

( 

\ 


«+1  rr  +  COSfl}/»^^ 

ergeben.  M. 

L.  Gegenbaüer.    Note  über  die  Functionen  -XJJ*  und  Y?. 

Wien.  Ber.  LXV.  373-377. 
Die  Functionen 


^ /Z(n  +  2m~l) L*^^  ""^^  J 

^^^    (-l>^-/7Cm  +  2n-l)    r  ^-^^1^--> 

^«         m(w  +  2)...Cm  +  2n-2)  L  J 

sind,  wie  H.  A116  gezeigt,  particuläre  Integrale  der  Differential- 
gleichung 

welche  für  w  =  1  die  bekannte  Differentialgleichung  der  Kugd- 
functionen  wird.  Herr  Gegenbauer  findet  mit  Hülfe  der  Solh 
stitution 

ein  drittes  particuläres  Integral  jener  linearen  Differentialgleichang 
zweiter  Ordnung,  und  stellt  die  lineare  Relation  auf,  welche 
zwischen  den  drei  particulären  Integralen  bestehen  muss.  Diese 
Gleichung  drückt,  in  anderer  Form  geschrieben,  zugleich  eine 
beraerkenswerthe  Relation  zwischen  den  Differentialquotientw 
der  Kugelfunctionen  erster  und  zweiter  Art  aus.  M. 
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.  Gegenbauer.     Note  über  die  BesseVschen  Functionen 

zweiter  Art.    Wien.  Ber.  LXV.  333-334. 

.  Gegenbauer.  Zur  Theorie  der  Besserschen  Functionen 

zweiter  Art.    Wien.  Ber.  LXVI.  220. 

.  Gegenbauer.  Entwickelung  nach  den  Functionen  Xl*"^K 

Wien.  Ber.  LXVI.  415-421. 

.  ScHLAEFLi.      Sopra   un  teorema  di  Jacobi  recato  a 
forma  piü  generale   ed  applicato  alla  funzione  cilin- 

drica.   Brioachi  Ann.  (2)  V.  199-205. 
Der  Verfasser  bringt  zunächst  das  Integral 

>  der  reelle  Tbeil  von  a  zwischen  — ^  und  1  liegt  unda?  reell 

rg, l 

d  >  1  ist,  durch  die  Substitutionen  i  =  x — (o;— 1)«,  =  y', 

=  cosÄ.iS'  auf  die  Form 

d  wendet  diese  Formel  zum  Beweise  der  Gleichung 

0 

eiche  er  in  einer  früheren  Arbeit  (Brioschi  Ann.  (2)  I.  241  siehe 
d.M.  L  p.  112)  nicht  direct  beweisen  konnte,  an.  Die  obige 
>rmel  steht  im  Zusammenbange  mit  einem  Theorem  von  Jacobi 
^ormola  transformationis  integralium  definitorum,  Grelle  J.  XV.), 
18  verallgemeinert  die  Form  hat: 

0  der  Weg  von  t  eine  von  1  ausgebende  Schlinge  um  cosä-iS* 
k,  die  den  Punkt  —1  ansschliesst.  Hiervon  wird  nun  Anweu- 
ing   gemacht  auf  die  Entwickelung  der  Cylinder-Functiouen 

Fortfobr.  d.  Matb.  IV.  1.  15 
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oder  der  Besserschen  Functionen.  Vergl.  die  frühere  Arbeit  des 
Verfassers:  Sülle  relazione  tra  diversi  integrali  definiti  che  gio- 
vano  ad  esprimere  la  soluzione  generale  della  equazione  di  Bic- 
cati,  Brioschi  Ann.  (2)  L  232—242,  F.  d.  M.  1. 112.  M. 

F.  G.  Mehler.  Ueber  die  Darstellung  einer  willkür- 
lichen Function  zweier  Variabein  durch  Cylinder- 
functionen.   Clebsch  Adu.  V.  135-140. 

Es  handelt  sich  um  den  Beweis  des  Neumann'schen  Satzes: 

zwischen  den  Grenzen  q)  =  0*'2;r,  r  =  0--oo,  n  =  O—oo,  wo 
J(^x)  die  Fourier-Bessersche  oder  Cylinderfunction  erster  Art  U 
(vergl.  C.  Neumann,  AUg.  Lösung  des  Prohlems  über  den  Station. 
Temperaturzustand  e.  hom.  Körpers  etc,  Halle  1862).  Der  Ver- 
fasser bemerkt  zunächst,  dass  jenes  dreifache  Integral  mit  der 
nach  Kugelfunctionen  fortschreitenden  Entwickelung: 


,=0        -        -^  -^ 


+  sin  &  sin  &^  cos  g>  —  ^pjif 
in  einem  ebenso  directen  Zusammenhang  steht  wie  die  Fouriei^- 
schen  Doppelintegrale  zu  den  Fourier'schen  Reihen.  ZumBe* 
weise  der  Neumann'schen  Formel  benutzt  Herr  Mehler  ein  The»*J 
rem  des  Herrn  P.  du  Bois-Reymond  (Borchardt  J.  LXIX.  78 
Clebsch  Ann.  IV.  365  siehe  F.  d.  M.  I.  p.  101,  HI.  p.  138)  * 
nächst  zur  Erledigung  eines  speci eilen  Falles,  und  schlieastarf 
die  Allgemeingültigkeit  desselben  mit  Hülfe  der  von  Dirichteti» 
dem  analogen  Falle  der  Kugelfunctionen  angewandten  geometri- 
schen Betrachtungsweise.  M. 

W.  Ermakoff.    Ueber  die  Cylinderfunctionen.    Clebsckitf« 

V.  639-640. 
Der  Verfasser  macht  flie  Bemerkung,  dass  das  oben  genan* 
dreifache  Integral  durch  eine  einfache  Transformation  des  Foörier^' 
sehen  Integrals 


4 
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—00 
+00 

rhalten  werden  kann.  M. 

.  G.  Mehler.  Notiz  über  die  Dirichlet'schen  Integral- 
ausdrücke für  die  Kugelfunction  P'*(cos«9')  und  über 
eine  analoge  Integralform  für  die  Cylinderfunction  J(x). 

Clebsch  Ann.  V.  141-144. 

Aus  den  beiden  von  Dirichlet  (Grelle  J.  XVII.  41)  für  /^(cost?-) 
egebenen  Integralformen  leitet  der  Verfasser  zwei  einfachere 
er,  deren  eine  für  sich  allein  schon  bei  der  Untersuchung  der 
ach  Kugelfunctionen  fortschreitenden  Reihe  die  Stelle  der  beiden 
OD  Dirichlet  angewandten  Ausdrücke  vertreten  kann.  Aus  ihnen 
rgiebt  sich  die  Gleichung 

^    Z*^  cosadx  _  2.  f^  sinarftt 

3ren  linke  Seite  durch  die  Substitution  a  =  ojcosA  die  Integral- 
rm  für  J(a?)  liefert.  Da  die  Begründung  des  Grenzüberganges 
Jim  zweiten  Integrale  sehr  umständlich  ist,  so  weist  der  Ver- 
Bser  noch  auf  andere  Art  die  für  J(x)  gewonnene  Integralform 
ich.  M. 

.  LiPSCHiTz.  Entwickelung  eines  Zusammenhanges 
zwischen  den  quadratischen  Formen  von  «Differen- 
tialen und  den  Aberschen  Transcendenten.    BorchardtJ. 

LXXIV.  150-171. 

Jacobi  hat  in  einer  Note:  „Von  der  geodätischen  Linie  auf 
nem  Ellipsoid  und  den  verschiedenen  Anwendungen  einer  merk- 
ürdigen  analytischen  Substitution",  Berl.  Monatsber.  1839  und 
relle  J.  XIX.  309,  sowie  ausführlicher  in  den  Vorlesungen  über 
Dynamik  (Vorl.  26  und  30),  das  Wesen  der  Transformation  durch 
ie  Substitution  der  verallgemeinerten  elliptischen  Coordinaten 
iseinandergesetzt.  Diese  Transformation  eröffnet  einen  Zusam- 
Anhang  zwischen   den  Formen,  welche  ein  Aggregat  der  Qua- 
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drate  von  n  Differentialen  sind,  und  den  Aberschen  Transcenden- 
ten.  Die  vorliegende  Arbeit,  in  der  dieser  Zusammenhang  dar- 
gelegt wird,  scbliesst  sich  unmittelbar  an  des  Verfassers :  „Unter- 
suchung eines  Problems  der  Variationsrechnung",  Borchardt  J. 
LXXIV.  116  —  149  (siehe  p.  180);  und  giebt  eine  Anwendung 
der  Methoden^  welche  der  Verfasser  in  dem  Aufsatze:  „Ent- 
wickelung  einiger  Eigenschaften  der  quadratischen  Formen  von 
n  Differentialen'',  Borchardt  J.  LXXI.  274  und  288,  dargelegt  hat 
(vergl.  F.  d.  M.  IL  130).  M. 
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Reine,  elementare  und  synthetische 
Geometrie. 

Capitel  1. 
Principien  der  Geometrie. 

F.  Klein.      Vergleichende   Betrachtungen    ober    neuere 

geometrische  Forschungen.  Programm  zum  Eintritt  in  die 
philosophische  Facultät  ond  den  Senat  der  Universität  zu  Erlangen. 
Erlangen.     A.  Deichert. 

In  dieser  Schrift  wird  eine  einheitliche  Auffassung  der  neue- 
ren geometi'ischen  Methoden  auseinandergesetzt,  zu  der  die  Ar- 
beiten des  Herrn  Verfassers  und  des  Herrn  Lie  geführt  haben. 
Die  Geometrie  ist  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen  Problemes: 
L  ^Es  ist  eine  Mannigfaltigkeit  und  in  derselben  eine  Transforma- 
tions-Gruppe gegeben;  man  soll  die  der  Mannigfaltigkeit  an- 
gehörigen  Gebilde  hinsichtlich  solcher  Eigenschaften  untersuchen, 
die  durch  die  Transformationen  der  Gruppe  nicht  geändert  wer- 
den.'* Besteht  diese  Gruppe  aus  allen  linearen  Transformationen, 
80  fällt  die  Aufgabe  zusammen  mit  der  Entwickelung  der  auf 
4ie  Mannigfaltigkeit  bezüglichen  Invariantentheorie  in  dem  be- 
sonderen Sinne  des  Wortes.  Dieser  specielle  Fall  erläutert  zu- 
gleicb  den  Begriff  der  Gruppe  von  Transformationen :  dieselben 

fortiohr.  d.  Math,  IV,  2.  lg 
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müssen  die  Eigenschaft  haben,  dass  jede  Aenderung,  die  aus  den 
ihr  angehörigen  durch  Zusammensetzung  hervorgeht,   ihr  selbst 
wieder  angehört.  Betrachtet  man  nun  in  der  gegebenen  Manmg- 
faltigkeit  ein  Gebilde  als  fest,    so  kann  die  allgemeine  Aufgabe 
in  zweifacher  Weise  aufgefasst  werden:  Man  kann  entweder  döf 
Mannigfaltigkeit  dieses  Gebilde   adjungiren  und   auf  das  so  er- 
weiterte System  die  Transformations-Grüppe  anwenden;  odermaa 
lasse  das  System  unerweitert,  beschränke  aber  die  Transfoni» 
tionen  auf  jene  in  der  Gruppe  enthaltenen,  welche  das  gegebene 
Gebilde  ungeändert  lassen.     Daraus  folgt  unmittelbar  der  Sati^ 
„Ersetzt  man  die  Gruppe  durch  eine  umfassendere,  so  erscheinei 
di^  früheren  unveränderlichen  Eigenschaften  der  Mannigfaltigköl 
als  eben  solche  des  Systemes^   welches  aus  dem  ursprünglicheii 
hervorgeht  durch  Adjunction  eines  ausgezeichneten  Gebildes,  das 
dadurch  definirt  ist,  dass  es,  als  fest  gedacht,  der  Mannigfaltif- 
keit  unter  der  Gesammtheit  der  Transformationen  nur  noch  die 
der  ursprünglichen  Gruppe  gestattet." 

Auf  diesem  Satze  beruht  das  Wesen  der  neueren  Methoden 
und  ihr  Verhältniss  zur  elementaren.  Sie  sind  eben  dadurek 
charakterisirt,  dass  sie  an  Stelle  der  Haupt- Gruppe  d.  i.  der 
Gesammtheit  derjenigen  Transformationen,  welche  im  gewßl»' 
liehen  Sinne  die  gegebene  Mannigfaltigkeit  als  geometrisches  öfr 
bilde  unverändert  lassen,  eine  erweiterte  Gruppe  von  räumlichi 
Umformungen  in  Betracht  ziehen.  So  ist  in  der  projectivisctej 
Geometrie  die  Gruppe  aller  projectivischen  und  reciproken 
formungen  zu  Grunde  gelegt;  Fundaraental-Gebilde  ist  der* 
endlich  ferne  Kugelkreis.  Unter  demselben  Gesichtspunkte  g^ 
über  der  elementaren  Geometrie  erscheint  die  Geometrie  der  reet 
proken  Radien,  in  der  als  Fundamental-Gebilde  das  ünendlid»' 
ferne  zu  betrachten  ist,  aufgefasst  als  einzelner  Punkt.  Ein  weiterei 
Beispiel  bietet  Lie's  Kugelgeometrie  dar.  Ferner  gehören  hiöf* 
her  die  Geometrie  der  rationalen  Umformungen  in  Ebene  ^ 
Raum;  die  Analysis  situs,  in  der  die  Umformungen  aus  unend- 
lich kleinen  Verzerrungen  bestehen;  endlich  die  allgemaiiei 
Punkttransformationen,  angewandt  auf  die  homogenen  Differeotitl- 
Ausdrücke  und  die  partiellen  Differentialgleichungen.    Bei  Dis- 
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Bsion   der   letzteren   tritt  ausserdem   die    noch    umfassendere 
*uppe  der  Bertthrungstransformationen  auf. 

Im  Vorstehenden  ist  versucht,  im  grossen  Ganzen  den  Oang 
ir  an  allgemeinen  Gedanken  und  umfassenden  Gesichtspunkten 
ichen  Schrift  anzugeben.  Von  diesen  möge  hier  nur  der  Satz 
wähnt  sein :  ^Die  Theorie  der  binären  Formen  complexer  Ver- 
derlichen  findet  ihre  Darstellung  in  der  projectivischen  G^ome- 
e  der  reellen  Kugelfläche."  St. 

ü.  Becker.     Ueber  die  neuesten  Untersuchungen  in 
Betreff  unserer  Anschauungen  vom  Räume.    Schlömiich  z. 

XVII.  314-332. 
Siehe  Abschn.  I.  Cap.  2.  p.  32. 

ICTOR  Schlegel.      System    der  Raumlehre   nach  den 
Principien  von  Grassmann's  Ausdehnungslehre.   Leipzig. 

Teubner.    8. 

Wenn  Grassmann's  fundamentale  Arbeiten  bis  auf  die  neueste 
Sit  ziemlich  unbeachtet  waren  und  man  jetzt  erst  eigentlich  be- 
iimt,  auf  dieselben  aufmerksam  zu  werden  und  die  mannig- 
töhen  tiefen  Gedanken  zu  erfassen,  die  er  in  denselben  nieder- 
B|te,  so  ist  das  zum  Theil  in  der  ausserordentlich  abstracten, 
Ilgemeinen  und  eigenartigen  Form  begründet,  welche  Grassmann 
ir  seine  Darstellung  gewählt  hat,  und  die  das  Yerständniss  der- 
Iben  für  Jeden,  der  nicht  von  Vornherein  mit  der  Absicht  des 
utors  bekannt  ist,  ausserordentlich  erschwert.  Um  so  nützlicher 
heint  ein  Versuch,  wie  ihn  das  vorliegende  Werk  bringt,  dem 
iblikum  die  Grundvorstellungen  Grassmann's  in  leichterer  Form 
gänglich  zu  machen.  Der  Verfasser  sucht  dies  zu  erreichen, 
dem  er,  den  abstracten  Standpunkt  Grassmann's  verlassend, 
n  den  einfachsten  Fällen  ausgeht  und  geradezu  nur  Mannig- 
Itigkeiten  von  einer  und  von  zwei  Dimensionen  betrachtet,  die 
•  Gegenbild  in  der  Geometrie  der  Geraden  (resp.  des  Punktes) 
d  der  Ebene  finden.  Er  entwickelt  also  im  Wesentlichen  und 
ar   der  Reihe  nach  für  Grössen  erster,   zweiter,   dritter  Stufe 

16* 
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d.  h.-  Punkt  resp.  Strecke  (die  den  unendlich  fernen  Punkt  ver- 
tritt),  Linien-  und  Ebenen-Theil  die  Gesetze  der  algebraischen 
Verknüpfung  im  Grassmann'schen  Sinne,  die  Addition,  die  äussere 
und  innere  Multiplication.   Die  Darstellung  lehnt  sich  im  Ganzen 
an  die  von  Grassmann  in  der  zweiten  Auflage  seiner  Ausdehnungs- 
lehre  befolgte  an;  jedoch  wird  durch  die  strenge  Sonderung  der 
verschiedenen  Gebiete  die  Einfuhrung   in   die   symbolische  Be- 
zeichnungsweise und  die  Verknüpfung  der  geometrischen  Vor- 
stellung mit  ihr  erleichtert.    Andererseits  sind  dadurch  freilick 
manche  Wiederholungen  bedingt,  indem  fttr  jedes  Gebiet  die 
früheren  analogen  Betrachtungen  mit  derselben  Ausführlichkeit 
durchgeführt  werden.    Es  hängt  das  wohl  mit  der  Absicht  des 
Verfassers  zusammen,  sich  mit  seinem  Buche  auch  an  das  päda- 
gogische Publikum  wenden  zu  wollen.   Mag  man  über  die  Zweek- 
mässigkeit  einer  Einführung  grade  der  Grassmann'schen  Ideen 
in  den  Unterricht  denken,  wie  man  will,  das  Buch  ist  durch  to 
doppelten  Zweck  weniger  übersichtlich  geworden,    als  es  soitft 
hätte  der  Fall  sein  können.    Der  Verfasser  unternimmt  es  nio- 
lieh,  die  meisten  Lehrsätze  der  elementaren  Planimetrie,  wie* 
gewöhnlich  vorgetragen  werden,  mit  Hülfe  der  Grassmannlsckei 
Methoden  zu  entwickeln.    So  interessant  es  ist,  diese  bekannten  B 
Beziehungen  aus  allgemeineren  Gesetzen  entstehen  zu  sehen,  wie 
z.  B.  den  Pythagoreischen  Lehrsatz  aus  Betrachtungen  über  die 
Differenz  zweier  Linientheile ,    so   wird   dabei  doch   häufig  A 
Formelrechnen   nöthig,   das   dem   in   der  Vorrede   bezeichneil 
Zwecke  der  Ausdehnungslehre,    ein  Zusammengehen  der  riint- 
lichen  Anschauung  und  der  Rechnung  zu  vermitteln,   kaum  erf- 
sprechen  dürfte.    Es  tritt  dies  besonders  ein,  wo  Winkelgröflsen  1 
in's  Spiel  kommen ;  schon  die  Art,  wie  dieselben  definirt  werdeO)  ] 
nämlich  als  Product  einer  Geraden  in  eine  Potenz  der  imaginären 
Einheit,  zeigt,  dass  diese  Entwickelungen  das  Gebiet  der  linealen 
Ausdehnungslehre  verlassen,  wie  sie  denn  auch  in  Gras8mann*8 
eigenem  Werke  nicht  ausgeführt  sind.     An  diese  Einführung  der 
Winkel  sind  dann  die  Sätze  über  die  Winkel  im  Dreiecke^  über 
Centriwinkel  und  Peripheriewinkel  geknüpft.     Während  hierbei 
die  Drehung   der  Geraden  um  einen  ihrer  Punkte  benutxt  wird, 
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intsteben  die  Sätze  über  Flächeninhalt  durch  beliebige  Bewegung 
liner  auf  einer  Geraden  gelegenen  Strecke.   Indem  der  Verfasser 
odann  von  festen  in  der  Ebene  gegebenen  Strecken  ausgeht, 
Iso  insbesondere  von  den  drei  Verbindungsgeraden  dreier  fester 
^onkte,  kommt  er  zu  den  Grassmann'schen  Coordinaten,  welche 
en  homogenen   Dreiecks  •  Coordinaten   der   neueren   Geometrie 
enau  entsprechen.   An  sie  schliesst  sich  die  eingehende  Betrach- 
mg  der  Dreiecke  naturgemäss  an,   wobei  denn  alle  jene  be- 
annten  Sätze  über  Transversalen,  harmonische  Punkte,  Aehn- 
chkeit  u.  s.  w.    mit   grosser  Ausführlichkeit   gegeben   werden. 
'en  Schwerpunkt  dieser  ganzen  Darstellung  bildet  stets  die  Ver- 
iitipfung  mit  der  formalen  Algebra;   die  Erzeugung  der  alge- 
raischen  Gurven  findet  (wie  übrigens  in  Grassmann's  Ausdeh- 
angslehre  selbst,  nicht  in  dessen  sonstigen  Publicationen)  nur 
ine  untergeordnete  Stelle,   was  wohl   durch    den   elementaren 
brakter  des  ganzen  Buches  begründet  ist.   Wirklich  aufgestellt 
ird  nur  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  (der  auf  p.  108  au- 
fführte Satz  über  den  einen  Kegelschnitt  rechtwinklig  schnei- 
mden  Kreis  enthält  wohl  einen  Irrthum),    während  die  Ueber- 
hrung  Grassmann'scher  planimetrischer  Producte  in  Gleichungen 
\i  gewöhnlichen   Coordinaten    ausführlich    durchgeführt   wird, 
idererseits  wird  die  Bildung  regressiver  Producte  benutzt ,  um 
Q  Inhalt  der  sogenannten  rechnenden  Geometrie  und  der  Tri- 
Dometrie  abzuleiten.    Hier  nun,  wie  in  dem  schon  erwähnten 
schnitte  über  Winkelrelationen  entwickelt  der  Verfasser  einen 
rmalismus,  der  wesentlich  mit  demjenigen  stimmt^  der  aus  der 
erpretation  von  X'\-iy  in  der  Ebene  hervorgeht  (EquipoUenzen- 
Icul).    So  fruchtbar  diese  Methode  ist,   so  wenig  scheint  sie 
diejenigen  Gesichtspunkte,    welche  Grassmann  wenigstens  in 
aer  linealen  Ausdehnungslehre  verfolgt,   zu  passen.    Freilich 
3t  sich  mit  ihr  die  Lehre  von  den  metrischen  Eigenschaften 
5h  nicht  unmittelbar  verbinden.    Denn  hierzu  bedarf  sie  einer 
^änzung,  der  Einführung  imaginärer  Elemente,  und  diese  wird 
der   von  Schlegel   noch  eigentlich    von   Grassmann   berührt, 
berhaupt  werden  die  eigejitlichen  Grundgedanken  der  projecti- 
jhen  Anschauung  nur  wenig  entwickelt;  erst  im  Schlüsse  wird 
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der  Lehre  von  den  Doppelverbältnissen  etc.  und  deren  Polartheorie 
gedacht^  während  z.  B.  das  Princip  der  Dualität  nirgends  deut- 
lich hervortritt» 

Vielleicht  wäre  es  wichtiger  gewesen,  statt  Grassmann'g 
Ideengang  eben  als  solchen,  nur  in  elementarer  Form,  daran* 
stellen,  ihn  im  Zusammenhange  und  Vergleiche  mit  dem,  was 
die  Wissenschaft  unabhängig  von  Grassmann  in  ähnlicher  Sich- 
tung späterhin  geleistet  hat,  aufzufassen.  Soweit  sie  in  dem 
vorliegenden  Buche  in  Betracht  kommen,  sind  der  Hauptverdienste 
von  Grassmann  wohl  wesentlich  drei.  Ihm  verdankt  einmal  die 
formale  Algebra  eine  ungeahnte  Vertiefung,  indem  er  das  Wesen 
der  Additions-  und  Multiplications-Operationen  in  sehr,  viel  all- 
gemeinerer Weise  erfassen  lehrte,  als  das  vor  ihm  geschehe 
war,  und  in  dieser  Beziehung  stellt  sich  Grassmann  neben  die 
englischen  Forscher,  wie  etwa  Hamilton.  Bei  ihm  ist  ferner  die 
Lehre  von  den  mehrfach  ausgedehnten'  Mannigfaltigkeiten,  ab 
deren  specieller  Fall  die  Baumlehre  erscheint,  insbesondere  die 
Lehre  von  den  linealen  (projectivischen)  Mannigfaltigkeiten  wohl 
zum  ersten  Male  entwickelt.  Er  hat  endlich  durch  seine  Erzeu- 
gungsweise  aller  algebraischen  Gebilde  vermöge  linealer  Mechir 
nismen  ein  neues  weit  aussehendes  Feld  der  Untersuchung  ge- 
öffnet. 

Aber  ftir  zufällige  (obgleich  an  sich  sehr  interessante)  Fom 
müssen  wir  es  halten,  wenn  Grassmann  die  (linealen)  Verknüpfung!' 
weisen  der  Elemente  einer  Mannigfaltigkeit  mit  den  formal-alg|^ 
braischen  Ueberlegungen  in  Beziehung  setzt.  Er  behandelt  all 
diese  Weise,  allerdings  in  sehr  geschickter  Art,  Probleme,  weldiA 
die  neuere  Algebra  ihrerseits  durch  Determinanten-  und  Polarea- 
Bildung  beherrscht.  Dabei  mag  gern  hervorgehoben  werdeH) 
dass  das  sog.  gemischte  Product  Grassmann's,  das  in  seinen 
Satze  von  der  Erzeugung  algebraischer  Gebilde  eine  fbndamenUte 
KoUe  spielt,  von  der  neueren  Algebra  seither  noch  nicht  in  all- 
gemeinem Sinne  untersucht  wurde.  Die  beiden  Darstellungsweiflea 
sind  im  Grunde  kaum  verschieden  und  die  Formeln,  in  denen 
beide  ihren  Ausdruck  finden,  häufig  g^eradezu  auch  dem  Aeusseren 
nach  identisch.   Wir  möchten  feiner  Grassmann's  Lehre  von  den 
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lebrfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  auf  dem  heutigen  Stand- 
unkte  nur  als  einen  Anfang  bezeichnen.  Denn  Grassmann's 
[annigfaltigkeit  ist  nur  die  durch  Vermehrung  der  Dimensionen 
rzielte  directe  Verallgemeinerung  des  gewöhnlichen  Raumes  mit 
einen  Eigenschaften  der  Lage  und  des  Maasses,  während  z.  B. 
tiemann's  Untersuchungen  eine  viel  allgemeinere  Eichtung  ein- 
öhlagen  und  neuere  Arbeiten  auch  diese  wieder  nach  verschie- 
enen  Seiten  hin  wesentlich  erweitert  haben. 

Wenn  man,  wie  der  Verfasser,  Grassmann's  Ideen  abgelöst 
)n  solchen  Vergleichungen  vorträgt,  so  wird,  nach  Meinung  des 
eferenten,  der  Leser  eher  abgestossen  als  angezogen;  ihm  wird 
igemuthet,  Grassmann's  Methoden  als  die  absolut  vortrefflichen 
1  betrachten,  und  eine  solche  Zumuthung  fordert  immer  etwas 
nwahrscheinliches.  Kln. 

i.  Grassmann.     Die  Formenlehre  oder  Mathematik. 

Stettin.   Grassmann. 

Der  Verfasser  dieses  Werkes,  Bruder  des  Begründers  der 
Lugdehnungslehre,  geht  von  der  Meinung  aus,  dass  alle  bisherigen 
hretellungen  der  Mathematik,  welche  die  Logik  voraussetzen, 
»hne  sie  abzuleiten,  die  Schwierigkeiten  des  ersten  Anfangs  durch 
Redensarten  und  snit  Hilfe  von  Trugschlüssen  zu  überwinden 
8«Aen,  und  erst  weiterhin  in  einen  streng  wissenschaftlichen 
ff^  einmünden.  Das  vorliegende  Werk  unternimmt  es  nun,  die 
Jlif  Anfangszweige  der  Mathematik  im  weitesten  Sinne  des  Wortes 
streng  wissenschaftlich  abzuleiten.  Versteht  man  mit  dem  Ver- 
asser  unter  „Kntipfung"  zweier  Grössen  jede  dem  Geiste  des 
Menschen  mögliche  Zusammenstellung  dieser  Grössen,  wenn  sie 
'ür  einen,  und  nicht  mehrere  Werthe  hat,  unter  „Stifte"  (Elemente) 
lie  Grössen,  welche  verknüpft  werden  sollen,  ohne  selbst  durch 
kntipfung  von  Grössen  entstanden  zu  sein,  und  ist  O  das  Zeichen 
er  Knüpfung,  e  das  Zeichen  eines  Elementes,  so  ergeben  sich 
Brch  die  Gegensätze  der  Knüpfung  im  „Fügen"  (Addiren)  und 
ir  Knüpfung  im  „Weben"  (Multipliciren),  der  Innern  KnUpfung, 
)  e  O  e  =  ß  und  der  äussern  Knüpfung,  wo  e  O  e'^e,  die  vier 
sonderen  Zweige  der  Formenlehre,  als  deren  Stamm  die  Grössen* 
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lehre  anzusehen  ist.  Diese  vier  Zweige  sind:  1)  die  „Begriffs- 
lehre"  oder  Logik,  wo  e  +  e  =  e  und  exe  =  e  gelten  (Begriffe, 
Urtheile,  Schlüsse),  2)  die  „Bindelehre"  oder  CombinationBlehre, 
wo  e  +  ß  =  ß  ui^3  e-e'^e  gelten  ( Combinationen  im  weitesten 
Sinne,  binomischer  Lehrsatz),  3)  die  „Zahlenlehre"  oder  Arith- 
metik, wo  e  +  e ^  e  und  e-e  =  e  gelten  (die  7  Grundoperationa, 
Reihen,  Gleichungen  ersten  Grades),  4)  die  ^Aussenlehre^  oder 
Ausdehnungslehre,  wo  e  -\-  e^e  und  e-e'i^e  gelten  (die  Gruut 
ztlge  der  von  Hermann  Grassmann  1844  begründeten  Lebe, 
„die  Ausdehnungslehre"  von  H.  Grassmann  1862). 

Jedem  der  fünf  Theile  des  Werkes  sind  historische  EinW-l 
tungen  vorangeschickt.  Fremdwörter  sind  aus  der  Darstelh 
ganz  verbannt.  Daher  sind  nicht  bloss  neue  termini  für  die  nei^ 
eingeführten  Begriffe  geschaffen,  sondern  auch  für  die  mei 
der  Begriffe^  welche  mit  längst  bekannten  zusammenfallen.  Dil 
Wahl  jedes  terminus  soll  durch  eine  Anmerkung,  welche  Ä 
Angabe  der  Stammwörter  enthält,  gerechtfertigt  erscheinen.  D« 
Werk  macht  keinen  Anspruch  darauf,  der  Wissenschaft  neM 
Resultate  hinzuzufügen,  wohl  aber,  das  Fundament  derselheo  n 
befestigen.  Seht 

F.  Müller.     Oijfener  Brief  an  den  Herausgeber. 

Hoffmann  Z.  III.  370-375. 
Derselbe  enthält  eiiie  nach  Ansicht  des  Verfassers  volW 
dige  Aufstellung  der  für  die  Geometrie  noth wendigen  Postu» 
und  Axiome.    Der  ersteren  sind  6,  der  letzteren  24.         H. 

J.  KoBER,  J.  0.  V.  Hoffmann,  F.  Reidt,  J.  C.  Beckbb. 
lieber  „Eintheilungen"   in   der   Geometrie,   ein  Prin- 

cipienstreit.    Hoffmann  Z.  III.  347-365. 

Kober  stellt  den  Satz  auf:  Negative  Merkmale  (Negirungen 
der  Specialität)  können  an  dich  keinen  logischen  Eintheilungfl- 
grund  abgeben.  Wir  können  danach  benennen,  aber  nicht  eoor- 
diniren.  Den  schlagendsten  Beweis,  über  den  er  noch  viel  äu 
eilig  hinweg  geht,  führt  er  wenigstens  an:  diejenigen  Lehrbücher, 
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eiche  Quadrat  und  Rechteck  coordinirt  aufstellen,  ignoriren  in 
3n  Sätzen  und  Beweisen  ihre  eignen  Bestimmungen,  denn  sie  be- 
achten fttr's  Quadrat  als  gültig,  was  fttr's  Rechteck  bewiesen  ist. 

Hoffmann's  Entgegnung  geht  einestheils  an  der  Sache  vorbei ; 
r  vertheidigt  das  Recht  der  Benennung,  das  Kober  gar  nicht 
igefochten  hat,  und  führt  doch  stets  das  Recht  der  Eintheilung 
ifhr  ein,  für  welches  er  wegen  der  bequemen  Anwendung  zu 
nemotechnischem  Zweck  besonders  eingenommen  ist;  andern- 
eils  sieht  er,  mit  Verkennung  der  logischen  Forderung,  den 
sus  als  unabänderlich  an  und  schreibt  der  Autorität  Vorrecht 
i,  obwohl  die  angeführte  —  nach  Baltzer  ist  dm  Quadrat  ein 
wjhtwinkltger  Rhombus  —  grade  für  Kober  spricht. 

Reidt  missversteht  den  Ausdruck  „negative  Merkmale",  der 
Berdings  doppelsinnig  ist,  aber  nicht,  wie  er  meint,  bei  variiren- 
«r  Anwendung  in  sein  Gegentheil  übergeht.  Die  krumme  Linie, 
Se  divergenten  Linien,  haben  je  ein  Kennzeichen  (Parameter) 
on  „mathematisch"  positivem  Werth,  der  bei  der  Geraden,  den 
Parallelen  null,  nicht  negativ  wird.  Letztere  haben  eine  „logisch" 
'Ositive  Bestimmung,  die  bei  der  Abweichung  negirt  wird.  Die 
►ehauptung  Kober's  richtig  verstanden,  d.  h.  im  letzteren,  ge- 
wöhnlichen Sinne,  wird  durch  den  Einwand  nicht  geschwächt. 

Wesentlich  gefördert  wird  der  Streit  durch  Becker's  Auf- 
teilung: Die  Eintheilung  hat  erst  Bedeutung,  wenn  sie  durch 
ie  Succession  der  Sätze  gefordert  wird,  und  muss  sich  nach 
't  Deductionsmethode  richten.  Es  hätte  wohl  nur  einer  voll- 
indigen  Durchführung  dieses  Gesichtspunkts  bedurft,  um  die 
igeregten  Fragen  zur  unbestrittenen  Erledigung  zu  bringen. 

H. 

C.  V,  Hoffmann,     Studien  über  geometrische  Grund- 
begriffe. Hoflfmann  Z.  HL  443-452,  523-534. 

Kober.     Ueber  den  Begriff  der  Richtung.    Hoflfmann  z. 

III.  535-537. 

Der  zur  Zeit  erschienene  Theil  des  ersteren  Aufsatzes  han- 
t  vom  Begriff  der  Richtung.    Hoffmann  zeigt  zuerst,  wie  sich 
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die  Autoren  einer  Reihe  aufgeführter  Lehrbücher  und  philoso- 
phisch methodischer  Schriften  dazu  verhalten.  Der  Begriff  bleibt 
in  den  Lehrbüchern  so  gut  wie  unerklärt,  wird  aber  meistens 
zur  Definition  der  Geraden  und  Krummen  angewandt.  Fresenias 
(die  psychologischen  Grundlagen  der  Raumwissenschaft  F.  d«  M. 
I.  p.  17)  findet  den  Ursprung  in  der  Vorstellung  des  Ziels,  gelsogt 
jedoch  zu  keiner  wirklichen  Begriffsbestimmung.  Mauritius  (Pro* 
gramm  siehe  F.  d.  M.  II.  p.  30)  spricht  der  einzelnen  Geraden  du 
Merkmal  der  Richtung  ab;  erst  der  zweiten  Geraden  könne« 
relativ  zukommen.  (Hiernach  würde  aber  auch  der  Punkt  keiM) 
Lage  im  Raum,  haben.  Die  Relativität  hebt  die  Gültigkeit  daf 
Begriffs  nicht  auf).  Uoffmann  vertheidigt  die  mathematisch 
acte  Gültigkeit  des  Richtungsbegriffs ,  geht  ausflihrlich  auf  seine 
Elemente  ein  und  zeigt,  was  dabei  in's  Spiel  kommt  Dav^ 
jedoch  überall  die  sich  gegenseitig  bedingenden  Begriffe  als 
tige  voraussetzt,  so  bleibt  seine  Discussion  bei  Eintheilung  nii 
Benennung  stehen,  ohne  eine  bündige  Bestimmung  zu  erreicb«i< 
Er,  wie  alle  jene  Autoren,  bei  denen  wiederholt  die  Aeussening 
auftritt,  Richtung  und  Gerade  Hessen  sich  nur  eins  durch's  ändert 
bestimmen,  lassen  ausser  Acht,  dass  die  Gerade  ohne  Hülfe  der 
Richtungsbegriffs  als  Rotationsaxe  erklärt  werden  kann. 

Kober  spricht  nur  vom  Wortgebrauch,  rügt  den  Missbrao^ 
„gleiche  Richtung ""  statt  „Richtung  auf  gleiches  Ziel*%  und  dit 
man  diesem  zu  Liebe  Stellung  statt  Richtung  sage.  Letsteief 
ist  nicht  zutreffend;  das  Wort  „Stellung'^  soll  vielmehr  fähig  seil 
für  solche  Objecto  zu  passen,  wo  Richtung  nicht  verständlkl 
sein  würde.  H. 

V.  Schlegel.     Zum  Streit  über  die  unendlich  entfernten 

Gebilde.     Hoffmann  Z.  m.  155-158. 

J.  C.  Becker.  Noch  einige  Bemerkungen  über  die  un- 
endlich fernen  Gebilde.    Hoflfmann  z.  in.  158-159. 

J.  C.  V.  Hoffmann.  Der  unendlich  ferne  Punkt  i» 
Steiner's  systematischer  Entwickelung  der  Abhängig- 
keit geometrischer  Gestalten.  (Berlin  1832.  L  Theil.) 
Hoflfmann  Z.  HI.  160-162. 
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KoBER.     Ueber  das  Unendliche  und  die  neuere  Geo- 
metrie.   HofiflmaDD  Z.  lU.  249-264. 

ERLANG.     Einige  Bemerkungen  tfber  die  Begriflfe  eben, 
gerade,  parallel  als  GrenzbegrifFe.    Hoffmann  z.  iii.  265-267. 

Schlegel  zeigt,  dass  für  Grassmann's  Ausdehnungslehre  der 
lendlich  entfernte  Punkt  kein  Bedürfniss  sei.  Dasselbe  gelte 
ich  von  der  synthetischen  Geometrie,  wo  er  nur  zur  Bequem- 
ibkeit  des  Ausdrucks  ohne  sachliche  Wirkung  aufgenommen 
i.  In  der  Analysis  will  er  das  Zeichen  co  nur  als  Ausdruck 
n  Unmöglichkeit  der  Lösung  gelten  lassen,  eine  Bemerkung, 
le  wohl  überall  eher  zutrifft  als  in  der  Analysis. 

Becker  nennt  das  Bedürfniss  des  unendlich  fernen  Punkts 
abestreitbar,  was  er  Sturm  einräumt,  womit  er  jedoch  zugleich 
hm  Nachweis  die  Ausflihrungen  Schlegel's  umwirft.  Nur  müsse 
PBelbe  als  Function  aufgestellt  werden,  was  Sturm  indirect  zu- 
eslanden  habe. 

Nach  den  eigenen  Worten  Steiner's,  welche  Hoflfmann  citirt, 
It  der  unendlich  ferne  Punkt  ein  Name,  berechtigt  insofern  zu 
jeinen  aus  dem  Punktbegriflf  hervorgehenden  Schlüssen.  Sie 
tigen  positiv  und  so  deutlich,  als  man  es  nur  wünschen  kann, 
Im  Steiner  au  den  Aufstellungen,  welche  Sturm  als  nothwendig 
^  die  synthetische  Geometrie  aufgestellt  hatte  (vergl.  F.  d.  M. 
|L  226),  keinen  Theil  hat. 

Der  erste  und  zweite  Abschnitt  der  Schrift  von  Kober,  über 
3oppe's  Aufsatz  III.  p.  11  und  über  Sturm's  Aufsatz  II.  p.  391, 
•^eten  keinen  Anlass  zur  Besprechung:  der  Verfasser  hält  dem 
steteren  nur  oft  gesagte  Wahrheiten  vor.  Im  dritten  Abschnitt 
das  Unendliche  und  die  neuere  Geometrie  in  der  Schule"  be- 
>öt  er,  dass  vor  der  Anwendung  des  Unendlichen  im  Sinne  der 
öUeren  Geometrie  der  Begriflf  des  Unendlichen  erst  in  allen 
illen  seines  Vorkommens,  die  er  einzeln  durchgeht,  reichlich 
läutert  werden  müsse.  Der  Hauptpunkt  bleibt  leider  unberührt, 
i8s  der  Schüler  auch  den  exacten  Schluss  aus  der  unendlich 
einen  DiflTerenz  lerne,  da  er  ohnedies  entweder  keinen  oder 
Ischen  Gebrauch  vom  Begriflfe  machen  wird.    Das  von  Kober 
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Empfohlene  ist  z.  B.  im  Lehrbuch  von  A.  F.  G.  Th.  Gauf», 
freilich  noch  zu  sparsam,  in  Ausführung  gebracht;  dennoch  ftllt 
dasselbe  beim  Beweisen  in  den  alten  Fehler  zurück:  es  zdgl 
tiberfltissigerweise  das  Enthaltensein  zwischen  2  Grenzen,  und  li 
den  zur  Evideoz  nothwendigen  Schluss  weg.  Wir  haben  dabu' 
allen  Grund,  auf  diesen  Punkt  Gewicht  zu  legen. 

Zerlang  sagt:  Treffen  im  Unendlichen  ist  nichts  weitergab 
nicht  treffen  im  Endlichen.     Die  neue  Bestimmung  ist  so  weoi 
positiv  als  die  alte.    Er  empfiehlt  die  Abweichung  vom  GeMkj 
stets  als  den  positiven  Begriff  aufzufassen,  da  dessen  Merl 
stets  in  die  Augen  fallen;    das  Gesetz   ergiebt   sich   dann 
Grenzfall,   parallel  zwischen  convergent  und  divergent,  gei 
und  eben  zwischen  concav  und  convex  u.  s.  w.  H 

J.  Frischauf.     Absolute  Geometrie  nach  Johann  Boljfi^ 

Leipzig.    Teubner. 

Eine  Bearbeitung  der  Grundzüge  der  Bolyai'schen  G^omebil 
nach  dem  Appendix  des  Johann  Bolyai  zu  dem  Werke  m 
Wolfgang  Bolyai:  „Tentamen  juventutem  studiosam  in  elemwli 
matheseos  purae,  elementaris  ac  sublimioris,  methodo  intaiM 
evidentique  huic  proprio,  introducenti."  Angefügt  ist  ein  Anittflf 
über  die  Voraussetzungen  der  Geometrie  nach  Wolfgang  Bolyi 

0. 

A.  Transon.     De  Tinfini  ou  metaphysique  et  gdometiii| 
ä   Toccasion   d'une  pseudo-g^ometrie.  Jßvreux  1871. 

Herissey. 

Siehe  F.  d.  M.  III.  p.  13. 

Definirt  man  den  Winkel  als  Theil  der  unbegrenzten  Eben»! 
zwischen  seinen  Schenkeln,  so  bilden  die  Summe  zweier  Dreieck«- 1 
Winkel  mit  dem  Scheitelwinkel  des  dritten  zusammen  einen  go-i 
streckten  Winkel  plus  dem  Dreieck^  welches  gegen  die  unendliekj 
Grösse  verschwindet.  Dies  ist  der  citirte  Arnauld'sche  Beweil  1 
ftlr  den  Parallellensatz,  dessen  Bündigkeit  Transon  vertheidigt.  8r| 
verschweigt  nicht  den  Einwand,  dass  der  Winkel  durch  je&e| 
Bestimmung  nicht  als  Grösse  definirt  sei,   deshalb   nicht  Objeet] 


Oflpitel  1.    Principien  der  Geometrie.  241 

r  Gleichsetzung  sein  könne,  führt  sogar  selbst  einige  Wider- 
rflche  auf,  welche  sich  aus  einer  solchen  Unterstellung  ergeben, 
3int  aber,  diese  Widersprüche  rührten  nur  von  der  Verwechse- 
Dg  des  absoluten  und  variabeln  Unendlich  her.  Auf  letzteres 
i  man  gekommen  unter  dem  Vorurtheil,  dass  Votstellbarkeit 
r  Bündigkeit  nothwendig  sei.  Die  Mathematik  verlange  aber 
T  Denkbarkeit.  Von  hier  an  lässt  uns  der  Verfasser  im  Stich; 
nn  die  Denkbarkeit  zeigt  er  gar  nicht,  sondern  lässt  statt  der 
»gründung  ein  Plaidoyer  folgen,  nur  gestützt  auf  beispielsweise 
rgefllhrte  Schwächen  der  Gegner.  H. 

.  Beltrami.     Teorema  di  geometna  pseudosferica. 

Battagliui  G.  X.  53. 

Zieht  man  von  den  Punkten  der  Abscissen-Axe  in  einer 
Äclidischen  Ebene  Gerade,  welche  mit  dieser  Axe  einen  Winkel 
inschliessep,  der  gleich  ist  dem  Winkel  der  Parallelen  zur  Or- 
inaten-Axe  des  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  wenn  die 
Ibene  nicht-euclidisch  wäre,  so  ergiebt  sich  als  Einhüllende  der 
kraden  die  Huyghen'sche  Tractorie,  welche  bekanntlich  auch 
leridian-Curve  der  pseudosphärischen  Rotationsflächen  ist. 

St. 

^  Cayley.    On  the  non-euclidian  geometry.    ClebschAnn. 
V.  630-634. 

Ableitung  der  von  Lobatschefsky  zuerst  gegebenen  Grund- 
rmel  der  hyperbolischen  Trigonometrie  aus  den  allgemeinen 
ojectivischen  Ausdrücken  für  die  Entfernung  zweier  Punkte 
id  den  Winkel  zweier  Geraden.  St. 

.   ScHLÄFLi.      Nota    alla    memoria    del   sig.   Beltrami, 
Sugli  spazie  della  curvatura  costante.     Brioschi  Ann.  (2) 

V.  178-193. 

Beltrami.      Osservazione    suUa  precedente  Memoria 

del    sig.   prof .   Schläfli.    Brioschi  Ann.  (2)  V.  194-19B. 
Die  Umkehrung  eines  bekannten  Satzes  von  Herrn  Beltrami 
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(P.  d.  M.  I.  p.  208)  führt  zur  Aufgabe:  Alle  Räume  von  nDi- 
mensionen  zu  bestimmen ,  in  welchen  jede  geodätische  linie 
durch  ein  System  von  n— 1  linearen  Gleichungen  dargestell 
wird.  Herr  Schläfli  zeigt;  dass  dieser  Bedingung  nur  Räunid 
von  constanter  Krümmung  Genüge  leisten.  Die  Grenze  eiiM 
solchen  Raumes  ist  ein  Raum  zweiter  Ordnung  von  n—l  Dimei> 
sionen,  der,  wie  Herr  Beltrami  bemerkt,  in  der  Metrik  jeiw 
Raumes  die  Rolle  der  Cayley'schen  absoluten  Grenzfläche  zweiter 
Ordnung  tibernimmt.  -  St 

F.  August.     Untersuchungrn  über  das  Imaginäre  in  i 
Geometrie.  Pr.  Berlin. 

Im  ersten  Abschnitte  dieser  Abhandlung  werden  die 
plexen  Elemente  der  Ebene  und  des  Raumes  ttbereinstima 
mit  V.  Staudt  definirt  und  zwar  in  der  Art,  dass  dieselben 
geführt  werden  auf  den  complexen  Punkt  einer  reellen  Gerada 
dessen  Bedeutung  analytisch  abgeleitet  wii*d.    Femer  sind 
linearen  Constructionen  allgemein  durchgeführt. 

Der  zweite  Abschnitt  enthält  zwei  Beispiele  zur  lieber 
geometrischer  Betrachtungen  auf  das  imaginäre  Gebiet.    1)1 
zwei  in  derselben  reellen  Ebene  befindlichen  gleichartigen  < 
bilden,  welche  durch  Zuordnung  von  drei  Paaren  von  Elementapj 
projectivisch  aufeinander  bezogen  sind,  beliebig  viele  zugeorda 
Paare   zu   construiren".    Dabei    werden  eine  Reihe  von  Fo* 
eigenschaften  der  Kegelschnitte  gewonnen.    2)  „Den  geon 
sehen  Ort  aller  Geraden  zu  bestimmen,   welche    drei 
windschiefe  Gerade  schneiden".   Es  wird  gezeigt,  dass  auf  die«] 
Weise  alle  reellen  Flächen  zweiter  Ordnung  erhalten  werden. 

St. 

F.  Klein.     Zur  Interpretation  der  complexen  Elemente  | 
in  der  Geometrie.    Gott.  Nachr.  1872.  374-379. 

Der  Verfasser  macht  darauf  aufmerksam,  dass  man  die 
Staudt'sche  Repräsentation  der  complexen  Elemente  in  der  Geo- 
metrie in  gemeinem  Sinne  vereinfachen  kann,   Indem  man  den 
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laginären  Punkt  einer  Geraden  nicht  durch  vier  harmonisch 
^legene  reelle  Punkte  derselben ,  sondernr  durch  drei  beliebige 
eile  Punkte  der  Geraden  bestimmt,  zu  denen  der  imaginäre 
aiikt  äquianharmonisch  ist.  Kln. 

.  Cayley.      On  the  superlines  of  a  quadric  surface  in 
five  dimensional  space.   QuartJ.  xii.  176-180. 

In  einem  Räume  von  fünf  Dimensionen  hat  eine  Oberfläche 
reiten  Grades  zwei  dreifach  unendliche  Systeme  von  Superlinien 
uperlines),  so  dass  jede  Superlinie  jedes  Systems  jede  Super- 
)ie  desselben  Systems  schneidet.  Eine  Superlinie  des  einen 
jTstems  schneidet  im  Allgemeinen  keine  Superlinie  des  anderen 
fstems;  aber  es  kann  vorkommen,  und  dann  schneidet  sie  nicht 
I  einem  blossen  Punkt,  sondern  in  einer  Linie. 
.  (Zur  Erläuterung  der  Nomenclatur  diene,  dass  wir  in  der 
(eometrie  mit  fünf  Dimensionen  haben:  „Kaum  (space)^  Ober- 
iehe  (surface)  supersurface,  supercurve,  Curve  (curve)  Punkt- 
ystem  (pointsystem)^  je  nachdem  zwischen  den  Coordinaten 
^  1, 2,  3,  4  oder  fünf  Gleichungen  bestehen ;  wenn  die  Gleichun- 
pi  linear  sind,  hat  man  „space,  plane,  subplane,  superline,  line, 
«int). 

.  Der  obige  Satz  fllr  die  Superlinien  einer  Oberfläche  zweiten 
iMes  wird  durch  eine  unabhängige  Analysis  aufgestellt,  aber 
f  ist  in  Wirklichkeit  eine  Folge  der  Correspondenz ,  welche 
rischen  den  Linien  des  gewöhnlichen  Raumes  und  den  Punkten 
Oer  Oberfläche  zweiten  Grades  im  Räume  mit  fünf  Dimensionen 
istirt.  Cly.  (0.) 

.  G.  Zeüthen.     Om  Dualitetsprincipet.     Zeuthen  Tidsskr. 

(3)  II.  161. 
Bemerkungen  zur  Geschichte  der  modernen  Geometrie. 
Siehe  F.  d.  M.  IIL  p.  234.  Hn.  (Wn.) 

Jordan.     Essai  sur  la  gdomdtrie  k  w  dimensions. 

C.  B.  LXXV.  1614-1617. 


244  VIII.  Abschnitt.    Beine,  elem.  u.  syntb.  Geometrie. 

Herr  Jordan  giebt  den  Inhalt  einer  Abhandlung  an,  in  wel- 
cher er  die  Geometrie  des  Raumes  von  n  Dimensionen  im  Zu- 
sammenhange behandelt  hat.  Sie  enthält  Untersuchungen  ttber 
Parallelismus  und  Perpendicularität  der  durch  lineare  Gleichungei 
definirten  Mannigfaltigkeiten,  ttber  die  Simultan-Invarianten  der- 
selben, über  orthogonale  Substitution  nebst  einer  Reihe  phoroM- 
mischer  Anwendungen.  St 

C.  Flye  Ste.  Marie,     ^tudes  analytiques  sur  la  tliÄJnfi 

des    pai'allfeles.     Paris.    Gauthier -Villars.    1871.      Recension 
J.  Priscbauf,  Scblömilch  Litz.  XVII.  33-34. 

Da  dem  Referenten  das  Buch  selbst  nicht  zugänglich 
so  folgt  hier  eine  kurze  Inhaltsangabe  nach  der  Recension 
Herrn  Frischauf.  Das  Buch  behandelt  das  11*^  Euklidische  Axid 
Während  nun  Lobatschefsky  und  Bolyai  nach  Aufstellung  ii 
Grundzüge  der  nicht  euklidischen  Geometrie  schliesslich  zu  de 
Satze  kamen,  dass  die  Formeln  derselben  fttr  unendlich  kleii 
Gebilde  in  die  der  gewöhnlichen  Geometrie  übergehen,  nimi 
das  vorliegende  Buch  diesen  Satz  zum  Ausgangspunkt.  Dfl 
erste  Capitel  behandelt  die  Eigenschaften  der  unendlich  kleioei 
Gebilde,  namentlich  den  Beweis  dafür,  dass  der  Grenzwerth  di 
Wiokelsumme  eines  unendlich  kleinen  Dreiecks  2  Rechte  betrag» 
Das  zweite  Capitel  beschäftigt  sich  mit  den  Eigenschaften 
Kreises  mit  unendlich  grossem  Radius.  Aus  diesen  wird 
eine  analytische  Geometrie  der  Ebene  entwickelt  für  ein 
dinatensystem,  dessen  X-Axe  ein  solcher  Kreis  ist,  während 
Ordinaten  nach  der  Richtung  des  unendlich  entfernten 
puoktes  gezogen  werden.  Das  dritte  Capitel  handelt  in 
analoger  Weise  von  der  Kugel  mit  unendlich  grossem  Badl*! 
Das  vierte  Capitel  beschäftigt  sich  mit  der  nicht-euklidisebfli! 
Geometrie,  der  Kreislehre,  der  ebenen  und  sphärischen  Trigoa*! 
metrie  und  mit  Anwendung  der  Infinitesimalrechnung  auf  Geomö* 
trie.  In  einem  Ergänzungscapitel  endlich  finden  sich  die  Axiome 
der  Geometrie,  die  Begrifi'e  von  Tangenten,  Länge  der  Linien  cte. 
besprochen.  0. 
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1  DE  TiLLY,  Flye  Sainte-Marte.     ^tudes   analytiques 
sur  la  thdorie  des  paralleles.  Darboux  Bull.  iii.  131-138. 

Der  Verfasser  giebt  zuerst  eine  Analyse  des  Inhalts  des  bei 
hauthier- Villars,  Paris  1871,  erschienenen  Buchs  von  Flye  Sainte 
tarie  (siehe  F.  d.  M.  III.  p.  236),  welcher  auf  verschiedenem 
P'ege  zu  gleichen  Resultaten  wie  Lobatschefsky  und  Bolyai  ge- 
Lngt  ist,  erkennt  dessen  mathematischen  Theil  als  richtig  und 
erdienstlich  an,  erklärt  dagegen  die  philosophischen  Schlussfol- 
erungen  für  nicht  überzeugend  und  schlägt  eine  Abänderung 
or,  mit  der  Aufforderung  auch  gegen  seine  Darlegung  etwaige 
usstellungen  zu  erheben.  Die  Angaben  sind  jedoch  nicht  zu- 
gehend, um  daraus  ein  Urtheil  über  das  Verhältniss  der  beider- 
3itigen  Ansichten  zu  gewinnen.  H. 


Capitel  2« 

Continuitätsbetrachtungen  (analysis  situs). 

?.  Klein.     Ueber  einen  Satz  aus  der  Analysis  situs. 

[  G5tt.  Nachr.  1872.  290-297. 

Dieser  vorläufigen  Mittheilung  ist  inzwischen  eine  ausführ- 
ihe  gefolgt.     Siehe  Clebsch  Ann.  VI.  p.  132.    (Das  Referat  er- 
Ugt  im  nächsten  Bande).  St. 

^.    CaYLEY.      On   Listing's   theorem.    Messenger  (2)  IL  81-89. 

Bericht  mit  Beispielen  über  Listing's  Satz,  der  sich  in  der 
rteit;  „Der  Census  räumlicher  Gestalten«.  Gott.  Abh.  X.  1862, 
tidet;  derselbe  ist  eine  Verallgemeinerung  von  Euler's  Satz 
4-F==  £  +  2,  welcher  die  Zahl  von  Seiten,  Kanten  und  Ecken 
1  einem  Polyeder  in  Verbindung  setzt.  Glr.  (0.) 

1.  Hess.      Ueber   die   möglichen  Arten   und   Varietäten 
einiger  archimedeisclier  Körper.    Marb.  Ber.  1872. 

Fortschr.  d.  Math.  IV.  2.  17 
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Dem  Verfasser  haben  hauptsächlich  Herr  Hessel  durch  seine 
„Uebersicht  der  gleicheckigen  Polyeder  u.  s.  w."  (siehe  F. d.M. 
III.  p.  248)  und  Herr  Wiener  durch  seine  Abhandlung:  „üeber 
Vielecke  und  Vielflache^  vorgearbeitet.  Herr  Hessel  hat  zuerst 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die  Begrenzungsflächen  der 
gleicheckigen  Körper  nicht  nothwendig  reguläre,  sondern  m 
gleicheckige  Polygone  zu  sein  brauchen,  die  also  bei  grader 
Seitenanzahl  auch  abwechselnd  gleiche  Seiten  haben  können. 
Herr  Hess  stellt  sich  nun  die  Aufgabe,  die  möglichen  Arten 
und  Varietäten  aller  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Körper 
zu  entwickeln,  und  behandelt  in  der  vorliegenden  Mitthä^ 
lung  vorläufig  zwei  gleicheckige  Körper,  nämlich  erstens  di^ 
(G  +  8-f  12)-flächige  (2x24)-Eck  und  das  (12  +  20 -f-30)-flächii 
(2X60) -Eck.  Vermöge  des  Dualitätsprincips  ergiebt  sich  natflr« 
lieh  eine  doppelte  Reihe  von  Resulta.ten.  Da  die  Grenzfläche« 
der  gleicheckigen  Körper  nicht  bloss  reguläre  Polygone 
ungrader  Seitenzahl,  sondern  auch  die  bisher  wenig  berUcksidh 
tigten  (w-f  7/)-seitigen  2«-Ecke  sein  können,  so  schickt  Herr  H( 
eine  kurze  Entwicklung  der  gleicheckigen  Polygone  voran. 
Versteht  man  unter  a  die  Zahl,  w^elche  angiebt,  wie  oft  bell 
Beschreiben  des  gleicheckigen  Polygons  die  Peripherie  des  un- 
beschriebenen Kreises  durchlaufen  wird,  so  hat  ein  gleicheckigei 
w-Eck  so  viel  Arten,  als  diese  Zahl  aWerthe  annehmen  kan* 
Demgemäss   hat   ein    gleichseitiges   gleichekiges  n-Eck    so 

Arten ,    als  es  relative  Primzahlen  zu  w  von  1  bis  — ^ —  giel 

und  ein  gleicheckiges  2w-Eck  mit  abwechselnd  gleichen  Sei 
so  viel  Arten,  als  es  relative  Primzahlen  zu  n  von  1  bis  n-l| 
giebt.  Wenn  dann  a  den  polaren  Sinn  für  die  Ecken  hat, 
A  bei  einem  gleicheckigen  Körper  angiebt,  wievielmal  beim  BotJ 
schreiben  der  Grenzflächen  durch  die  Bewegung  eines  PunkteJI 
die  umbeschriebene  Kugelfläche  durchwandert  wird,  so  gilt  difl | 
schon  von  Herrn  Wiener  zur  Bestimmung  der  Arten  der  Poinsof- 
schen  Körper  benutzte  erweiterte  Euler  sehe  Formel: 

-S(aJS) +  2XaF)  =  1\K)  +  2A. 
Durch  Anwendung  dieser  Formel  erhält  der  Herr  Verfasser  die ' 
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Art-Zahlen  der  beiden  von  ihm  betrachteten  Körper.  Der  erste 
dieser  Körper,  ein  (2  X  24)-Eck,  den  man  sieh  als  Oktaeder  vor- 
stellen mag,  dessen  Ecken  durch  die  Flächen  eines  WürfelS;  und 
lessen  Kanten  durch  die  Flächen  eines  Rhombendodecaeders 
lerade  und  gleichmässig  abgestumpft  sind,  hat  4  Arten,  weil  Ä^ 
m  der  Verfasser  nach  obiger  Formel  berechnet,  die  4  Werthe 
,5,  7,  11  annehmen  kann.  Der  zweite  Körper,  ein  (2x60)-Eck 
lit  (12  +  6)  Flächen  hat  8  Arten,  indem  sich  für  A  die 
Werthe  1,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29  ergeben.  Da  bei  jedem  der 
eiden  Körper  A  die  Werthe  der  relativen  Primzahlen  von  1  bis 

'-■  haben  kann,  so  vermuthet  Herr  Hess  ein  sehr  einfaches  Gesetz 
Ir  die  Arten  der  Körper,  welches  dem  für  die  Arten  der  Poly- 
one  analog  ist. 

Der  hier  gestattete  Raum  erlaubt  es  nicht,  auf  den  Begriff 
id  die  Entwickelung  der  Varietäten  der  Arten  einzugehen.  Der 
Wasser  verspricht,  die  Anwendung  seiner  Betrachtungen  auf 
4mmtliche  gleicheckige  und  gleichflächige  Körper  in  einiger 
leit  nachfolgen  zu  lassen.  Seht. 

iP.  K.  Olifford.     On  a  theorem  relating  to  polyhedra 
analogous  to  Mr.  Cotteriirs  theorem  on  plane  polygones. 

Proc.  of  L.  M.  S.  IV.  178-185. 
(Siehe  CotteriU's  Arbeit  p.  139.) 

Die  Sätze  sind  folgende:  Für  jedes  Polyeder  von  w  Ecken, 
be  nur  dreieckige  Seiten  hat  (^A  —  faced,  n  —  acron,  Cayley) 
;iebt  es  eine  Oberfläche  von  der  Classe  n  —4,  die  alle  Diagonal- 
eiten  berührt.  Diese  Oberfläche  enthält  alle  Diagonallinien. 
Me  Diagonal-Ebenen  und  Linien  sind  so  gelegen,  dass  die  Be- 
lingungen  für  die  Berührung  von  Ebenen  und  das  Enthalten  von 
inien  hinreichend  sind,  um  eine  Oberfläche  von  der  Classe  n—i 
iti  bestimmen.  Wenn  die  Oberfläche  die  Ebene  im  Unendlichen 
berührt,  ist  der  Inhalt  des  Körpers  0.  Zur  Erläuterung  mag 
bemerkt  werden,  dass  eine  Ebene,  die  drei  Ecken  enthält,  ohne 
Seite  zu  sein,  Diagonalebene  ist,  und  eine  Linie,  die  zwei  Ecken 
enthält,  ohne  Kante  zu  sein,  Diagonallinie  ist.         Cly.  (0.) 

17* 
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Capitel  3. 

Elementare  Geometrie  (Planimetrie.  Trigono- 
metrie. Stereometrie). 

F.  G.  Mehler.      Hauptsätze   der  Elemeiitar-Mathematik 
zum  Gebrauch  an  Gymnasien  und  Realschulen. 

6*e  Aufl.  Berlin.  G.Reimer. 
Das  Lehrbuch  enthält  in  gedrängter  Kürze  die  Hauptsätze 
der  Planimetrie,  der  Algebra,  der  Trigonometrie  und  der  Stere»* 
metrie,  sowie  die  wichtigsten  Reihen  und  den  binomischen  Satz, 
Die  6*®  Auflage  hat  ausser  einigen  Zusätzen  zur  Planimetrie  keine 
erheblichen  Aenderungen  der  5***"  Auflage  erhalten.  Pr. 

Th.  Spieker.   Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  fllr  höhen 

Lehranstalten.     6»^  Auflage.    Potsdam. 

Der  Verfasser  hat  die  ebene  Geometrie  auf  4  Curse  verthi 
von  denen  der  erste  Cursus  die  Elemente  bis  zu  den  Paralli 
grammen  enthält,  der  zweite  mit  einer  trefflichen  Anleitung 
Lösung   geometrischer   Aufgaben    beginnt   und   die   Euklidii 
Planimetrie  mit  der  Kreisrechnung  beendet.    Der  3^^  Cursus 
handelt  Sätze   aus   der   neueren  Geometrie   über  Transvei 
harmonische  Theilung,  Aehnlichkeitspunkte,  Chordalen^  das 
tionsproblem  und  die  Kreispolaren ,  während  der  4*®  Cursus 
Anwendung   der  Algebra   auf  geometrische   Probleme    und 
metrischen  Relationen  am  Dreiecke  und  am  Kreise  zeigt, 
sehen  jedem  Abschnitt   sind   eine  Reihe  von  Uebungsauff 
aufgestellt.  —  Der  6'^"  Auflage  ist  neben  einigen  Verbessei 
und  Zusätzen  ein  Anhang  vermischter  Aufgaben  aus  allen  Th< 
der  ebenen  Geometrie  hinzugefügt.  Pr 

H.  ScmiöDER.     Lehrbuch  der  Planimetrie.    HaUe,  SchroWJ 

und  Simon. 

Ein  neues  Lehrbuch  für  Schulen.     Im  Wesentlichen  UDte^| 
scheidet  es  sich  nicht  von  anderen  derartigen  Büchern.    Nor  ifllj 
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ic  Definition  des  Unendlich-Grossen  und  des  Unendlich-Kleinen 
droits  in  den  Anfang  aufgenommen.  Auch  ^er  Symmetrie  ist 
steh  dem  Vorgang  Heilermann's  grössere  Bedeutung  beigelegt 
erden.  0. 

.  F.  Lacroix.    fil^ments  de  gdom^trie,  suivis  de  notions 
sur  les  courbes  usuelles.    18*"^  Edition,  revue  et  corrig^e 

par  M.   Prouhet.     8.     Paris.    Gauthier- Villars. 

fL^mA.  B  d'Ovidio.     Elementi  di  geometria.     2«  edizione 

rivednta  e  corretta.     Napoli.  Trani    1871. 

.  Emsmann.     Mathematische  Excursionen.    Halle  a.  s. 

Der  Verfasser  giebt  in  14  Abschnitten  eine  grosse  Anzahl 
511  interessanten  neueren  Sätzen  und  Aufgaben  aus  verschiede- 
en  Gebieten  der  Elementarmathematik  zum  Gebrauche  in  den 
bereu  Klassen  höherer  Lehranstalten.  Die  Inhalts-Uebersicht 
rt:  1)  Der  Kreis  der  9  Punkte.  2)  Construction  der  linearen 
furzeln  einer  quadratischen  Gleichung.  3)  Die  Entfernungsörter 
es  Dreiecks.  4)  Der  Quotient  zweier  Dreiecksseiten.  5)  Be- 
lotzung  der  quadratischen  Gleichung  zur  Bestimmung  von  Maxi- 
iil-  und  Minimalwerthen.  6)  Die  Differenz  der  Höhensegmente 
jittr  Dreiecksseite.  7)  Discussion  der  Gleichung  zweiten  Grades 
h  zwei  Parallelcoordinaten.  8)  Einiges  über  Kettenbrüche. 
)  Summation  einiger  Reihen.  10)  Einige  Sätze  über  Ecktrans- 
irsalen.  11)  Einige  Berührungsaufgaben.  12)  Einige  geome- 
«che  Oerter.  13)  2  Parabelaufgaben  und  14)  drei  Lehrsätze 
id  2  Aufgaben  aus  der  Stereometrie.  —  Als  Anhang  fügt  der 
Erfasser  eine  reichhaltige  Sammlung  von  Aufgaben  ohne  Lösung  ^ 
8  allen  Theilen  der  Elementar-Mathematik  bei. 

Pr. 

)MPAGNON.    Note  sur  les  ^l^ments  de  la  g^om^trie.  Nouv. 

Ann.  (2)  XI.  127-128. 

Diese  Note  behandelt  die  Halbirungslinie  eines  Winkels  und 
I  Halbirnngslinien  der  Dreieckswinkel.  T. 
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E.  Hain.      Verschiedene  Sätze    und    Aufgaben,    welcl 
zugleich  als  Schulaufgaben  benutzt  werden  können 

Grunert  Arch.  LIV.  493-494. 
Das  Viereck,  welches  die  Winkelhalbirenden  eines  beliebig- 
Vierecks  bilden,  ist  ein  Kreisviereck.  Zeichnet  man  einen  Krei 
welcher  die  Seiten  eines  gleichseitigen  Dreiecks  schneidet,  i 
sind  die  Summen  je  dreier  getrennter  äusseren  Abschnitte  ei: 
ander  gleich.  Zieht  man  von  einem  Punkte  innerhalb  ein 
gleichseitigen  Dreiecks,  Quadrats  oder  Rhombus  nach  den  Seit« 
derselben  unter  gleichen  Winkeln  an  den  Schnittpunkten  Gerac 
so  ist  die  Summe  derselben  constant.  T. 

H.  Perigal.     On  geometric  dissections  and  transform 

•     tions.     Messenger  (2)  II.  103-106. 

Eleganter  Beweis  von  Euclid.  I.  47  durch  ein  symmetrisch 
Zerschneiden  und  Verlegung  der  zusammensetzenden  Theile.  D 
kleinste  Quadrat  bleibt  unberührt  und  das  andere  Quadrat  a 
einer  Seite  wird  in  vier  symmetrische  Theile  getheilt,  welche  n 
dem  kleinen  Quadrat  das  Quadrat  über  der  Hypotenuse  au 
machen.  Glr.  (0.) 

M.  Pagni.     Consid^rations  sur  les  polygones.    Mondes  ( 

XXIX.  ^59-260. 

Brief  eines  Herrn  Caselli  in  Florenz  über  eine  Arbeit  n 
Herrn  Pagni:  lieber  Polygone  und  Polyeder  höherer  Art.  1 
diesem  Brief  wird  über  den  Theil  der  Arbeit  berichtet,  der  fo 
gende  Frage  behandelt:  „En  d^terminant  l'aire  d'un  polygoi 
^toil6,  faut-il  avoir  ^gard  k  tout  son  p^rim^tre  ou  seulement 
son  pörim^tre  ext^rieur?"  0. 

S.  Pellücchi,     Poligonometria  analy tica.     Genova ,  tip.  d< 

B.  Istituto.    Sordo-Muti,   1871. 
Der  vollständige  Titel  lautet:  „Poligonometria  analytica,  nuov< 
ramo  di  geometria  elementare    e  di  applicazione  delP  algebra 
fondamento   della  trigonometria,  onde  le  equazioni  raggid-imn)^ 
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riebe  complete  di  diverso  grado  per  ciascun  poligono  regolare 
jgeritto,  ordinato  in  un  solo  teorema  di  geometria  e  ne'  cinque 
primi  poligoni,  e  saa  relazione  col  circolo  derivato  e  colla  trisi- 
Bone  deir  aogolo.**  M. 

J.  KoBER.       Der    umschriebene    oder    umgeschriebene 

Kreis.    Hoffmann  Z.  III.  369-370. 

Nach  Analogie  von  „umgeben,  umzäunen"  ist  der  Kreis  mit 
einem  Tangentenpolygon  umschrieben,  dagegen  einem  Sehnen- 
polygon umgeschrieben.  Der  Verfasser  hat  nur  nicht  berück- 
sichtigt, dass  man  nicht  sagt  „einen  Kreis  schreiben",  sondern 
„beschreiben".  H. 

E.  W.  Genese.     Note  on  a  former  paper.     Messenger  (2) 

I.  181. 
Bezieht  sich  auf  die  Dreitheilung  des  Winkels.      61r.  (0.) 

C.  Taylor.      Proof  of  Euclid   IL  8.     Messenger  (2)  I.  181. 
Symmetrischer  Beweis  des  Satzes.  Glr.  (0). 

r.  S.  Aldis.  On  proportion  in  geometry.  Educ.  Times  xvi.  89. 

Hi. 

KW.  Genese,    St.  Watson,    W.  S.  B.  Woolhouse. 

Solution   of  question    3511.    Educ.  Times  XVIL  21-22. 

Verbindet  man  die  Scheitel  eines  Dreiecks  mit  den  Scheiteln 
der  gleichseitigen  Dreiecke,  welche  auf  den  gegenüberliegenden 
Seiten  errichtet  sind,  so  schneiden  sich  diese  Geraden  zu  dreien 
in  zwei  Punkten.  Verbindet  man  ferner  diese  beiden  Punkte 
mit  dem  Mittelpunkt  des  umschriebeneu  Kreises,  so  erhält  man 
ein  zweites  Dreieck,  dessen  Schwerpunkt  von  dem  Schwerpunkt 
des  gegebenen  Dreiecks  eine  Entfernung  hat  gleich  dem  dritten 
Theile  des  Radius  des  umschriebenen  Kreises.  Hi. 

ß.ToWNSEND.    Solution  ofquestion  3 591.  Educ.  Times  XVII,  35. 

Sind  A.ByC^D  feste  Punkte  und  ist  P  ein  beweglicher  Punkt 
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in  einer  Ebene,  finde  die  Relation 

aPAB  +  ß'PBC+rPCD  +  S'PDA  =  0, 
welche  die  Flächen  der  Dreiecke  PAB  etc.  verbindet. 

Wenn  0  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen  AC,  BD  ist,  so  ^ 
APB         BPC        CPD        DPA 
AOB        AOC  +   CÖD        DOA  ""  ^' 

Hi. 

J.  Walmsley.      Proof   of   a    fundamental    property    of 
parallel  straight  lines.    Educ.  Times  XVII.  103. 

K.  W.  Genese.     Solution  of  question  3674.    Educ.  Tim» 

XVII.  84-85. 

Werden  die  von  gegebenen  Punkten  einer  Ebene  auf  eine 
feste  Gerade  gezogenen  Senkrechten  durch  a,  6,  c--- /,  w,  p  be- 
zeichnet, und  bedeutet  (abc)  die  Fläche  des  von  den  entsprechen- 
den Punkten  gebildeten  Dreiecks,  so  ist  der  Werth  des  Ausdruckt 

p  \    ab  bc  In  n*a 

von  der  Lage  des  Punktes  p  unabhängig.  Hi. 

E.  Hain.    Bemerkungen  über  einige  Punkte  der  äusseröi 
Berllhrungskreise  eines  Dreiecks.  Gmnert  Arch.  Liv.  382-38fe 

Oß,  Ob  und  Oc  seien  die  Mittelpunkte  der  drei  äusseren 
rtthrungskreise,  welche  in  den  Verlängerungen  der  Seiten  liegen, 
so  ist: 

1)  ABa  =  ACa  =  BCt  =  BAf,  =  CAc  =  CBe  =  s 

___    a-\-b  +  c 
2 

2)  BOa'  +  COt'  +  AOc'  =  COa'  +  AOt'  +  BOc'i 

3)  /fOaO,Oc  =  i'- r^^-^iTT r-       ^ 

4)  Der  Radius  des  um  das  J  Oa  Ob  Oc  geschriebenen  Kreise« 
ist  doppelt  so  gross,  wie  der  Radius  des  um  ABC  gesohriebenen 
Kreises.  Pr. 
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MET.     Demonstration  d'un  th^orfeme  de  g^omdtrie. 

^Jouv.  ADD.  (2)  XI.  35-36 

Beweis  des  bekannten  Satzes :  ^Die  Summe  der  Perpendikel 
[  dem  Centrum  des  einem  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises 

die  drei  Seiten  ist  gleich  der  Summe  der  Badien  de6  ein; 
chriebenen  und  umschriebenen  Dreiecks.''  M. 

lRDON.     Demonstration  d'un  thdorfeme  de  Newton. 

NoQv.  Ann.  (2)  XI.  38-39. 

Beweis  des  Satzes:  „Die  Mitten  der  Diagonalen  eines  Tan- 
itenvierecks  und  der  Mittelpunkt  des  Kreises  liegen  in  einer 
raden."  M. 

Crocchi.      Osservazioni    e   questione.     Battagiini  G.  x. 

304-307. 

Bemerkungen  über  die  Fläche  eines  Aussensectors  (d.  i.  des 
tischen  zwei  Tangenten  eines  Kreises  und  dem  Bogen  liegen- 
tn  Stückes),  ttber  die  Abhängigkeit  dieser  Fläche  vom  Bogen 
i  constantem  Radius,  und  vom  Radius  bei  constantem  Centri- 
inkel.  Am  Ende  ist  die  Aufgabe  gegeben:  Den  Punkt  zu 
stimmen,  von  dem  aus  die  Tangentenpaare  an  2  gegebene 
idse  gleiche  Aussensectoren  hervorbringen.  Mz. 

).  Callandreau.     Solution   de  la  question   976.     Nouv. 

Ann.  (2)  XI.  181-183. 

Gegeben  in  einer  Ebene  zwei  Kreise  und  ein  Punkt.  Man 
oll  durch  denselben  eine  Secante  so  ziehen,  dass  die  innerhalb 
er  Kreise  liegenden  Theile  derselben  in  einem  gegebenen  Ver- 
lUtuBS  stehen.  0. 

^-  L.  LiNTz.     Notiz    über  Verbindungscurven   im   All- 
gemeinen   und    über    eine    neue    geometrische   Con- 
struction  der  Korblinie  aus  drei  Mittelpunkten. 
2-  dtech.  Ing.  XVI.  191-193. 

'  Im  Januarheft  1872  des  „Bulletin  mensuel  de  Fassociation 
^'^icale  des  anciens  öl^ves  de  Töcole  centrale  k  Paris^'  hat  Herr 
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Revellat  eine  Construction  der  Korblinie  mitgetheilt.  Dieselbe 
wird  hier  reproducirt.  Sie  ist  ein  besonderer  Fall  folgender  all-  j 
gemeinerer  Aufgabe:  „Zwei  beliebige  gerade  Linien  durch  einen j 
oder  mehrere  Kreisbögen  zu  verbinden."  Hier  wird  die  Lösunjl 
dieser  Aufgabe  mitgetheilt  für  den  Fall,  dass  die  BerühruDg!-] 
punkte  vorgeschrieben  sind,  in  welchem  Fall  die  Construction  der  j 
beiden  sich  ergebenden  Kreisbögen  ohne  Schwierigkeit  sich  er- 
giebt.  0. 

Wlach.      Erfindung    der  Quadratur   des  Kreises.    Prag. 

C.  H.  Hunger. 

Unwissenschaftlich  und  falsch.    Der  Verfasser  findet 


n  =  3,1604938271  •••  oder  n  =  3,1605. 

Pr. 


F.  J.  Studnicka.    Zur  Quadratur  des  Kreises.    (Bölnnisch 

Casopis  I.  35-38. 

Der  Artikel  hat  den  Zwecke  allen  jenen  als  Antwort  tu 
dienen,  die  da  „mit  Gottes  Hilfe''  die  Quadratur  des  Cirkels  ge- 
funden haben  wollen.  Er  enthält  kurz  die  Gründe  der  Unmög- 
lichkeit der  gesuchten  Lösung,  dann  die  Zusammenstellung  der 
Ergebnisse,  die  von  Archimedes  (250  v.  Chr.)  an  bis  Richter  (1856) 
in  Betreff  der  Auswerthuug  des  n  gefunden  worden,  und  schliesii 
mit  Shanks  Angabe  der  530  Decimalstellen  fär  diese  Constsnlii 

W. 

DiDiON.     Expression   du  rapport  de  la  circonf^rence  aa 
diara^re  et  nouvelle  fouction.    c.  R.  LXXIV.  36-39. 

Der  Verfasser  entwickelt  auf  elementarem  Wege  zwei  Fonwl* 
für  n\ 

1)  als  untere  Grenze 

2)  als  obere  Grenze 


n 


i^2  +  [{-..[Cl/4-C  +  2)»+2]*...+2H4-2]k 
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roria  C  die  Seite  eine»  in  den  Kreis  (Radius  =  1)  geschriebe- 
en  regulären  Jif-ecks  und  n  die  Anzahl  der  Potenzirungen  be- 
eutet,  welche  unterhalb  des  Wurzelzeichens  ausgeführt  werden 
ollen.  Pr. 

].  Catalan.     Sur  la  notice  de  Mr.  Didion.   c.  R.  LXXiv. 

177. 
Der  Verfasser    zeigt,    dass    die   gefundenen   Formeln   von 
idion  nicht  neu  sind,  sondern  bereits  in  der  Euler'schen  Formel 

n  n         n  71 

—  ==  sec  —  sec  —  sec •  •  • 

2  4         8  16 

ithalten  sind.     Dasselbe  wird  von  Herrn  E.  de  Beaumont  be- 

ätigt.  Pr. 

I.  FriSBY.      On   the  calculation   of  n.    Messenger  (2)  II.  114. 

Der  Verfasser  hat  n  auf  30  Stellen  mittelst  der  folgenden, 
on  ihm  abgeleiteten  Reihe  berechnet: 

24 

i  =  — 

10 


56 


i'+ia)+-l^(iV)"+fl;^(-l)'+-i 

j         2/  2  \      2»4/  2y      2.4-6/  2  V  .      ) 
'    lOOl    "^  3  Vl00/'^3-5V100/  "^3.5-7  ^100/  "*"") 

Glr.  (0.) 

1.  Hall.     On  an  experimental  determination  of  n, 

MesseDger  (2)  IL  113-114. 

Im  fftnften  Capitel  der  „Theorie  analytique  des  probabilit^s" 

Jweist  Laplace,    dass,   wenn  eine  Nadel  von  der  Länge  /  auf 

öe  Ebene  .geworfen  wird,  die  mit  parallelen  geraden  Linien  in 

'X  Entfernung  a  von  einander  liniirt  ist,  die  Wahrscheinlichkeit, 

21 
ae  Linie  zu  schneiden  gleich ist.    Auf  HalVs  Veranlassung 

tt  Herr  Fox  Versuche  mit  Nadeln  von  verschiedener  Länge  ge- 
acht  und  eine  gute  Annäherung  an  n  erhalten.  Die  Arbeit 
thält  die  speciellen  Angaben  dazu.  Glr.  (0.) 

W.  L.  Glaisher.     Remarks   on  the  calculation  oin. 
MesaeDger  (2)  IL  119-128. 
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Die  Bemerkungen  am  Anfange  der  Arbeit  beziehen  sich  aui 
die  beiden  obigen  Arbeiten.     Herr  Glaisher  berichtet  über  Ver- 
suche, ähnlich  denen  des  Herrn  Fox,  die  1855  auf  Veranlassung 
de  Morgan's  von  Herrn  Ambroise  Smith  gemacht  worden  sini 
Er  bemerkt,  dass  die  von  Herrn  Frisby  benutzten  Reihen  unab* 
hängig  von  einander  gegeben  worden  sind  von  Hutton,  Eutej 
H.  James  Thomson,  Bussard  und  de  Morgan,  und  discutirt  einige 
ähnliche  Reihen  von  Euler  und  Hutton.     Dann  folgt  eine  Liste 
der  Berechner  von  n  und  der  von  ihnen  erreichten  StellenzaU, 
von  Archimedes  bis  zur  Jetztzeit.     Diese  Liste  beruht  auf  einer 
ähnlichen,    die  Herr  Bierens  de  Haan   in  den  „Verhandlingen* 
von  Amsterdam,  Bd.  IV.  p.  22  1858  gegeben  hat.    Dieselbe  zeigt 
das  allmälige  Wachsen  der  mathematischen  HOlfsmittel  im  Ver- 
laufe von  2000  Jahren.    Der  übrige  Theil  der  Arbeit  ist  haupt- 
sächlich   den  Werken  und  Rechnungen  von  Ludolf  van  Ceulei 
und  Snell  gewidmet.     Der  Verfasser  bringt  Gründe  für  die  Ver- 
muthung  vor,    dass   van  Ceulen's  Werth   mit   35  Stellen  zuerst 
durch  die  Worte   auf  seinem  Grabe  bekannt  wurden.     (Zusätw 
und  Verbesserungen  zu  der  Arbeit  und  zu  der  Liste  finden  sieh 
in   des   Verfassers   Arbeit:    „On   the   quadrature   of  the  circle, 
A.  D.  1580—1630."  Messenger  (2)  IlL,  siehe  den  folgenden  Band 
dieses  Jahrbuches.)  Glr.  (0.) 

W.  Hayden.  Approximate  geometrical  Solutions  of  tha 
Problems  of  the  duplication  of  the  cube,  and  of  the 
quadrature   of  the  circle.     Proc.  of  London  XX.  525-526. 

Zwei   einfache   geometrische   Gonstructionen  geben  ftlr  i/i 
und  n  folgende  angenäherte  Werthe: 

h  =  i]/9T0T|73y  =  1,2598754,  statt  1,2599210; 
und  aus  

n  =    >^3  +  4m  +  2i»'-OT   ^  3^41592713,  statt  3,141592653. 

Csy.  (M.) 
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Kompagnon.  Demonstration  du  thdorfeme  fondamental 
relatif  au  pdle  et  ä  la  polaire  dans  le  cercle. 

Nouv.  ADD.  (2)  XL  167-169. 

Ist  eine  Gerade  AB  in  den  Punkten  C  und  D  harmonisch 
getheilt  und  bezeichnet  E  den  Halbirungspunkt  von  AB,  so  ist 
bekanntlich:  AE*  =:z  BE^  =z  ECED.  Daraus  ergiebt  sich  die 
Folgerung,  dass  DA'DB  =  DEDC  oder  auch:  CACB^  CECD 
8t.  Mit  Hülfe  dieser  Folgerung  wird  dann  der  Fundamentalsatz 
'on  Pol  und  Polare  in  Beziehung  auf  einen  Kreis  bewiesen. 

T. 

l.  Favaro.     Prime  operazioni  del  calcolo  grafico. 

Att.  d.  Ist.  Ven.  (4)  I.  1391-1463. 

Enthält  die  ersten  Definitionen  und  Sätze  über  die  Operationen 
Im  graphischen  Rechnens.  Jg.  (0). 

\    J.    Hall.      Elements    of   plane    and    spherieal    tri- 

gonometry.    12»"».   w.  H.  Alien. 

Hi. 

.  F.  Heather.     Practical  plane  geometry.   i2'no. 

Lockwood.  Tj. 

k.  Ziegler.  Fundamente  der  Stereometrie  in  neuer 
und  verbesserter  Durchführung  zum  heuristischen 
Unterrichte.    München. 

Der  Verfasser  giebt  in  10  Abschnitten  die  Fundamente  der 
Stereometrie  nach  heuristischer  Methode.  Der  erste  Abschnitt 
kandelt  vom  Parailelismus  der  Geraden  und  Ebenen  und  enthält 
einen  kurzen  Anhang  über  Stereoscopie;  der  zweite  behandelt 
die  NormalprojecHon  und  einen  Anhang  Über  Axonometrie,  der 
dritte  den  Keil  und  einen  Anhang  über  Planspiegel.  Der  vierte 
A^bschnitt  enthält  eine  interessante  Bearbeitung  der  Sphärik,  deren 
^Stze  analog  den  Sätzen  der  Planimetrie  geordnet  sind,  der  fünfte 
^tithält  die  Messung  der  Rotationsflächen  nebst  einem  Anhang 
tber  Hohlspiegel,  der  sechste  die  Kegelschnitte  und  einen  Anhang 
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Über  stereographische  PrqjectioD,  der  siebente  Abschnitt  haÄ  ^^ 
von  den  Prismen  und  Cylindern,  der  achte  von  den  Pyramiden,! 
Kegeln  und  Kugeln,  der  neunte  von  den  Schichten  und  Rotations- 
schichten  und  der  zehnte  von  den  Polyedern,  wobei  neben  dei 
regulären  Körpern  auch  halbregelmässige  Körper,  die  wichtigsta 
Krystallformen  u.  s.  w.  betrachtet  werden.  Zu  den  einzelnen  Ab- 
schnitten sind  Uebungsaufgaben  ohne  Lösungen  gegeben. 

Pr. 

J.  J.  Hemming.     Die  dreiseitige  körperliche  Ecke. 

Schlömilch  Z.  XVII.  159-164. 

Einfache  Ableitung  der  Grundformeln  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie auf  Grund  einer  constructiven  Behandlung  des  Dreikante; 
(siehe  Schlömilch  Z.  VIII.  428).  Pr. 


A.  Panek.     Ueber  goniometrische  Grundformeln. 

Casopis  I.  202-203.  (Böhmisch). 
Wenn  die  aus  der  Ecke  C  auf  die  Gegenseite  AB  im  A  ABC 
gefällte  Senkrechte  die  Gegenseite   in  die  Abschnitte   AE  =  m, 
EB  =  h  theilt,  so  ist  nach  dem  Sinus-Satze : 

b:(m-{-n)  =  sinB;  sinC 
oder  da 

C  =  [S0-(A  +  B),  bmndA  +  B)  =  (m  +  n)  sinB 

=  (acosß  +  6cos^)sinB 
oder 

(da  asmB  —  6sin^),  sin(i4+ß)  =r  sin^lcosf-f  cos^sinf. 
Auf  Grund  der  Gleichungen 
eos\A  +  B)  =  l-^sin'(^  +  Ä),  1  =  sinM  +  cosM 
ergiebt  sich  nach  einfacher  Addition,  wenn  wir  hierauf  die  Quadrat- 
wurzel bestirammen,  die  zweite  Grundformel: 

cos(^+Ä)  =  cos^cosß  — siuilsikiB 

W. 

J.  HoüEL.     Die  sogenannte  „separirte  TangentenformeF 

und   die  Hülfswinkel.    Hoffmann  Z.  III.  377-378. 
Aus  zwei  Dreiecksseiten  6,  c  und  dem  Winkel  A  kann  nua 
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P     j     Q 

rect  tg  —5—  oder  auch  tgß,  tgC  berechnen  ohne  durchgehenden 
aterschied  der  Rechnungslänge;  die  Formel  mit  dem  sogenannten 
DIfswinkel  hingegen  ist  unnütz.  H. 


.U.Holm.  Deduction  af  eqvationen,  som  framställer 
sambandet  mell  an  kordan  för  en  cirkelboge  och 
kordan  för  en  nite  part  af  bögen.   Stockholm. 

Bekannte  Anwendung  des  Moivre'schen  Theorems.       Bg. 
J.  Walker.     Solution  of  question   3339.     Educ.  Times 

XVI.  29. 

Wenn  /,  wi,  n  die  Bögen  bezeichnen,  die  von  den  Scheiteln 

Ä,  C  eines  sphärischen  Dreiecks  nach  den  Mittelpunkten  der 

gen  überliegenden  Seiten  gezogen  sind,  und  i,  ^te,  y  diejenigen 

►schnitte    auf   diesen  Bögen,   welche  den  Scheiteln  zunächst 

gen,  so  ist 

tg/  I  +  COSÄ+COSC 


etc 

COSÖ+COSC 


tgA  cosft  +  cosc 

sin'6  +  sin'c  +  2  sinftsinccos  A 


(cos6  +  cosc)' 


Hi. 


.  J.  Walker.     Solution  of  question   3173.    Educ.  Times 

XVI.  49. 

In  einem  sphärischen  Dreiecke  ABC  sei  />  der  Mittelpunkt 
r  Seite  J?r,  E  ein  anderer  Punkt  in  Bc,  so  dass 

Z.  BAE  =  Z.  DAC, 
rner  sei  AF  der  Bogen  durch  A  rechtwinklig  zu  BC,  dann  ist 

^  8in'i6cos'^c  +  sin*4ccos'i6       ^     ' 

^  AT^w^       cotC— cotÄ      tgi4JB            sinfesinc 
coti4i>Ä  =  •  —   


2eosia     '    tgDE       1  — cos6cosc. 

Hi. 
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R.  W.  Genese,   R.  Tucker.     Solution  of  question  S516. 

Educ.  Times  XVI.  107. 

Sind  D,  E,  F  die  Mittelpunkte  der  Seiten  BC,  CA,  AB  einei 

sphärischen  Dreiecks   und  0  der  Schnittpunkt   der  Bögen  iJ), 

BE,  CF,  so  ist 

mnAD         smBE         sin  CF         ,^,  ,        .   ,  .  ,  „., 

.   ^y.    =     »  ^E.  =     .   ^„  =    2(cosa  +  cos64-cosc)-^3R 
smOD         smOE         sinOF        '   ^  '  '         "^  '    ' 

Hi. 


A.  Cayley.      On   an  identity  in  spherical  trigonometry. 

Messenger  (2)  I.  145. 
Die  in  Rede  stehende  Identität  ist 

WO  a,  ßy  y  die  cosinus  der  Seiten  sind.    Mit  Hülfe  davon  erhl 

man  bequeme  Ausdrücke  für 

l  +  cos(i4  4-B  +  C)  etc. 

Glr.  (0). 

L.  Lalanne.      Note    sur    quelques    relations    entre   L 
quantit^s  angulaires  des  polyfedres  convexes.' 
0.  R.  LXXIV.  602-604. 

Die  hier  mitgetheilten  Sätze  sind  bereits  bekannt.  V^ 
Baltzer,  Elemente  d.  Math.  II.  p.  223.  St. 

J.  M.  Wilson.     Solid  geometry  and  conic  sections. 

London.    Macmillan.    12»"o. 

Hi. 

CoMPAGNON.     Note  sur  les  ^löments  de  geomdtrie. 

Nouv.  Ann.  (2)  XI.  268-273. 

Die  Formeln  für  den  Inhalt  einer  Pyramide  und  einer  a 
gestumpften  Pyramide  werden  mit  Hülfe  des  Satzes  abgeleik 
dass  eine  Pyramide,  welche  zur  Basis  ein  Parallelogramm  hs 
von  einer  durch  zwei  gegenüberliegende  Kanten  gelegten  Ebei 
halbirt  wird.  Seht 
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EHRiNGER.      ücber    die    Kugelzone.     Schlömiich  z.   xvii. 

255-256. 

Die  Note  bebandelt  einen  neuen  Satz  von  dem  Flächeninhalt 
T  krummen  Oberfläche  der  Eugelzone,  welcher  aussagt,  dass 
irselbe  gleich  dem  Flächeninhalte  einer  Ellipse  ist,  deren  Halb- 
cen  gleich  den  Sebnen  sind,  die  mau  in  einem  Axenschnitt  der 
ugelzone  von  den  Endpunkten  des  Durchmessers  eines  Grund- 
reises nach  dem  einen  Endpunkte  des  Durchmessers  des  andern 
rundkreises  ziehen  kann.  Anwendungen  auf  die  Eugelkalotte 
id  auf  die  ganze  Kugel  schliessen  sich  daran.  T. 

.    Ziegler.      Einfache  Theorie    der    stereographischen 

Projection.    Hoffmann  Z.  III.  151-154. 

Der  Verfasser  zeigt  die  Verwendung  des  Gegenstandes  für 
n  Gymnasialunterricht.  H. 

.  JuNGHANN.     Kiystallometrische  Formeln.    Schlömiich  z. 

XVII.  445-464. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  die  Behandlung  der  krystallome- 
schen  Aufgaben  sich  vereinfacht,  wenn  man  darauf  statt  der 
lalytischen  Geometrie  oder  der  sphärischen  Trigonometrie  das 
rincip  der  Tetraedrometrie  anwendet.  Pr. 

Krejci.      Anfänge    der    mathematischen   Kiystallo- 

graphie.    Casopis  I.  60-71.  (Böhmisch.) 


Capitel  4. 
Darstellende  Geometrie. 
kBNi£R.   !^14ments  de  g^om^trie  pratique.  8^o  avec  un  atlas 

n  folio.    Paris.    Gauthier-Villars. 

PortiKlur.  d.  Math.  IV.  2.  18 
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DE  LA  GouRNERiE.     Trait^  de  gi^om^trie  descriptive, 

Paris.   Gauthier- Villars. 

Leroy.    Trait^  de  g^om^trie  descriptive.    9«  Edition  rem  et 

annot^e  par  M.  Martelet.    4».  avec  atlas.    Paris.   Gauthier« VilluB. 

0. 

W.  H.  CoLLiNs.      Perspective,    or  the  art  of  drawing 

what  One  sees.     8^^.    London.   Longmans. 

Hi. 

W.  Chitty.    Linear  perspective,  in  theory  and  practioe, 

4»o.   (Man.  Heywood).    London.   Simpkin. 

Hi. 

Percival  Frost.     Elementary  treatise  on  curve-tracing:; 

8^0.  London.  Macmilian. 

m. 

G.  Del  AB  AR.     Anleitung  zum  Linearzeichnen.   Heft  10. 

Freibarg  i.  B.    Herdlein. 
Das  vorliegende  Heft  (s.  F.  d.  M.  III  p.  254)   enthält  An- 
leituDgen  zum  CoDstruiren  und  Zeichneu  der  wichtigsten  Maschinen- 
theile.  0. 

A.   Brupe.      Das    Zeichnen    der    Stereometrie. 

J.  Mai  er. 
Eine  Reihe  elementarer  Constructionsaufgaben  derStereometii 
sind  in  einem  gegebenen  Würfel,  von  welchem  ein  perspectiv 
Bild  auf  der  Zeichenebene  entworfen  ist,  und  bezogen  auf  dci*l 
selben,  ausgeführt.  Ausser  den  ersten  Vorbereitungen  sind  eifiif^] 
Krystallformen,  welche  aus  dem  Würfel  hervorgehen,  dieSchoilt'{ 
linien  verschiedener  einfacher  Körper,  die  Kegelschnitte  rssi\ 
einige  decorative  Zeichnungen  dargestellt.  Für  einen  Theil  derj 
Constructionen  sind  stereoskopische  Abbildungen  beigegeben. 

Schi. 

C.  Pelz,    lieber  die  Bestimmung  der  Axen  von  Centnt 
projectionen  des  Kreises.   Prag.  Ber.  1871.  2.  Abtii.  ^M. 
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I.  Pelz.      lieber    die    Axenbestimmung    von  [Oentral- 
projectionen   der   Frächen  zweiten  Grades.    Wien.  Ber. 

LXVI.  481-490. 

Die  Bämmtlichen  von  jedem  Punkt  einer  Geraden  P  auf  seine 
olare  bezüglich  eines  gegebenen  Kegelschnittes  2  gefüllten  Senk- 
Bchten  umhüllen  bekanntlich  eine  Parabel,  welche  vollständig 
estimmt  ist  durch  die  Brennpunkte  ff  von  H  und  den  Pol  p 
er  Geraden  P,  da  sie  die  Axen  von  £  und  die  den  Winkel  fpp 
albirenden  Linien  zu  Tangenten  hat;  auch  die  Normalen  in  den 
ehnittpunkten  von  P  und  S  sind  Tangenten  dieser  Parabel, 
liese  Parabel  ist  daher  dieselbe  für  alle  Kegelschnitte  der  mit  £ 
(infocalen  Schaar  und  für  alle  diejenigen  Kegelschnitte,  welche 
"gend  einen  dieser  Schaar  derart  doppelt  berühren  ^  dass  die 
lerflhrungssehne  die  Polare  von  p  ist.  Die  Axen  aller  dieser 
LBgelschnitte  sind  Tangenten  an  diese  Parabel,  ihre  Mittelpunkte 
fegen  also  auf  der  durch  p  und  den  Mittelpunkt  o  von  £  be- 
timmten  Geraden  po,  welche  die  Directrix  der  Parabel  ist.  Diese 
Wbel  wird  nun  fttr  die  vorstehenden  Constructionen  benutzt; 
B  wird  ausführlich  die  Construction  des  Brennpunktes  derselben 
Bd  unter  Anwendung  bekannter  Sätze  die  Construction  des 
[ittelpunktes,  der  Axen  und  Brennpunkte  des  verlangten  Kegel- 
Bhnittes  angegeben  und  ausgeflihrt  und  als  besonderer  Vorzug 
liser  Methode  hervorgehoben,  dass  sie  die  Anwendung  irgend 
bes  Theiles  der  Distanz  gestattet. 

'  Ist  nämlich  in  der  ersten  Aufgabe  ff  der  in  der  Bildebene 
^nde  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises  Kj  dessen  Ebene 
Kir  Tafel  senkrecht  angenommen  wird,  und  C  der  Hauptpunkt, 
o  ist  die  Centralprojection  von  K  ein  Kegelschnitt,  welcher  das 
^ktepaar  ff,  welches  als  einer  der  Kegelschnitte  der  confocalen 
*«haar  mit  den  Brennpunkten  ff  angesehen  werden  kann,  doppelt 
K>  berührt,  dass  Cf  und  Cf  die  gemeinsamen  Tangenten  sind. 

In  der  zweiten  Abhandlung  werden  die  Constructionen  aus- 
reführt,  zunächst  für  das  £otations>Ellipsoid,  das  ein-  und  zwel- 
iehalige  Rotations -Hyperboloid,  deren  Botationsaxe  jedesmal  in 
ler  Bildebene  liegend  angenommen  wird  und  von  welchen  als 
[egeben  vorausgesetzt  wird  der  Schnitt  £  mit  der  Bildebene; 

18* 
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unter  diesen  Annahmen  ist  also  der  gesachte  KegelBcW 
ebenfalls  einer  derjenigen ,  welcher  2  doppelt  bertlhrt^  bo  dsM 
die  Berührungssehne  die  Polare  des  Hauptpunktes  C  ist  An 
Schluss  folgt  noch  eine  Hinweisung  auf  die  allgemeinen  Fl&eliei 
zweiten  Grades  bei  beliebiger  Lage  der  Axen.  Schz. 

D.  Tessari.     Sopra  i  principii  della  projeziene  assono- 

metrica.     Ann.  d.  R.  M.  Ind.  di  Torino  II.  419,  556-566. 

Nach  einem  kurzen  Rückblick  auf  die  Entstehung  der  Theorie 
der  axonometrischen  Projection,  die  Farisch,  Möllinger,  Weissbwii 
Sella  und  Anderen  zu  verdanken  ist,  will  der  Verfasser  die  Ulf 
her  gewonnenen  Resultate  ordnen,  um  diesem  Zweige  der  de* 
scriptiven  Geometrie  den  Charakter  einer  strengen  und  geordnete! 
Wissenschaft  zu  geben,  die  zu  weiteren  Entwickelungen  nm 
Untersuchungen  über  die  unendlichen  geometrischen  Formen  dei 
Raumes  dienen  kann.  Er  erreicht  diesen  Zweck  dadurch,  diri 
er  die  axonometrischen  Operationen  ganz  unabhängig  von  irgeii 
welcher  Rechnung  macht,  indem  er  sie  auf  einfache  Operationef 
der  descriptiven  Geometrie  zurückfuhrt. 

Nach  Vorausschickung  der  Definition  und  der  schon  te{ 
kannten  Haupteigenschaft  der  axonometrischen  Projection 
der  Verfasser  zur  Lösung  von  Problemen  über,  welche  sich 
die  Darstellung  von  Punkten,  Geraden,  Ebenen  und  Flächen 
ziehen.  Von  den  Flächen  betrachtet  er  die  Rotationsflächen, 
einhüllenden,  die  abwickelbaren  und  die  windschiefen  Fiftcl 
Aus  diesen  Beispielen  folgert  der  Verfasser,  —  worin 
Wesentliche  in  der  Methode  der  axonometrischen  Projeetül 
liegt  — ,  dass  die  axonometrische  Projection  einer  objectirii^^ 
Figur  zusammen  mit  ihren  orthogonalen  Projectionen  wOf^ 
3  Goordinaten- Ebenen,  auf  welche  das  System  bezogen  ^ 
auf  zwei  verschiedene  Weisen  aufgefasst  werden  kann.  Erste* 
nämlich  kann  sie  betrachtet  werden  als  eine  wirklich  orthogomk 
Projection  der  Figur,  ausgeführt  auf  eine  gegen  die  3  Coordinatei' 
Ebenen  geneigte  Wand  als  erste  Ebene  der  Projection.  Voi 
dieser  Figur  kann  man  dann  immer  eine  zweite  Projection  tff 
irgend  eine  andere  Ebene  als  zweite  Projectionsebene  bestinimeBi 
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ei  dieser  Auffassung  sind  alle  Operationen  der  axonometrischen 
rojectionen  auf  solche  der  reinen  descriptiven  Geometrie  zurück- 
ef&hrt.  Zweitens  kann  sie  als  eine  genaue  perspectivische  Dar- 
cellang  der  Figur  betrachtet  werden,  in  der  der  Augenpunkt 
m  unendliche  Entfernung  hat.  Hierbei  sind  die  Operationen 
er  Axonometrie  identisch  mit  denen,  die  an  derselben  Figur  im 
:elief  ausgeflihrt  werden  können.  Sobald  es  sich  nun  darum 
andelt,  metrische  Relationen  zu  bestimmen,  muss  die  axono- 
letrische  Projection  nach  der  ersten  Weise  aufgefasst  werden; 
mdelt  es  sich  jedoch  um  descriptive  Eigenschaften,  so  ist  die 
freite  Auffassung  zu  adoptiren.  Jg.  (0.) 

.  Cremona.     Le  figure  reciproche  iiella  statica  grafica. 

Milano.   1872. 

Der  Verfasser  erhält  als  orthographische  Projection  zweier 
Jeiproker  Polyeder  die  reciproken  Diagramme,  die  in  der  gra- 
blgchen  Statik  auf  directem  Wege  dargestellt  werden.  Wie  er 
innert,  hat  Professor  Maxwell  zuerst  diese  Herleitung  gemacht, 
ber  die  von  demselben  betrachteteu  Polyeder  sind,  im  Sinne 
ir  Theorie  der  polaren  reciproken  Figuren  von  Poncelet,  reciprok 
Bezug  auf  ein  gewisses  Rotationsparaboloid,  so  dass  in  den 
*ojectionen  (orthogonal  und  parallel  zu  den  Axen)  die  correspon- 
senden  Seiten  nicht  parallel  sondern  unter  einander  senkrecht 
od;  und  eines  der  Diagi*amme  muss  um  90 '^  in  seiner  eigenen 
bene  gedreht  werden^  damit  es  die  Lage  annimmt,  welche  von 
öm  statischen  Problem  gefordert  wird.  Mit  der  vom  Verfasser  vor- 
elegten  Methode  geben  die  orthogonalen  Projectionen  zweier 
^proker  Polyeder  ohne  Weiteres  die  Diagramme,  welche  in  der 
■"äphischen  Statik  erhalten  werden.  Neben  der  Entwickelung 
ieser  Methode  giebt  der  Verfasser  Anwendungen  der  reciproken 
iagramme  zur  Bestimmung  der  Spannung  und  des  Druckes  in 
itterwerken  (travature  reticolari)  und  betrachtet  zum  Schluss 
nige  lehrreiche  Beispiele.  Jg.  (0.) 

Henri.    Description  d'un  eUipsom^tre.   Ann.  d.  p.  et  Oh. 

(5)  III.  459-460. 

0. 
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A.  Cayley.     On  a  bicyclic  chuck.  Phil.  Mag.  1872.  i 

Die  Beschreibung  eines  Zeichenapparates.  Derselbe  roÜTt 
horizontal  auf  einer  Platte  (indem  er  nicbt  an  der  Innenseite  det 
Axe  der  Drehscheibe,  sondern  an  der  Aussenseite  durch  ein|l 
Gestell  mit  Handgriff  gedreht  wird),  und  trägt  ein  Zeichen1)iettk 
das  sich  unter  einem  festen  von  einem  Steg  getragenen  GriM 
bewegt.  Zwei  Punkte  des  Zeichenbretts  beschreiben  Kreise ;  vd 
der  Griffel  zeichnet  folglich  eine  Curve,  die  ein  fester  Punkt  einer 
Ebene  beschreibt,  die  sich  so  bewegt,  dass  zwei  ihrer  Ponkli 
Kreise  beschreiben;  oder,  was  dasselbe  ist,  den  geometrischeB 
Ort  der  beweglichen  Ecke  eines  Dreiecks,  dessen  Seiten  gegeben 
sind  und  dessen  beide  anderen  Ecken  sich  auf  festen  Kreisel 
bewegen.  Cly.  (M.). 


Capitel  5. 


Neuere  synthetische  Geometrie. 
A.    Ebene  Gebilde. 

Stoll.  Anfangsgründe  der  neueren  Geometrie.  Bensh«* 

Ehrhard  u.  Comp.  ' 

Es  sind  die  ersten  Elemente  der  neueren  Geometrie  mit  Av 
schluss  der  Kegelschnitte  und  unter  Anwendung  allgemeiner  SIH 
auf  den  Kreis  zusammengestellt  mit  der  Bestimmung,  Schiller  (ht 
oberen  Klassen  für  das  Studium  der  neueren  Geometrie  vonali^ 
bereiten.    Es  soll  hier  jedoch  nicht  verschwiegen  werden,  dtfl 
die  Verlagshandlung,  die  Lehrmittelanstalt  J.  Ehrhard  u.  Conf* 
in  Bensheim  an  der  Bergstrasse,   reklamenhafte,   gedruckte  Be* 
censionsschemata  fUr  dieses  Buch  versendet;  es  ist  nothwendlg, 
dass  ein  derartiges  Gebahren  zu  allgemeiner  Kenntniss  gelangt^ 
damit  anderweitige  Becensionen  ttber  Bücher  dieses  Verlages  not 
Vorsicht  aufgenommen  werden  und  derartige  beleidigende  Zu- 
sendungen künftig  unterbleiben.  Schz, 
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f.  Wbyr.      Bestimmung    der   Anzahl   involutorischer 
Elementenpaare  einförmiger  mehrdeutiger  Gebilde. 

Borchardt  J.  LXXIV.  189-193. 

Beweis  des  Satzes:  „Befinden  sich  zwei  gleichartige  ein- 
luige  und  m-  it-deutige  Elenientargebilde  auf  demselben  Träger^ 
besitzen  sie  i[m(m— 1^  +  n(n  —  ly]  involutorische  Elementen- 
are". Sehn. 

d.  Weyr.     Ueber  die  Grundaufgabe  der  Involutionen 
dritten  Grades.   Prag.  Ber.  1872.  28-30. 

Die  bekannte  Eigenschaft  eines  Eegelschnittbttschels,  in 
len  Kegelschnitt,  der  durch  einen  Scheitel  des  Büschels  geht^ 
e  Involution  3'*"  Grades  einzuschneiden,  fllhrt,  wenn  man  aus 
n  Büschel  die  drei  Geradenpaare  herausgreift,  zu  folgendem 
;z:  „Die  Seiten  eines  beliebigen  Dreiecks  schneiden  einen  be- 
)igen  Kegelschnitt  in  drei  Puoktepaaren,  welche  mit  den  drei 
okten,  in  denen  sich  die  Ecken  des  Dreiecks  aus  einem  belle- 
:en  Punkt  des  Kegelschnitts  auf  diesen  projiciren,  drei  Punkte- 
)el  einer  cubischen  Involution  bilden";  und  damit  zur  Lösung 
r  Aufgabe,  eine  durch  zwei  Punktetripel  gegebene  cubische 
Solution  zu  vervollständigen.  Sm. 

Ä.  Weyr.     Ueber  die  Singularitäten  der  zweiten  Ord- 
nung bei  rationalen  ebenen  Curven.  Prag.  Ber.  1872.  59-65. 

Für  aufeinander  bezogene  Punktreiheu,  die  auf  einer 
ionalen  Curve  liegen,  gilt  das  (einfache)  Correspondenz-Prinzip; 
«  setzt  den  Verfasser  in  Stand  die  Zahl  der  Kegelschnitte  zu^ 
aitteln,  welche  di^rch  4,  3,  2,  1,  keinen  gegebenen  Punkt  gehen 
1  die  Curve  bz.  2-,  3-,  4-,  5-,  6-punktig  berühren;  der  allgemeine 
iz  heisst:  durch  ß  beliebige  und  y  auf  der  Curve  gelegene 
ikte  gehen  4(2«  +  /?+^  — 5)  Kegelschnitte,  welche  mit  der 
ve  *  =  6  — /?— y  unendlich  nahe  Punkte  gemein  haben;  als 
onders  interessanter  Specialfall  wird  der  erwähnt,  wo  zwei  der 
ebenen  Punkte  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  sind.    ' 

Sm. 
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EiM.   Weyr.      Nota    intorno    alle   involuzioni  di  grado 

qualunque.     BattagUni  G.  X.  165-169.  If 

Der  Herr  Verfasser  beweist  algebraisch  einen  Satz  flir  ein 
allgemeines  w,  den  er  früher  schon  für  h  =  3  bewiesen  und  ange- 
wandt hat.  Dieser  Satz  sagt  aus ,  dass  die  Gruppen  einer  h- 
volution  n^^^  Ordnung,  welche  zwei  n-fache  reelle  oder  imagioin 

Elemente 'enthält,  ^\Z       Paare    von   projektivischen   Beihei 

bilden,  für  welche  die  beiden  n-fachen  Elemente  Doppelelemeiii 
sind.  Wenn  eine  solche  Involution  von  den  Strahlen  eines 
Strahlbüschels  gebildet  wird,  dessen  n-fache  Elemente  die  nadi 
den  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkten  hingehendei 
Strahlen  sind,  so  theilen  die  einer  Gruppe  angehörigen  itStrahle| 
den  vollen  Winkel  2n  in  2n  gleiche  Theile;  oder  die  Schi 
der  einem  Kreise  einbeschriebenen  regulären  n-Ecke  bilden 
der  Peripherie  eine  Involution  w*^'"  Ordnung  mit  zwei  n-fachei 
Punkten,  welche  in  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  fallen. 

Von  den  weiteren  Anwendungen  des  oben  ausgesprocheneB 
Satzes  möge  hier  noch  der  folgende  allgemeinere  hervorgehobei 
werden.  l)8t  C„  eine  ebene  rationale  Curve  vom  Geschlechte  dAI 
und  der  Ordnung  w,  [Cp']  ein  Büschel  von  Curven  von  derOnl» 
nung  p,  von  dessen  Basispunkten  q  auf  C»  liegen,  so  dass  jdb 
Curve  des  Büschels  C«  in  (np  —  q)  veränderlichen  Punkten  b^ 
gegnet,  also  auf  C„  eine  Involution  (np—qy*'^  Ordnung  bestimil 
wird,  und  haben  ausserdem  zwei  der  Curven  des  Büschels  flt 
Cn  eine  Berührung  von  der  Ordnung  wp  — g  — 1,  so  hat  die  fr 
volution  die  besondere  Eigenschaft,  dass  ihre  Gruppen  projektivifleb 
Reihen  bilden,  und  dass  die  Doppelpunkte  irgend  welcher  zwd 
dieser  Punktreihen  die  Berührungspunkte  von  C»  mit  den  beides 
ausgezeichneten  Curven  des  Büschels  sind.  Analoges  gilt  aaek^ 
wenn  C„  eine  Raumcurve,  und  (Cp)  ein  Flächenbttschel  p**'Orf- 
nung  ist,  dessen  Basiscurve  C»  in  q  Punkten  begegnet 

Schi 

R.  W,  Genese.     The  converse  of  PascaFs  theorem. 

MeBseoger  (2)  I.  146 
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D.  Wbyr.      Evaluation    du    rapport  anharmonique   de 
quatre  droites  passant  par  un  point  et  touchant  deux 

COniqueS.    Borchardt  J.  LXXV.  67-75. 

S=0  und  S'  =  0  seien  die  in  homogenen  Goordinaten  dar- 
^stellten  Kegelschnitte.  Das  anharmonische  Verhältniss  der  vier 
kraden,  welche  durch  einen  Punkt  {x\y\z^)  gehen  und  jene 
wei  Kegelschnitte  berühren,  ist  eine  Function  der  .variabeln 
j/,y',*')  und  dör  in  S  und  S'  auftretenden  Constanten.  Sie  zu 
estimmen,  ist  das  Ziel  der  vorliegenden  Arbeit. 

Hat  das  anharmonische  Verhältniss  den  Werth  —1,  bilden 
Iso  jene  vier  Geraden  vier  harmonische  Strahlen,  so  ist  der  Ort 
er  Paukte  (a;'y'»')  ein  Kegelschnitt,  der  durch  F==0  dargestellt 
ri.  Diese  Function  F  ist  eine  Covariante  der  Formen  S  und  S\ 
ezeichnen  J  und  ä*  die  Discriminanten  von  S  und  S',  so  wird, 
ttin  X  jenes  gesuchte  anharmonische  Verhältniss  bezeichnet, 
bestimmt  durch  die  Gleichung 

mag  bemerkt  werden,  dass,  wenn  die  eine  Wurzel  dieser 
eichung  das  anharmonische  Verhältniss  angiebt,  die  andere 
Qrzel  der  reciproke  Werth  dieses  Verhältnisses  ist.     Sehn. 

k  Weyr.    Ueber  Kreisdreiecke.   Casopis  l.  24-29.  (Böhmisch.) 

Der  Verfasser,  von  der  stereographischen  Projectionsmethode 
isgehend,  behandelt  von  drei  Kreisbögen  gebildete  geschlossene 
>en6  Figuren,  welche  er  Kreisdreiecke  nennt.  Zunächst  beweist 
\  dass  man  drei  beliebige  Kreise  der  Ebene  als  stereographische 
rojectionen  dreier  grössten  Kugelkreise  betrachten  kann,  d.  h. 
Iso,  dass  man  jedes  Kreisdreieck  als  Projection  eines  sphärischen 
teiecks  ansehen  kann.  Wenn  A^  A^  A^  die  drei  Scheitel  eines 
feigdreiecks  sind,  so  schneiden  sich  je  zwei  durch  einen  solchen 
*heitel  gehende  Kreisbögen  bei  gehöriger  Verlängerung  in  einem 
-iteren  Punkte,  wodurch  drei  neue  Punkte  A\  A\  A\  entstehen, 
'Iche  als  den  ersteren  A^^  A^  A^  conjugirt  bezeichnet  werden, 
e  durch  zwei  conjugirte  Punkte  gehenden  Kreise  werden  Trans- 
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varsalkreise  genannt.  Solcher  giebt  es  also  im  Kreisdraecke  drei  n« 
Systeme.  Zu  jedem  Kreisdreieck  gehört  ein  sogenannter  Haapikieigf  ye 
dessen  Mittelpunkt  0  das  Radicaicentrum  der  drei  das  Kreisdräed 
bildenden  Kreise  ist  und  dessen  Durchmesser  der  Länge  der 
kleinsten  durch  0'  gehenden  Sehnen  der  drei  Kreise  gleich  ii 
Jedem  Satze  aus  der  Geometrie  des  sphärischen  Dreiedi 
entspricht  ein  Satz  über  Kreisdreiecke  und  umgekehrt,  z.  B.: 


„Die  grössten,  die  inneren 
Winkel  eines  sphärischen  Drei- 
eckes halbirenden  Kreise  haben 
einen  gemeinschaftlichen  Durch- 
messer," 


„Die,    die    inneren  WinU 
eines  Kreisdreieckes  halbireod« 
Transversalkreise  sind  Ghorddt 
kreise;    d.  h.   haben  zwd  fi'^ 
meinsame  Schnittpunkte.' 


In  ähnlicher  Weise  folgen   noch   nachstehende  Sätze  flbe 
Kreisdreiecke.     „Die   sechs  Transversalkreise    im  Kreisdrded   |^ 
welche  die  äusseren  und  inneren  Winkel  halbiren,  schneiden  A 
viermal  zu  dreien   in  je  zwei  Punkten.     So  ergeben  sich  ü   jg 
Punktepaare  QQ'  und  es  ist  für  jedes  derselben  0  ein  Punkt  ii  , 
Verbindungslinie  OO'  und  OQ-ÖÖ^  =  P\  wenn  P  den  RadiuB  4« 
Hauptkreises  bedeutet". 

„Die  Transversalkreise,  welche  die  Gegenseiten  rechtwinidig 
durchschneiden,  sind  Ghordalkreise^« 

„Die  Transversalkreise,  welche  die  Aussenwinkel  des 
dreiecks  halbiren,  schneiden  die  Gegenseiten  in  Punkten 
Kreises,  welcher  den  Hauptkreis  in  diametralen  Punkten  schnei 
Dasselbe  gilt  von  zwei  inneren  und  dem  dritten  äusseren 
halbirenden  Transversalkreise." 

„Wenn  man  die  Pole  der  Seiten  des  Kreisdreiecks  (th 
wird  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  den  Endpunkten 
Dreiecksseite  betrachtet)  aus  dem  Punkte  0  auf  die  betreffeiM 
Seiten  projicirt  und  durch  die  Projectionen  und  die  Geganecto 
Transversalkreise  legt;  so  gehen  diese  durch  denselben  Ponki' 

W. 

H.  Schröter.      Zur   v.  Staudt'schen    Construction  des  | 
regulären  Siebenzehnecks.   Borchardt  J.  LXXY.  18-81 

Es  ist  bekannt,  dass  durch  Gauss  (in  den  disqnisitiones  arift- 
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ieae)  seit  Euclid  auf  dem  Gebiet  der  Kreistheiiung  zum  ersten 
e  ein  Fortschritt  gemacht  wurde,  indem  er  den  Satz  bewies, 
By  wenn  die  Theilungszahl  n  eine  Primzahl  und 
«— 1  =  2«-3''-5y-- 

die  Theiiung  sich  auf  die  Auflösung  von  a  quadratischen^ 
abischen,  y  Gleichungen  5*®"  Grades  reducirt;  ist  «  —  1  =  2", 
lat  man  es  also  blos  mit  quadratischen  Gleichungen;  folglich 
Zirkel  und  Lineal  zu  thun.  Es  sind  denn  auch  seit  jener 
indungmehrfache>geometrische  Constructionenfllr  die  einfacheren 
e  gegeben,  so  bald  nach  der  Erfindung  für  das  reguläre 
)ek  von  Paucker,  Rothe,  Erchinger,  später  von  Grunert  (Math, 
rterbuch  Bd.  5  S.  811)  und  v.  Staudt  (Grelle  J.  XXIV.  S.  251), 

letzterem  ohne  Beweis.  Herr  Schröter  hat  die  Construction 
idt's  etwas  practischer  umgeformt  und  bewiesen.  Um  nichts 
Luszusetzen,  schickt  er  die  trigonometrische  Entwickelung,  die 
en  quadratischen  Gleichungen  führt,  voraus;  sie  hat  im  grossen 
zen  einen  ähnlichen  Verlauf,  wie  die  von  Legendre  (Elem. 
Trigonom.  110)  und  von  Grunert  gegebenen;  ist 

COSA.-jy.    =    Cny 

sind  Unbekannte  der  quadratischen  Gleichungen  nach  und 
b  Summen  von  vier,  von  zwei  oder  einer  der  8  Grössen  C,,--, 
Die  geometrische  Construction,  durch  welche  die  Wurzeln 
Gleichungen  und  schliesslich  die  Projectionen  der  Theilpunkte 
einen  Durchmesser  erhalten  werden,  empfiehlt  sich  dadurch, 
9  der  zu  theilende  Kreis  der  einzige  gebrauchte  Kreis  ist; 
birungen,  wie  sie  bei  Grunert  wiederholt  nöthig  sind,  Ver- 
den werden,  besonders  aber  noch  dadurch,  dass  sie  der  Ver- 
emeinerung  fähig  ist,  wie  dies  neuerdings  Herr  Affolter  ge- 
:t  hat ;  die  Operation  geschieht  auf  zwei  parallelen  Tangenten 
Kreises  und  erinnert  an  Riemann's  Transformation  durch  reel- 
le Radien.  Zum  Schlüsse  giebt  Herr  Schröter  die  natürlich  ein- 
ere  analoge  Construction  des  regulären  Fünfecks.        Sm. 

I.  Jackson.     Geometrical  conic  sections:  Elementary 

:eatise.     8vo.  Macmillan.  Hi. 
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H.  J.  Stephen  Smith.     On  the  circular  transformation  |^ 

of  Möbius.     Rep.  Brit.  Ass.  1872. 

Csy. 

D.  Lamplugh.     Proof  that  the  middle  points  of  the  dia- 
gonal» of  a  complete  quadrilateral  are  collinear. 

Messenger  (2)  II.  61-62. 

Der  Beweis  wird  mit  Hülfe  einer  Determinante  geftihrt. 

Glr.  (0.) 

C.  Taylor.   Note  onNewton's  theorem.  Bduc.  Times  xvL2i 

Wenn  ein  Vierseit  einem  Kreise  umschrieben  ist,  so  giebl 
es  einen  Durchmesser  des  Kreises,  welcher  die  drei  Diagonal« 
des  Vierseits  halbirt.  Mit  den  Endpunkten  der  einen  Diagonab 
als  Brennpunkten  lassen  sich  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  ben 
schreiben,  welche  je  durch  die  Endpunkte  einer  der  andeni 
Diagonalen  geht,  mit  deren  Hülfe  der  Beweis  sehr  einfach  wiii 

Hi 

R.  TucKER  and  others.     Solution  of  question  3445. 

Edac.  Times  XVI.  56. 
Zwei   Sehnen   eines   Kreises^   gezogen   durch   einen  feskl 
Punkt  im  Umfange  schliessen  einen  gegebenen  Winkel  ein; 
weise,  dass  die  Kreise,  welche  auf  diesen  Sehnen  als  Durchm« 
gezogen  sind,  sich  auf  einer  Lima^on  schneiden.  Hi 

G.  S.  Carr  and  Miller.     Solution  of  question  3488. 

Educ.  Times  XVL  99. 
Mit  parallelen  Sehnen  einer  Parabel  als  Durchmesgem  werdet  1 
Kreise  gezogen.  Durch  den  Mittelpunkt  eines  solchen  Kreifletj 
und  den  Scheitel  der  Parabel  wird  eine  (rerade  gel^  noA  A 
Schnittpunkte  derselben  mit  dem  Kreise  werden  mit  Aea  Eni' 
punkten  des  obigen  Durchmessers  verbunden.  Finde  den  Ort  dff 
Fusspunkte  der  Senkrechten  vom  Scheitel  der  Parabel  auf  JHeM 
4  Verbindungsgeraden.  HL 
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.  CoTTERiLL.  Solution  of  question  3574.  Educ.  Times 
XVn.  37. 

Zeige,  dass  der  Abschnitt  einer  Tangente  zwischen  den 
gymptoten  eines  Kreises  vom  Radius  ft  constant  und  =  2KV'—1  ist. 

Hi. 

.  CoTTERiLL.  Solution  of  question  3717.  Educ.  Times. 
XYII.  100. 

Wenn  die  Seiten  eines  Pentagons  adbec  eine  Parabel  be- 
ihren,  so  verschwindet  die  Fläche  des  Pentagons  abcde. 

Hi. 

.  Taylor.    A  system  of  geometrical  conics.  Messenger.  (2) 

II.  97-99. 

Die  Arbeit  giebt  einen  Bericht  über  Walker's  „Generating 
Srcle".  Dieser  „generating  circle"  (hier  wird  er  Hülfskreis 
auxiliary  circle**  genannt)  an  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines 
'egelschnittes  ist  der  Kreis,  der  seinen  Mittelpunkt  auf  dem 
ankte  hat  und  zum  Radius  e-mal  die  Entfernung  des  Punktes 
m  der  Directrix.  Glr.  (0.) 

.  Taylor.     Point  reciprocation.   Messenger.  (2)  i.  152. 

.  Der  Satz,  dass  ein  Kegelschnitt  reciprok  in  Beziehung  auf 
Den  Focus  innerhalb  eines  Kreises  sei,  und  zwei  andere  Sätze 
erden  in  einfacher  Weise  bewiesen.  Glr.  (0). 

-.  FoscOLO.  Sui  semidiametri  condotti  dei  vertici  e 
dei  punti  di  Icontatto  di  una  linea  poligonale  inscritta 
0  circoscritta  ad  una  conica.    Atti  di  Torino.  VIL  338-361. 

Der  Verfasser  beweist  auf  geometrischem  Wege  (d.  h.  ver- 
ittelst  der  Projection  eines  Kreises  auf  eine  Ebene,  die  durch 
nen  seiner  Durchmesser  geht)  einige  Sätze  ^  die  ein  voUstän- 
ges  System  von  zusammengehörigen  (allegati)  Radiusvectoren 
aer  Ellipse,  d.  h.  von  solchen,  welche  die  Ellipse  in  n  äquivalente 
K^toren  auflösen.     Dieser  Begriff  zusammengehöriger  Radius« 
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vectoren  kann  mit  passenden  Modificationen  auf  Hyperbel  nni 
Parabel  ausgedehnt  werden.  Jg.  (0.)      |l 

G.  Bruno.    Alcune  proposiziopi  suUe  coniche.  Atti  di  To. 

rito  Vn.  783-798. 
Elementarer  Beweis  einiger  elementarer  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte.  Jg.  (0.). 

F.  RosANES.    lieber  die  coDJugirten  Punktenpaare  in  Be- 
zug auf  einen  Kegelschnitt.   Schiömiich  z.  xvn.  174-I7e. 

Der  Verfasser  theilt  eine  Modification  des  zweiten  Hesse^schei 
Beweises  für  dessen  Satz  mit,  dass  zwei  Punktepaare  ein  dritto 
Paar,  nämlich  dasjenige  bestimmen,  welches  mit  den  beiden  gfl 
gebenen  die  3  Paare  gegenüberliegender  Ecken  eines  vollständij 
Vierseits  bilden.  E 

E.  Gent.  Ueber  den  Zusammenhang  der  Systeme 
jenigen  Punkte,  in  welchen  Kegelschnitte  eine 
gemeine  Curve  dritter  Ordnung  osculiren.  öchlömilck 

XVII.  476-498. 

Herr  Dur^ge  bespricht  im  12*^"  Abschnitte  seines  W( 
„Ueber  die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung"  (Teubner,  1871, 
F. d.M.  III,  p.  271)  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  w 
eine  ebene  Curve  zweimal  dreipunktig  berfthren,  und  die 
Ziehungen  der  Lage  zwischen  den  dadurch  auf  der  Curve 
stimmten  Punktepaaren.  Diese  Eigenschaften  und  Beziehi 
noch  einmal  von  einem  andern  Gesichtspunkte  aus  abzaleitai)' 
und  einige  neue  Resultate  hinzuzufllgen,  stellt  der  Herr  Vei 
als  den  Zweck  seiner  Abhandlung  hin.  Zu  bemerken  ist, 
Herr  Duröge  über  diesen  Gegenstand  auch  eine  besondere  AiM' 
in  den  Prag.  Ber.  1871,  47—63  veröffentlicht  hat,  ttber  wcl* 
Herr  August  im  III.  Bande  d.  F.  d.  M.  p.  272  referirt  hat  JM 
Dai-stellung  des  Herrn  Gent  ist  rein  geometrisch  und  sehr  sii* 
ftthrlich.    Die  wichtigsten  Resultate  sind  etwa  die  folgend^a 

Osculirt  ein  Kegelschnitt  eine  allgemeine  cubisehe  Gorr»  tf 
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iwei  Stellen,  so  geht  die  Verbindungsgerade  durch  einen  der 

9  Wendepunkte,  und  umgekehrt.    Liegen  nun  6  Punkte  P^^  P^, 

I?,;  P,,  F^,  P'j,  zu  den  3  reellen  Wendepunkten  *F„  TT,,  W^  so, 

UmP,  F,  W,,P,  P,  W,,P,  F,  *F.;  P.  F,  W,,P,  F,  W,,P,  F,  »F,; 

P,P,  W^y  Pj  Pj  If,,  Pj,F^  W^  gerade  Linien  sind,    so  ist  das 

Wpel  der  Punkte  P  dem  Tripel  der  Punkte  P  in  gewisser  Weise 

logeordnet   (die   connexen   Inflexionstripel   des   Herrn  Dur6ge). 

Jedes  so  mit  den  drei  reellen  Wendepunkten  in  Beziehung  gesetzte 

B]r8tem  zugeordneter  Osculationspunkte  liegt  immer   auf  einem 

[egelschnitt,  und  jeder  Punkt  des  einen  Tripels  bildet  mit  jedem 

Punkte  des  andern  Tripels  ein  Paar  von  Punkten,  in  denen  ein 

lud  derselbe  Kegelschnitt  je  dreipunktig   osculirt.     Zieht  man 

Cer  in  den  6  Punkten  eines  Systems  einander  zugeordneter 
ilationspunkte  die  Tangenten,  so  schneiden  diese  die  Curve 
k  6  neuen  Punkten,  welche  wieder  ein  solches  System  bilden. 
[>ie  unendlich  vielen  Kegelschnitte,  auf  denen  diese  unendlich 
rielen  Systeme  liegen,  bilden  eine  vollständige  Schaar  mit  doppelt 
langinirer  Bertlhrung,  fUr  welche  die  Gerade  der  drei  Wende- 
pmkte  und  der  Schnittpunkt  ihrer  harmonischen  Polaren  gemein- 
idiaftliche  Seite  und  Gegenecke  unendlich  vieler  Tripeldreiecke 
iaigagirter  Punkte   sind.    Die  Betrachtung   der   drei   speziellen 
%rteine  einander  zugeordneter  Osculationspunkte,  welche  von 
lIhBerQhrungspunkten  der  dreimal  drei  Tangenten  aus  den  drei 
^IhHepunkten  gebildet  werden,  führt  zu  9  Punkten,  in  welchen 
Ä  beiden  Osculationspunkte  eines  Kegelschnitts  zusammenfallen. 
Um  sechspunktige  Berührung  mit  einem   Kegelschnitt  möglich 
in   Bekanntlich  giebt  es  aber  27  solcher  Punkte.    Die  übrigen 
18  werden,  wie  Herr  Gent  zeigt,  durch  die  6  imaginären  Wende- 
fuikte  geliefert.     Die  Berücksichtigung  der  letzteren  führt  am 
/SfUnsse  der  Abhandlung  zu  dem  Resultate,  das  einem  System 
Quander   zugeordneter  Osculationspunkte   ausser  den  6  reellen 
iioA  12  imaginäre  Punkte  angehören;  und  dass  diese  18  Punkte 
^  4  reellen  und  8  imaginären  Kegelschnitten  vertheilt  liegen, 
^  dass  jedesmal  6  einen  und    denselben  Kegelschnitt   bilden. 
^e  Vertheilung  der  dadurch  erzeugten  Kegelschnittschaaren  wird 
gegeben.    Fällt  einer  der  18  Punkte  eines  Systems  in  einen 
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Wendepunkt,  so  fallen  alle  18  Punkte  mit  den  9  Wendepunktei 
so  zusammen,  dass  jeder  Wendepunkt  sowohl  einen  Punkt? 
wie  einen  Punkt  P*  vorstellt.  Die  12  Kegelschnitte  in  denen  diese 
18  Punkte  zu  je  6en  liegen  mttssen,  sind  dann  natürlich  die 
12  Geraden,  auf  denen  die  9  Wendepunkte  zu  je  3en  liegen. 

Seht. 

K.  Küpper,  üeber  Curven  dritter  Ordnung  als  Ein- 
hüllende von  Kegelschnitten.  Prag.  Ber.  1871.  2.  A14 
63-68. 

K.  Küpper.  Beiträge  zur  Theorie  der  Curven  dritta 
und  vierter  Ordnung.    Prag.  Abb.  (6)  V.  1871. 

Die  Untersuchung  bezieht  sich  auf  Kegelschnitte,  w< 
durch  zwei  Doppelpunkte  a  und  6  einer  Curve  vierter  Or( 
gehen  und  dieselbe  ausserdem  in  zwei  Punkten  berühren; 
umschliesst  somit  im  Besonderen  Relationen  zwischen  denj 
Kegelschnitten,  welche  eine  Curve  C^  in  zwei  festen  Pi 
schneiden  und  dieselbe  in  zwei  weiteren  Punkten  tangiren. 
Kegelschnitte^  welche  jenen  Bedingungen  entsprechen,  oi 
sich  in  vier  Systeme,  jedes  derselben  besteht  aus  den  coi 
Polaren  der  Punkte  eines  bestimmten  Kegelschnitts  in  Bezog 
eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  den  beiden  Doppelpunkten  a 
Näher  auf  die  Beziehungen  zwischen  den  in  der  Untenrai 
auftretenden  Gebilden  einzugehen,  würde  an  dieser  Stelle 
weit  führen;  nur  eine  Construction  der  Curven  vierter  0] 
mit  zwei  Doppelpunkten  möge  noch  hervorgehoben  werden. 
derselben  werden  benutzt  zwei  Kegelschnitte  U  und  Q  in 
liebiger  Lage.  Eine  variabele  Tangente  des  Q  möge  den  K( 
schnitt  Erna  und  ß  schneiden;  projicirt  man  alsdann  «mit 
aus  zwei  festen  Punkten  a  und  b  des  Kegelschnitts  H^  so  sei 
sich  die  Projectionsstrahfen  in  zwei  Punkten  r  und  s  einer  Curve  ft 
welche  in  a  und  b  Doppelpunkte  hat.  Ist  die  Gerade  ab  Ttf^ 
gente  an  Q^  so  zerfällt  C^  in  die  Gerade  ab  und  in  eine  iOf*' 
meine  Curve  C\  welche  durch  a  und  b  hindurchgeht. 

Sehn. 
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!^ÖHLFR.   Memoire  sur  la  th^orie  g^omdtrique  des  courbes 
du  troisifeme  ordre.    Nouv.  Ann.  (2)  XI.  21-34,  66-78,  122-127. 

Ausgehend  von  der  Erzeugung  der  Curven  dritter  Ordnung 
irch  ein  Kegelschnittbüschel  und  ein  mit  ihm  projectivisches 
eradenbüschel  giebt  der  Verfasser  eine  synthetische  Entwickelung 
eist  bekannter  auf  jene  Curvengattung  bezüglicher  Relationen. 

Sehn. 

.    DuREGE.      Ueber    die    Formen    der   Curven    dritter 

Ordnung.     Borchardt  J.  LXXV.  153-165. 

Die  Grundlage  für  die  Classification  der  allgemeinen  Curven 
itter  Ordnung,  welche  der  Verfasser  giebt,  bilden  folgende 
Itze :  „Wenn  bei  einer  Curve  dritter  Ordnung  aus  einem  Curven- 
mkte  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Tangenten  an  die  Curve 
äegt  werden  können,  so  hat  jeder  Curvenpunkt  diese  Eigenschaft" 
id  „Wenn  von  einem  Curvenpunkt  vier  reelle  Tangenten  ans- 
ahen, so  besitzt  die  Curve  allemal  auch  solche  Punkte,  bei 
5nen  die  vier  von  ihnen  ausgehenden  Tangenten  alle  imaginär 
nd,  und  umgekehrt".  Demgemäss  zerfallen  alle  Curven  dritter 
jrdnung  ohne  Doppelpunkte  in  zwei  Gattungen.    Zur  „ersten" 

hören  diejenigen  Curven,  aus  deren  Punkten  theils  vier  reelle, 
vier  imaginäre,  niemals  aber  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre 
jenten  an  die  Curve  gelegt  werden  können,  zur  „zweiten" 

jenigen,  bei  denen  aus  jedem  Punkte  zwei  reelle  und  zwei 
Ümginäre  Tangenten  an  die  Curve  gehen.  Beide  Gattungen 
jpgen  eine  wesentliche  Formverschiedenheit.  Indem  man  zwei 
pi  Unendliche  sich  erstreckende  Curvenäste,  welche  der  nämlichen 
geradlinigen  oder  parabolischen)  Asymptote  sich  anschliessen, 
^  im  Unendlichen  zusammenhängend  betrachtet,  hat  man  bei 
1^  Curve  erster  Ordnung  zwei  getrennte  Theile  zu  unterscheiden, 
hx  Art,  dass  der  eine  lauter  Punkte  enthält,  von  denen  vier 
r«dle,  der  andere  lauter  solche,  von  denen  vier  imaginäre  Tan- 
t^Qten  ausgehen,  während  die  Curven  zweiter  Gattung  aus  einem 
"iozigen  vollständig  zusammenhängenden  Theile  bestehen.  Diese 
'ormimterschiede  hat  Möbius  bereits  als  die  wesentlichen  erkannt. 

fortKshr.  d.  Math.  IV.  2.  19 
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Je  nachdem  nunmehr  die  unendlich  ferne  Gerade  ausser  dem 
einen  reellen  Punkt,  den  sie  stets  mit  der  Curve  gemein  hat,  diese 
noch  in  zwei  imaginären,  oder  zwei  reellen  oder  zwei  zusammen-  |i 
fallenden  Punkten  triflft,  in  welchen  drei  Fällen  die  Curve  ent- 
weder eine  oder  drei  geradlinige  Asymptoten,  oder  endlich  eine 
geradlinige  und  eine  parabolische  Asymptote  hat,  lassen  akli 
noch  für  jede  Gattung  drei  Unterabtheilungen  unterscheiden. 
Das  Eintheilungsschenia,  zu  dem  der  Verfasser  gelangt,  ist  mithin 
folgendes; 

Erste  Gattung.  Die  Curve  besteht  aus  zwei  getrenntei 
Theilen  U  und  S;  aus  jedem  Punkte  von  Ü  gehen  vier  reelle, 
aus  jedem  Punkte  von  S  vier  imaginäre  Tangenten  an  die  Gurre. 
U  erstreckt  sich  in's  Unendliche  und  schliesst  sich  mit  seinei 
beiden  Aesten  derselben  Asymptote  an. 

a)  Eine  gerade  Asymptote.    S  bildet  ein  Oval. 

b)  Drei  gerade  Asymptoten.  S  besteht  aus  zwei  im  Unerf 
liehen  zusammenhängenden  Stücken,  deren  Aeste  sich  paarweal 
den  beiden  anderen  Asymptoten  nach  Art  einer  Hyperbel  J* 
sehliessen. 

c)  Eine  gerade  und  eine  parabolische  Asymptote.  S  h 
aus  einem  in's  Unendliche  gehenden  Stücke,  dessen  Aeste 
einer  Parabel  anschliessen. 

Zweite  Gattung.    Die  Curve  besteht  aus  einem  ei 
im  Unendlichen  zusammenhängenden  Theile.    Aus  jedem 
punkte  gehen  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Tangenten  an 
CuiTC. 

a)  Eine  gerade  Asymptote.    Die  Curve  besteht  aus 
Stücke,  dessen  unendliche  Aeste  sich  der  Asymptote  anschli 

b)  Drei  gerade  Asymptoten.  Die  Curve  besteht  ans  dtrf 
in's  Unendliche  gehenden  Stücken;  je  zwei  nicht  demselben  StO^ 
angehörende  Aeste  sehliessen  sich  derselben  Asymptote  an. 

c)  Eine  gerade  und  eine  parabolische  Asymptote.  Die  Corr« 
besteht  aus  zwei  in's  Unendliche  gehenden  Stücken.  Der  ein« 
Ast  jedes  Stückes  schliesst  sich  der  geraden,  der  andere  to 
parabolischen  Asymptote  an.  [ 

Im  zweiten  Theile  der  Arbeit  wendet  sich  der  Verfasser « 


I 
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einer  Reihe  bemerkenswerther  Eigenschaften,  welche  sowohl  dem 
Tieil  U  der  Curven  erster  Gattung,  welcher  gesondert  betrachtet 
»fird,  als  auch  den  Curven  zweiter  Gattung  zukommen. 

Da  von  dem  Theile  S  der  Curve  erster  Gattung  keine  reellen 
ÜBDgenten  ausgehen,  so  enthält  V  sämmtliche  reelle  Tangential- 
«okte,  S  dagegen  keine.  Auf  U  liegen  daher  auch  die  reellen 
l^eodepunkte  w,  w\  io*'.  Ferner  zeigt  sich ,  dass  von  den  vier 
m  einem  auf  U  liegenden  Punkte  ausgehenden  reellen  Tangenten 
imer  zwei  den  Theil  U  und  zwei  den  Theil  S  bertlhren.  In 
eser  Beziehung  verhält  sich  also  der  Theil  V  ganz  wie  eine 
irve  zweiter  Gattung;  es  gehen  nämlich  von  jedem  Punkte 
38er  Curven,  welche  unter  dem  Namen  f/-Curven  zusammengefasst 
3rden,  zwei  reelle  Tangenten  an  dieselben.  Wählt  man  statt 
les  beliebigen  Punktes  auf  einer  f/-Curve  einen  reellen  Wende- 
inkt,  80  ist  die  eine  dieser  reellen  Tangenten  die  Wendetangente, 
ährend  die  andere  die  l/-Curve  in  einem  Punkte  d  berühren 
ag.  Diese  Punkte  rf,  d%  d",  welche  den  drei  reellen  Wende- 
inkten  «?,«?',«?"  entsprechen,  liegen  in  folgender  Reihenfolge: 
u>'  d"  w  df  «r"  rf,  so  dass  also  jeder  Wendepunkt  zwischen  den- 
inigen  beiden  Punkten  d  gelegen  ist,  welche  den  anderen  beiden 
fendepunkten  entsprechen.  Die  Punkte  d  theilen  die  Curve  U 
A  drei  Theile,  in  deren  jedem  ein  reeller  Wendepunkt  enthalten 
IAk  Zieht  man  nunmehr  von  einem  beliebigen  Punkte  t  die 
Wien  reellen  Tangenten  an  die  l/-Curve,  so  liegt  ein  Berührungs- 
piikt  stets  in  demselben  Abschnitt,  wie  der  Tangentialpunkt. 
Legt  man  von  diesem  wiederum  die  beiden  reellen  Tangenten 
vid  zeichnet  den  Berührungspunkt  aus^  welcher  in  demselben 
Abfiebnitt  gelegen  ist,  und  setzt  dies  Verfahren  ohne  Ende  fort, 
•0  nähert  sich  der  Berührungspunkt  unaufhörlich  dem  in  dem 
Abgehnitte  gelegenen  Wendepunkte,  indem  er  abwechselnd  von 
ier  einen  Seite  des  letzteren  auf  die  andere  hinübergeht. 

Aus  der  Uebereinstimmung,  welche  die  betrachteten  Curven 
iß  ihren  Eigenschaften  zeigen,  lässt  sich  ersehen,  auf  welche 
W'eise  eine  Curve  der  ersten  Gattung  in  eine  der  zweiten  über- 
saht   Indem  nämlich  bei  einer  Curve  der  ersten  Gattung  der 

^heil  S  in  einen  Punkt  zusammenschrumpft,  entsteht  eine  Curvo 

19* 
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mit  einem  isolirten  Doppelpunkt,  und  diese  geht  in  eine  Curve 
zweiter  Gattung  über,  dadurch  dass  S  in  allen  seinen  TheiteQ 
imaginär  wird.  Bei  diesen  Uebergängen  behält  der  Theil  ü  die 
Eigenschaften,  die  ihm,  wenn  er  für  sich  allein  betrachtet  wird, 
in  seinen  reellen  Punkten  zukommen.  Die  Gurven  mit  einen 
Doppelpunkt  entstehen  dadurch,  dass  der  Theil  S  mitdemThöle 
U  sich  verbindet  und  zur  Schleife  wird.  Diese  Curven  gehör» 
weder  zur  ersten,  noch  zur  zweiten  Gattung,  oder  wenn  mu 
will,  gleichzeitig  zu  beiden,  indem  sie  mit  jener  das  gemein  habei, 
dass  von  ihren  Punkten  theils  nur  reelle,  theils  nur  imagioiit 
Tangenten  auslaufen,  mit  dieser  dagegen  das,  dass  sie  nur  ail 
einem  zusammenhängenden  Theile  bestehen.  Sehn. 

H.  Grassmann.      Zur   Theorie   der  Ourveu  dritter  Ord^ 

nung.    Gott.  Nachr.  1872.  5a5.509. 

Bei  einer  Curve  dritter  Ordnung  lassen  sich  zwei  Züge  untrf 
scheiden,  von  denen  der  eine  durch  jede  Gerade  in  einer  oft* 
graden,  der  andere,  der  auch  imaginär  werden  kann,  in  einef 
graden  Anzahl  von  Punkten  geschnitten  wird.  Den  eiöei 
nennt  der  Verfasser  den  Hauptzug,  den  anderen  den  NebeB- 
zug.  Ist  der  Nebenzug  reell,  so  liegt  nach  der  ClaBsificatioD 
Curven  dritter  Ordnung,  welche  Herr  Duröge  gegeben 
(Borchardt  J.  LXXV.  153  s.  p.  277)  eine  Curve  erster  6i 
vor,  und  zwar  ist  der  Nebenzug  derjenige  Theil,  von  d( 
Punkten  keine  der  möglichen  vier  Tangenten  reell  ist, 
Hauptzug  aber  derjenige,  von  dessen  Punkten  aus  vier 
Tangenten  an  die  Curve  gehen.  Ist  der  Nebenzug  imaginär, 
gehört  die  Curve  der  zweiten  Gattung  an,  von  jedem 
des  Hauptzuges  gehen  alsdann  nur  zwei  reelle  Tangenten  • 
die  Curve. 

Man  denke  nunmehr  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  eia» 
ungrade  Anzahl  n  von  einfachen  festen  Punkten  a^,  a|,—fl»-ö' 
ziehe  von  a^  durch  einen  beliebigen  Punkt  x^  eine  Gerade,  wdeh 
die  Curve  zum  drittenmale  in  x^  schneidet,  ziehe  von  a?,  duri 
«2  eine  Gerade,  welche  die  Curve  zum  drittenmale  in  x^  gchnriW 
U.  8.  f.  zuletzt  von  x„  durch  a«  eine  Gerade,  welche  die  Cto^ 
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ira  drittenmal  in  or„-^.i  schneidet.  Die  Frage:  Unter  welchen 
edingungen  und  wie  oft  wirda^nf-i  mit  a?,  zusammenfallen,  wird 
80  ein  geschlossenes  Polygon  entstehen?  ist  der  Gegenstand  vor- 
»gender  Arbeit  Es  wird  darüber  Auskunft  durch  folgenden 
liz  gegeben:  „Wenn  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  eine  un- 
•ade  Anzahl  n  von  Punkten  gegeben  ist,  von  denen  eine  grade 
Qzahl  auf  dem  Nebenzuge,  die  übrigen  auf  dem  Hauptzuge 
igen,  so  giebt  es  vier  w-Ecke,  deren  Ecken  auf  der  Curve 
igen  und  deren  Seiten  einzeln  durch  die  n  gegebenen  Punkte 
(hen.  Von  diesen  vier  n-Ecken  werden  nur  dann  zwei  ima- 
när,  wenn  der  Nebenzug  imaginär  wird.  Wenn  aber  eine  un- 
ade  Anzahl  der  n  Punkte  auf  dem  Nebenzuge  liegt,  so  ist  kein 
eleck  der  genannten  Art  möglich".  Für  n  =  l  gehen  für 
lupt-  und  Nebenzug  der  Curven  dritter  Ordnung  diejenigen 
genschaften  hervor,  welche  oben  für  die  Tangenten,  die  von 
nem  Punkt  der  CuiTe  auslaufen,  bemerkt  sind.  Sehn. 

.  Schröter,  üeber  eine  besondere  Curve  dritter  Ord- 
nung und  eine  einfache  Erzeugungsart  der  allgemeinen 
Curven  dritter  Ordnung.    Clebsch  Ann.  v,  50-83. 

Die  besondere  Cuitc  dritter  Ordnung,  mit  der  sich  der  Ver- 
•ser  im  ersten  Theil  der  Abhandlung  beschäftigt,  ist  die  Brenn- 
Itektscurve  einer  Kegelschnittschaar,  welche  durch  vier  Tan- 
hten  bestimmt  ist.  Diese  lässt  sich  auffassen  als  der  geometrische 
W  des  Punktes,  für  welchen  das  aus  den  Tangentenpaaren 
B  die  Kegelschnittschaar  gebildete  Strahlsystem  ein  hyperbolisch 
leichseitiges  wird.  Indem  der  Verfasser  nunmehr  diesen  Ort 
J  interessanter  Weise  synthetisch  discutirt,  gelangt  er  zu  dem 
^gebniss,  dass  die  Brennpunktscurve  das  Erzeugniss  zweier 
fojectivischer,  hyperbolisch  -  gleichseitiger  Strahlsysteme  ist, 
eiche  so  liegen,  dass  in^  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
beile  entsprechender  Strahlenpaare  hineinfallen.  Als  Scheitel 
Bser  Strahlsysteme  ist  ein  Brennpunktenpaar  eines  Kegelschnitts 
wählen,  welcher  der  Schaar  angehört.  Das  Erzeugniss  ist 
le  Curve  dritter  Ordnung,  auf  welcher  jedes  Brennpunktenpaar 
les  Kegelschnitts  als  ein  Paar  conjugirter  Punkte  aufzufassen 
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ist;  eine  charakteriatische  Eigenschaft  derselben  ist  die,  dass  die 
in  diesen  Punkten  gezogenen  Tangenten  denselben  Tangential- 
punkt  haben.  Die  Curve  selbst  hat  den  partikulären  Charakter, 
dass  die  imaginären  Kreispunkte  im  Unendlichen  gleichfalls  als 
conjugirte  Punkte  der  Curve  auftreten,  so  dass  ihr  eine  ähnlicke 
Stellung  zu  der  allgemeinen  Curve  dritter  Ordnung  zukommt, 
wie  dem  Kreise  zum  allgemeinen  Kegelschnitt.  Dieser  besondere 
Charakter  ermöglicht  eine  höchst  einfache  Construction,  die  Hot 
Küpper  zuerst  angegeben  hat.  Indem  man  nämlich  in  einer 
Kreisschaar  die  Durchmesser  zieht,  welche  sich  in  einem  Punkte 
der  Ebene  schneiden,  beschreiben  die  Schnittpunkte  derselbei 
mit  dem  Kreise  jene  Curve,  von  der  der  Verfasser  handelt 

Im  zweiten  Theile  wird  die  allgemeine  Curve  dritter  0«t| 
nung  alsErzeugniss  zweier  projectivischer  Strahlsysteme  dargei 
welche  so  zu  einander  liegen,  dass  der  Verbindungsstrahl  ihi 
Mittelpunkte  ein  Theil  entsprechender  Strahlenpaare  ist.  Jede«! 
Strahlenpaar  (x  ^)  des  einen  Strahlsystems  entspricht  ein  Strahle^ 
paar  (^  t])  des  anderen  Strahlsystems ;  diese  geben  VeranlasßUBf 
zu  zwei  Paaren  von  Schnittpunkten 

((r,j/)  und  (1,1?),  ix.fi)  und  (|,y). 
Jedes  dieser  Paare  ist  als  ein  Paar  conjugirter  Punkte  der 
erzeugten  Curve  aufzufassen.  Die  Mittelpunkte  der  StrÄ 
Systeme  treten  gleichfalls  als  ein  derartiges  Punktenpaar  aAj 
Eine  charakteristische  Eigenschaft  solcher  Punktenpaare  ist 
dass  die  beiden  Punkte  eines  Paars  stets  denselben  Tangenl 
punkt  haben.  Irgend  zwei  conjugirte  Punkte  können  wieder  w, 
Mittelpunkte  zweier  anderer  erzeugender  Strahlsysfcenie  aufgcfti* 
werden,  deren  entsprechende  Strahlenpaare  nach  zwei  conjugirtei 
Punkten  der  Curve  gehen,  und  welche  so  liegen,  dass  in  Ä 
Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  Theile  entsprechender  Strahle»- 
paare  hineinfallen.  Daraus  erhellt,  dass  die  gegebene  ErzeuguDJ 
der  Curve  dritter  Ordnung  eine  gewisse  Analogie  bietet  zu  der 
Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  zwei  projectivische  Slraht 
büschel,  doch  mit  dem  Unterschiede ,  dass  die  Mittelpuijikte  der 
erzeugenden  Strahlsysteme  nicht  ganz  willkürlich  auf  der  Curve 
angenommen  werden  dürfen,  sondern  eben  in  coi\ju^rten  Punkte» 
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5r  Curve.  Von  diesen  Gesichtspunkten  ausgehend  entwickelt 
Ji-  Verfasser  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Curve  dritter 
rdnung  und  giebt  zahlreiche  Sätze  über  den  Zusammenhang 
►n  Kegelschnittsgebilden  mit  jener  Curve.  Was  letztere  anbe- 
iflft,  so  muss  auf  die  Arbeit  selbst  verwiesen  werden. 

Sehn.  . 

.  DuREGE.  Ueber  die  Curve  dritter  Ordnung,  welche 
den  geometrischen  Ort  der  J3rennpunkte  einer  Kegel- 
schnittschaar  bildet.    Clebsch  Ann.  V.  83-95. 

Die  allgemeine  Curve  dritter  Ordnung  wird  durch  zwei  pro- 
2tivische  Strahleninvolutionen  erzeugt,  welche  so  zu  einander 
Igen,  dass  in  die  Verbindungslinie  ihrer  Scheitel  Theile  ent- 
rechender Strahlenpaare  hineinfallen.  Von  derselben  Erzeugung 
i  Herr  Schröter  bei  der  Behandlung  der  Curve  dritter  Ordnung 
isgegangen  in  einer  Arbeit,  welche  gleichzeitig  mit  der  vorliegen- 
3n  in  den  Annalen  erschienen  ist  (s.  p.  281).  Während  in  dieser 
BT  Ort  der  Brennpunkte  einer  Kegelschnittschaar,  welche  durch  vier 
angenten  bestimmt  ist,  den  Ausgangspunkt  der  Untersuchung 
ildet,  und  die  Erzeugung  dieses  Ortes  die  Gedanken  auf  die 
iraeugung  der  allgemeinen  Curven  dritter  Ordnung  hinüberleitet, 
«langt  Herr  Duröge  von  der  allgemeinen  Curve  zu  der  speciellen, 
jjiem  er  die  Scheitel  der  Strahleninvolutionen  in  den  imaginären 
Seispunkten  annimmt.  In  der  That  erhält  man  projectivische 
ferolutionen  von  obigem  Character,  wenn  man  aus  zwei  be- 
febigen  Punkten  o  undo'  Tangentenpaare  an  die  Kegelschnitte  einer 
tehaar  legt,  welche  vier  feste  Gerade  berühren.  Die  Durch- 
chnitte  entsprechender  Tangentenpaare  erzeugen  eine  Curve 
ritter  Ordnung,  auf  welcher  sowohl  je  zwei  Durchschnittspunkte, 
ie  nicht  auf  derselben  Tangente  liegen,  als  auch  o  und  o'  con- 
igirte  Pole  desselben  Systems  sind.  Treten  an  die  Stelle  von 
Und  o'  die  imaginären  Kreispunkte  «  und  w',  so  schneiden  sich 
zwei  von  cd  und  od'  an  denselben  Kegelschnitt  gelegte  Tan- 
inlen  in  den  Brennpunkten  dieses  Kegelschnitts;  es  ist  deshalb 
»r  Ort  der  Brennpunkte  diejenige  Curve  dritter  Ordnung,  welche 
irch  die  imaginären  Kreispunkte  hindurchgeht  und  sie  zu  con« 
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jagirten  Polen  hat.  Die  Tangenten  in  diesen  Punkten  schneiden 
sich  auf  der  Curve  selbst;  ihr  reeller  Durchschnittspunkt  ist  der 
Brennpunkt  der  in  der  Schaar  auftretenden  Parabel.  Die  bezeichne- 
ten Singularitäten  der  Curve  lassen  eine  einfache  Construction  dereel-  S 
ben  zu,  welche  Herr  Küpper  zuerst  angegeben  hat,  und  die  nunmelir 
entwickelt  wird.  (Vergl.  den  Bericht  über  die  Abb.  von  H.  Schröter, 
Clebsch  Ann.  V.  50—83  s.  p.  281  )  Zum  Schluss  wird  der  besondere 
Fall  erörtert,  dass  die  projectivische  Zuordnung  der  Strahlenpaarc 
in  den  involutorischen  Strahlgystemen,  welche  die  Curve  dritter 
Ordnung  erzeugen,  der  Art  ist,  dass  die  Doppelstrahlen  einander 
entsprechen.  Es  zerfällt  in  diesem  Fall  die  erzeugte  Curve  in 
eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt.  Sehn, 

A.  V.    BÄCKLUND.    Om  nägra  egeiiskaper  has  den  plai 
kurvan  af  S'*'*'  ordningen.    öfv.  af  Forh.  stockh.  1872. 

Diese  Note  verfolgt  zuerst  eine  schon  frliher  in  derselbei 
Zeitschrift  eingeschlagene  Behandlung  eines  Entsprechens  zwischei 
den  Punkten  einer  Curve  ?y^^^  Ordnung  und  den  Kegelschnitten  ein«, 
Büschels,  vermöge  dessen  diejenigen  Chorden  in  der  Curve  3*"  Ord- 1 
nung,  die  an  einen  und  denselben  Punkt  der  Curve  gezogen  siDd^j 
sich  als  diejenigen  Chorden  in  einem  (beliebig  genommenei) 
Kegelschnitte  abbilden,  die  einen  und  denselben  Kegelscl 
berühren.  Dann  stellt  sie  ein  Entsprechen  dar  zwischen  Punl 
einer  Curve  S'^*^  Ordnung  einerseits  und  einer  gewissen 
von  Curven  4**'''  Ordnung  mit  drei  Spitzen  anderseits.  E^ 
Schäften,  die  sich  auf  einen  gebrochenen  Linienzug  beziehe^ 
welcher  einem  Kegelschnitte  eines  Büschels  eingeschrieben  rii 
und  mittelst  seiner  verschiedenen  Seiten  verschiedene  Keget 
schnitte  des  nämlichen  Büschels  berührt,  übertragen  sich  gewi88a^ 
maassen  auf  Linienzüge,  die  einem  Kegelschnitte  eingeschriebei 
sind  und  verschiedene  Curven  4*"'  Ordnung  der  obengenannte! 
Reibe  berühren.  Bg. 

A.  MiLiNowsKi.    Die  Polaren  der  ebenen  Curven  dritter 
Ordnung  mit  Doppelpunkten.    Pr.  Tilsit. 
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Eg  werden  mit  den  Mitteln  der  Geometrie  der  Lage  die 
polaren  Eigenschaften  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  mit 
Doppelpunkten  entwickelt,  und  zwar-  zunächst  derer  mit  drei 
Doppelpunkten,  die  also  in  drei  Gerade  zerfallen,  dann  derer  mit 
wei  Doppelpunkten,  welche  aus  einer  Geraden  und  einem 
fegelschnitte  bestehn,  endlich  derer  mit  einem  Doppelpunkte. 
Wesentlich  Neues  enthält  die  Arbeit  nicht.  A. 

.  A.  HiRST,    S.  Watson,   J.  J.  Walker.     Solution  of 

questions    3567   RDcI   3509.    Educ.  Times  XVI.  98-99. 

1)  Gegeben  drei  feste  Gerade  /,  m,  n  und  drei  collineare  feste 
inkte  L,  M,  N,  Von  einem  veränderlichen  Punkte  in  /  werden 
3rade  durch  M  und  JV  gezogen,  bis  sie  m  und  n  schneiden,  und 
irch  diese  4  Schnittpunkte  und  L  wird  ein  Kegelschnitt  gelegt. 
ann  ist  die  Einhüllende  dieses  Kegelschnittes  ein  anderer  Kegel- 
ihnitt,  welcher  m  und  n  in  den  Punkten  berührt,  wo  diese  Ge- 
iden  von  /  geschnitten  werden. 

2)  Gegeben  drei  Gerade  /,  w,  n  durch  einen  Punkt  und  ein 
Bster  Punkt  L.  Die  Einhüllende  des  Kegelschnittes,  welcher  / 
)erlihrt  und  ein  Paar  Brennpunkte  auf  m  und  n  in  beiden  Ge- 
raden durch  L  hat,  ist  ein  Kreis  mit  L  als  Mittelpunkt. 

Die  letzte  Aufgabe  ist  ein  specieller  Fall  von  der  reciproken 
üar  ersten.  Hi. 

Im.  Weyr.     Ueber  die  involutorischen  Winkelrelationen 
der  Cardioide.    Prag.  Ber.   1871.  69-70. 

Die  Cardioide  wird  aufgefasst  als  die  Fusspunktencurve 
«ines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  o,  wobei  der  Pol  p  auf' der 
ireigperipherie  liegend  angenommen  wird.  Ist  m  der  Mittel- 
Punkt  des  Radius  op,  so  gilt  folgender  Satz  von  der  Cardioide: 
»Verbindet  man  die  Schnittpunkte  der  reellen  Doppeltangente 
'nd  dreier  unter  einander  paralleler  Tangenten  mit  dem  Punkte  m, 
0  erhält  man  drei  Strahlen,  welche  mit  einander  Winkel  von 
OGrad  bilden."  Sehn. 


286  VIII.  Abschoitt.    Beine,  elem.  u.  eynth.  Geometrie. 

R.  TowNSEND  and  J.  J.  Walker,     Solution  of  qiiestion 

3595.    Educ.  Times  XVII.  55-5ß. 

Ist  A  der  erste  Punkt  einer  Cycloide,  P  irgend  eine  Lage 
des  beschreibenden  Punktes,  T  der  unterste  Punkt  des  rollenden 
Kreises;  dann  geht  die  Senkrechte  von  T  auf  die  Gerade  At 
durch  den  Schwerpunkt  des  Bogens  PT,  Hi. 

K.    Hipp  AUF.       Lösung    des    Problems    der    Trisectioa 
mittelst  der  Conchoide  auf  circularer  Basis.    Hoflfmann Z. 

III.  215-240. 
Siehe  Abschn.  I.  Cap.  I.  p.  28. 

C.  Pelz,    lieber  das  Problem  der  Glanzpunkte.    Wien. 
LXIV.  Abth.  II. 

Die  geometrische  Lösung  des  Problemes  der  Glanzpunkl 
d.  i.  die  Bestimmung  derjenigen  Punkte  einer  Curve,  in  welchetj 
ein  von  einem  gegebenen  Punkte  A  kommender  Lichtstrahl  nael 
einem  zweiten  ebenfalls  gegebenen  Punkte  A'  reflectirt  wird,  bfr 
steht   bekanntlich    in    der  Construction    derjenigen    Punkte  der 
Curve,  in  welchen  sie  von  einem  Kegelschnitt  aus  der  durch  A 
und  A^  als  Brennpunkte  bestimmten  Schaar  zugeordnet  ist  (vergl 
das  Referat  zu  den  Aufsätzen  des  Hrn.  Verfassers  über. die  Axei- 
bestimmung  von  Centralprojectionen  p.  262).     Für  einen  Keg«l; 
schnitt  im  Allgemeinen  mit  den  Brennpunkten  FF,  werden  di 
Berührungspunkte  erhalten  als  die  Schnittpunkte  mit  einer  Ci 
dritten  Grades,  welche  auf  dreierlei  Weise  erhalten  werden  kaei: 

1)  als  Ort  der  Schnittpunkte  der  von  A  und  A*  an  Kegel- 
schnitte, welche  F,  F'  zu  Brennpunkten  haben,  gelegten  Tangentea- 
paare ; 

2)  als  Ort  der  Schnittpunkte  der  von  F  und  F'  an  Kcg* 
schnitte,  welche  A,  A*  zu  Brennpunkten  haben,  gelegten  Tw- 
gentenpaare; 

3)  als  Ort  der  Schnittpunkte  gemeinschaftlicher  Tangcntei 
dieser  beiden  Schaaren  confocaler  Kegelschnitte. 

Die  Tangentenpaare  im  ersten  Falle  sind  die  StrahlcDpaan 
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Neier  projectivischer  Involutionen,  welche  den  Strahl  AA'  als 
itsprechenden  gemeinsam  haben  und  daher  die  sogenannte 
Bilbperspectivische  Lage  haben.  Dieselbe  projectivische  Be- 
ehung  kann  bekanntlieh  mittelst  eines  festen  Kreises  und  zweier 
Wspectivischer  Strahlbüschel  hergestellt  werden,  woraus  sich 
ine  leichte  lineare  Construction  der  entsprechenden  Strahlen- 
^sp.  Tangeutenpaare  und  ihrer  Schnittpunkte,  also  der  Curve  C^ 
•giebt.  Diese  Construction  wird  vollständig  ausgeführt,  und 
isserdem  die  hieraus  hervorgehende  Construction  der  von  einem 
arvenpunkt  ausgehenden  Gurventangenten  angegeben. 

Es  sei  schliesslich  noch  gestattet,  an  dieser  Stelle  auf  die 
st  gleichzeitig  veröffentlichten,  wie  es  scheint,  jedoch  wenige 
^ochen  früher  abgeschlossenen  Aufsätze  der  Herren  Sehroeter 
ad  Dur^ge  im  V.  Bande  der  Mathematischen  Annalen  (siehe 
.  282)  zu  verweisen,  welche  dieselbe  Entstehung  der  allgemeinen 
«rve  dritten  Grades  aus  einer  beliebigen  Kegelschnittschaar 
Isp.  als  Erzeugaiss  zweier  halbperspectivischer  Strahlen-Involu- 
onen  und  daraus  fliessende  Eigenschaften  und  Constructionen 
mn  Gegenstand  haben.  Schz. 


B.    Räumliche  Gebilde. 

1^  Mannheim.     Memoire  sur  les  pinceaux  de  droites  et 
>*  les  normalies.,   contenant  uiie   nouvelle  exposition  de 

la  theorie   de  la   courbiire    des   surfaces.    Liouviile  J.  (2) 

XVII.  109-167. 

Die  Theorie  der  Strahlenbündel,  welche  der  Verfasser  in 
''öriiegender  Arbeit  entwickelt,  und  die  sich  daran  schliessende 
^heorie  der  Krümmung  der  Flächen  ist  wesentlich  aus  den  Theo- 
•öien  über  die  Verrückung  starrer  Systeme  erwachsen,  welche 
*r  Verfasser  in  dem  Memoire :  „Etüde  sur  le  deplacement  d'une 
»ure  de  forme  invariable"  (Journal  de  TEcole  Polytechnique, 
ih.  43.  57—122,  siehe  ¥.  d.  M,  IL  654)  veröffentlicht  hat.  Es 
ilingt  ihm  mit  den  einfachsten  Mitteln  auf  rein  geometrischem 


288  VIII.  Abschnitt.    Reine,  elem.  u.  synth.  Geometrie. 

Wege  sowohl  alle  die  wichtigen  Lehrsätze  herzuleiten,  welche 
Kummer  durch  analytische  Behandlung  dieser  Gebilde  (Borchardt  »i 
J,  LVII.)  gewonnen  hat,  als  auch  eine  Reihe  neuer  Eigenschaftei  I 
aufzudecken.    Bevor  ich  daran  gehe,  den  Gedankengang,  weichet  p 
der  Verfasser  nimmt,  zu  skizziren,  ist  es  nothwendig,  mit  einig«! 
Vorbegriffen   vertraut   zu    machen,    welche  Herr  Mannheim  rt 
besonderem  Erfolge  bei  der  Entwickelung  der  Theorie  verwendet 

G  sei  eine  Generatrix  einer  windschiefen  Fläche.  ZwiscW  B; 
den  Punkten  der  Generatrix  und  den  Tangentialebenen  in  diese! 
Punkten  besteht  eine  eindeutige  Wechselbeziehung,  Denkt 
in  einem  beliebigen  Punkte  o  der  Generatrix  die  Tangentialebeoej  a 
so  lassen  sich  alle  Punkte  durch  ihre  Abstände  y  von  o  und  all  ü 
Tangentialebenen,  welche  den  einzelnen  Punkten  entspredM  fc| 
durch  ihre  Neigungen  Y  gegen  jene  Tangentialebene  in  o  be 
stimmen,  und  die  eindeutige  Wechselbeziehung,  zwischen 
gentialpunkt  und  Tangentialebene  lässt  sich  durch  eine  in  I 
auf  y  und  tg  Y  lineare  Relation  darstellen,  welche,  da  y 
tg  Y  gleichzeitig  verschwinden,  in  der  Form 
yigr+Xy  +  fi\gY  =  o, 
worin  A  und  fi  Constanten   bezeichnen,    zum  Ausdruck  gelani 

Indem  man  -^  =  x  setzt,  erhält  die  Relation  die  Form 
tgF 

diese  Gleichung  lässt  sich  auffassen  als  die  Gleichung  einer 
raden  A^  bezogen  auf  G  als  Axe  der  y  und  auf  ein  Perpem 
in  o  als  Axe  der  x.    Ist  a'  ein  Punkt  auf  A,  dem  als  y-Coordi 
oa  und  als  a;-Coordinate  aa*  zukommt,  so  ist  y  ^=x\!gaa'o, 
da  andererseits  y  =  .t  tgF  ist,  so  ist  Y  durch  den  Winkel  fl^< 
dargestellt  oder  auch  durch  den  Winkel,  welchen  der  Radius 
oa*  mit  der  a;Axe  bildet.     Mit  Hülfe  der  Geraden  ^  ist  es  dM 
nach  leicht  möglich  zu  jedem  y  den  Winkel  Y  zu  finden;  ^  ] 
veranschaulicht  daher  das  Gesetz  der  Veränderung  der  F,  wen^  ] 
y  alle  Werthe  durchläuft.     Zu  jedem  Punkt  o   der  Generstrii 
gehört  eine  besondere  Gerade  4,  sie  wird  ^HOlfsgerade^  (dnÄ 
auxiiiaire)  in  Bezug  auf  o  genannt  und  mit  besonderem  ErMf 
den  folgenden  Betrachtungen  zu  Grande  gelegt 
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Wenn  a  auf  der  Generatrix  sieb  ia  das  Uneudliche  entferDt, 
wird  der  correspondirende  Radius  vector  oa'  parallel  mit  A] 
idererseits  gehört  zu  dem  Radius  vector  oc%  welcher  senkrecht 
)geo  A  gerichtet  ist,  ein  Punkt  c  auf  der  Generatrix,  das  ist 
or  Projectionspunkt  des  Punktes  &  auf  dieselbe.  Daraus  folgt, 
UBB  die  Ebene,  welche  die  windschiefe  Fläche  im  unendlich 
itfernten  Punkt  der  Generatrix  berührt,  senkrecht  steht  auf  der 
iDgentialebene  im  Punkte  c,  oder  mit  anderen  Worten,  dass 
e  Tangentialebene  im  unendlich  fernen  Punkt  der  Generatrix, 
»rmal  im  Punkte  c  der  windschiefen  Fläche  ist.  Dieser  Punkt 
ist  gleichfalls  ein  für  die  fernere  Betrachtung  ausgezeichneter 
inkt;  er  wird  „Centralpunkt"  (point  central)  genannt,  und  die 
ingentialebene  in  ihm  „Centralebene'^  (plan  central). 

Ftlr  den  Centralpunkt  c  der  Generatrix  stellt  sich  die  Htllfs- 
Nrade  A  als  eine  Linie  dar,  welche  mit  der  Generatrix  parallel 
nft;  ihre  Gleichung  erscheint  deshalb  unter  der  Form  x  =  k. 
ie  Relation  zwischen  y  und  Y  ist  daher  y  =  A  tg  F.  Die  Con- 
ante  k  heisst  „Vertheilungsparameter  der  Tangentialebenen" 
laram^tre  de  distribution  des  plans  tangents). 

Errichtet  man  in  c  ein  Perpendikel  zu  G  und  schneidet  auf 
emselben  cc'  =  A  ab,  so  ist  c'  ein  durch  den  Charakter  der 
rindschiefen  Fläche  bestimmter  Punkt;  durch  ihn  gehen  hindurch 
pB  Hülfsgeraden,   welche  den  verschiedenen  Punkten  der  Ge- 

fcir\x  entsprechen.  Ist  der  Punkt  &  also  bekannt,  so  wird  zu 
m  Punkt  0*  die  Hülfsgerade  A'  dadurch  gefunden,  dass  man 
itfoV  in  c'  eine  Senkrechte  A'  errichtet. 
'-•  Hieimit  sind  im  Wesentlichen  die  Elemente  dargelegt,  auf 
Nche  der  Verfasser  sich  bei  Betrachtung  der  windschiefen  Flächeu 
■tzt;  die  Probleme,  welche  sich  bieten,  finden  mit  ihrer  Hülfe 
^e  ScKwierigkeiten  ihre  Lösung. 

'     Im  §  II  wendet  sich  der  Verfasser  nunmehr  zur  Entwickelung 
^  Theorie  der  Strahlenbündel. 

Die  Geraden,  welche  der  Betrachtung  zu  Grunde  liegen, 
Hd  durch  einen  ihrer  Punkte  bestimmt,  dieselben  sind  also  zwei 
Miogungen  unterworfen.  Eine  Gerade  G  mit  den  ihr  unendlich 
iben  Geraden  bildet  das  Strahlenbündel  (pinceau  de  droites). 


290 


VTII.  Abschnitt.    Reine,  elem.  n.  synth.  Geotnetrie. 


Dieses  schneide  man  durch  eine  Fläche  S,  welche  von  öina 
getroffen  wird ,  und  trage  von  a  aus  zwei  beliebige  Strecken  A 
und  ac  auf  G  und   dieselben   Strecken   auf  den   benachbartei 
Strahlen  von  den  Punkten  aus  ab;  in  denen  S  geschnitten  wiitj 
Die  Punkte  h  gehören  alsdann  einer  Fläche  Si,   die  Punkte il 
einer  Fläche  Sn  an.  '  Die  Nachbarstrahlen  von  6  können  iMi| 
aufgefasst  werden  als  verschiedene  Lagen  der  Greraden  Gf, 
man  diese  so  verschiebt,  dass  drei  ihrer  Punkte  a,  6,  c,  auf  dwi] 
gegebenen  Flächen  S,  Sij  Sn  gleiten.    Jeder  andere  Punkt 
G  beschreibt    bei    dieser  Verschiebung    eine  Fläcbentrajector 
und  die  Normalen  aller  Flächentrajectorien,  welche  von  den 
zelnen  Punkten  der  beweglichen  Geraden    beschrieben  w( 
gehören  einem   Hyperboloid  an.    Dieses  Hyperboloid  bat 
reelle  oder  imaginäre  Erzeugende,  welche  senkrecht  zu  ß  gemi 
sind;  diese  mögen  G  in  f^  und  f^  schneiden,   denen  wieder 
Flächentrajectorien  F^  und  F^  entsprechen.    Diese  beiden  Fl 
berühren  die  Gerade  G,  also   auch   die  Strahlen    des  Büi 
Somit  ist  der  Satz   von  Malus  gewonnen:    „Die  Strahlen 
Bündels  sind  Tangenten  an  zwei  reellen  oder  imaginären  FlÄel 
Diese  Flächen  heissen  „Brennpunktenflächen"  (surfaces  fo«alei]| 
und  die  Punkte,  in  denen  sie  einen  Strahl  des  Bttndels  berlll 
sind  die  „Brennpunkte"  dieses  Strahls,  die  Ebenen  aber,  w( 
in  diesen  Punkten  die  Brennpunktenflächen  berühren,  die  „Fe 
ebenen". 

Die   Gerade   G    bestimmt    mit  jeder    Nachbargeraden 
Element  einer  windschiefen  Fläche,  „Elementarfläche  des  Bünde 
(surface  6l6mentaire  du  pinceau)  genannt.    Alle  diese  Elemc 
flächen  berühren  die  Brennpunktenflächen  in  den  Brennpni 
/",  und  /"g  von  G.     Nimmt  man  f^  zum  Anfangspunkt,   und 
Senkrechte  in  f^  zur  Axe  der  a?,  so  gehört  in  Bezug  auf  ihn  zaji 
Elementarfläche  eine  Hülfsgerade.    Alle  diese  Hülfsgeraden 
durch  einen  Punkt  f,  welcher  auf  dem  Lothe,  das  in  f^  erricl 
ist,  liegt,  und  dessen  Radius  vector  f^f  mit  der  a;-Axe  den  Winkeln 
bildet,  welchen  die  beiden  Focalebenen  mit  einander  einsehlif 
Ein    Kreis    durch   f,  /;,  /;  hat  /;  f  zum    Durchmesser, 
eine  Gerade  durch  f  schneide  den  Kreis  in  c/,  dessen  senl 
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ojectioD  auf  G  der  Punkt  c  sei.    Die  gezogene  Gerade  ist  eine 
Üfggerade  einer  Elementarfläche,  für  welche,  da/^c'  senkrecht 

dieser  Geraden  steht,  der  Punkt  c  der  Centralpunkt  ist.  Die 
tntralpunkte  aller  Elementarflächen  sind  also  die  senkrechten 
ejeetionen  der  Punkte  des  Kreises  (/"/*,  f^).  Sie  bedecken  ein 
wisses  Stück  c^c^  der  Geraden  G,  welches  gleich  dem  Durch- 
Mser  des  Kreises  ist;  daher  ist  fj.^  =  c^c^  sini/;.  Die  Punkte 
und  c^  sind  von  Kummer  ^Grenzpunkte^  genannt,  und  somit 

der  Satz  gewonnen:  „Die  Focaldistanz  ist  gleich  dem  Abstand 
r  Grenzpunkte,  multiplicirt  mit  dem  Sinus  des  Winkels,  welchen 
I  Foealebenen  bilden".  Die  Centralebenen  in  den  Grenzpunkten 
td  die  Kummer'schen  Hauptebenen;  dass  diese  senkrecht  auf 
lABder  stehen^  liest  man  unmittelbar  aus  der  ebenen  Figur 
,  welche  die  wichtigsten  Elemente  des  StrahlenbUndels  und 
KU  gegenseitigen  Zusammenhang  Tcrsinnlicht.  Somit  wäre 
rden  Hauptzttgen  die  Methode  gekennzeichnet,  welche  der  Ver- 
Mer  bei  der  Untersuchung  der  Strahlenbündel  anwendet;  in 
Ifareff  der  Entwickelung  der  zahlreichen  Eigenschaften  derselben 
Bss  auf  das  Memoire  selbst  verwiesen  werden. 
.  Der  §  III  beschäftigt  sich  mit  den  besonderen  Strahlenbttndeln, 
jMie  aus  Normalen  einer  Fläche  gebildet  sind.    Die  Elementar- 

hen  eines  solchen  Bündels  sind  die  Elemente  von  windschiefen 
en,  welche  Herr  Mannheim  mit  dem  Namen  „normalies" 

liehnet ,  worunter  er  den  Ort  der  Normalen  einer  Fläche  ver- 
welehe  durch  irgend  eine  auf  die  Fläche  verzeichnete  Curve 
imt  sind.  Um  die  Realität  der  Brennpunkte  eines  solchen 
troMilenbündels  zu  beweisen,  geht  der  Verfasser  abermals  von 
pM  Theorem  über  die  Verrückung  eines  starren  Systems  aus. 
iMelbe  lautet:  „Wenn  ein  starres  System  sich  so  verschiebt,  dass 
m  friner  Punkte  auf  vier  festen  Flächen  gleiten,  so  gehen  in 
ÜHn  Moment  die  Normalen  der  Flächentrajectorien  aller  Punkte 
B  Systems  durch  zwei  bestimmte  Gerade^.  Gleiten  die  drei 
rnkte  OjbjC  eines  starren  Systems  auf  einer  Fläche  S,  während 
1  vierter  Punkt  e  auf  einer  Fläche  E  sich  bewegt,,  so  sind  die 
iden  im  Theorem  gekennzeichneten  Geraden  D  und  J  diejenigen, 
dehe  die  vier  Normalen  schneiden,  die  in  a,  b,  o,  e  an  den  be- 


Ifl 


292  VIII.  Abschoitt.     Reiue,  elem.  u.  synth.  Geometrie. 

züglichen  Flächen,  auf  denen  die  Punkte  gleiten,  gezogen  nni 
Denkt  man  b  und  c  unendlich  nahe  an  a,  so  ist  die  Bewegoag 
des  Systems  der  Bedingung  unterworfen,  dass  eine  seiner  Ebenai 
in  einem  Punkte  a  die  Fläche  S  berilhrt,  während  ein  andern 
Punkt  e  sich  auf  einer  Fläche  E  bewegt.  Die  beiden  Genta 
D  und  J  schneiden  nunmehr  drei  Nachbarnormalen  von  S  d 
die  Normale  der  Flächentrajectorie  von  e.  Da  aber  die  V» 
Schiebung  des  Systems  dieselbe  bleibt,  welche  von  den  Nachb» 
punkten  von  a  man  auch  auszeichnen  möge,  so  müssen  die  \miM 
Geraden  D  und  J  alle  Normalen  schneiden,  welche  der  Normale 
in  a  benachbart  sind.  Die  beiden  Ebenen  {A^  D)  und  (i,  J)  b 
rühren  demnach  alle  Normalflächen  (normalies),  deren  Directrlea 
Curven  sind,  die  auf  der  Fläche  S  von  a  auslaufen,  oder  in 
derer  Form  ausgedrückt,  die  Normale  A  beschreibt  bei  allen  müf 
liehen  Bewegungen  des  Systems  Flächen,  welche  dieselben 
Tangentialebenen  (^4,  D)  und  (^4,  J)  haben.  Die  beiden  Geradd 
D  und  J  sind  nichts  anderes  als  die  augenblicklichen  Drei 
(axes  simultanes  de  rotation),  vermittelst  welcher  man  alle 
liehen  Verschiebungen  von  A  erhalten  kann. 

Dass  die  Normalflächen  für  den  Punkt  a  sich  in  dei 
zwei  Punkten  f^  und  /^  der  Normale  A  berühren,  ist  eine 
Schaft 3   welche   unabhängig   ist   von  E.    Wenn  E   sich 
werden  sich  allerdings  die  Geraden  D  und  J  in  der  Lage  M 
indessen  die  Punkte  f^  und  f,^j  in  denen  sie  die  Gerade  A 
werden  dieselben  bleiben.    Es  genügt  also,  um  die  Realität 
Brennpunkte  f^  und  /*,  zu  zeigen,  nachzuweisen,   dass  ein 
reeller  Geraden  D  und  J  existirt.    Diese  Geraden  sind  aber 
zeugende  des  Hyperboloids,  welches  durch  A  und  zwei  Nai 
normalen  bestimmt  ist,  und  zwar  sind  es  diejenigen,  welche  di 
die  Punkte  hindurch  gehen,  in  denen  das  Hyperboloid  voh 
Normale  in  e  getroffen  wird.    Da  man  nunmehr  über  diese 
male  so  disponiren  darf,   dass   sie  das  Hyperboloid  in 
Punkten  schneidet,  so  gelangt  man  zu  zwei  reellen  Genta 
und  J,  welchen  wieder  reelle  Punkte  /*,  und  f^  entspreehen. 

Unter  den  möglichen  Verschiebungen  von  A  giebt  es 
welche  durch  einfache  Rotation  um  jede  der  Geraden  A  ud  ' 
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herroTgebracht  werden.  Bei  einer  einfachen  Drehung  um  D  muss 
i  «ein  Flfiehenelement  beschreiben,  ftlr  welches  die  Ebene  (A^  A) 
Ttogentialebene  ist;  daher  stehen  die  Ebenen  (^A,  D)  und  (^A,  J) 
mkr^eht  auf  einander.  Da  die  Focalebenen  (^A,  D)  und  (^A,  ä) 
iber  seakreeht  auf  einander  stehen,  so  muss,  weil  f^  f^  =^  c^  c^  sin  V', 
Mm  Normalenbttndel  f^  /,  =  c,  c,  sein,  also  Jener  Kreis,  welcher 
M  der  Theorie  der  Strahlenbündel  auftrat,  muss  sein  Centrum 
Mif  il  haben.  Aus  dieser  besonderen  Lage  des  Kreises,  gewisser- 
Baaaaen  der  Characteristik  des  Normalenbündels,  gegen  die  Gerade 
1  wird  nunmehr  die  ganze  Theorie  der  Krümmung  der  Flächen 
mtwickelt.  Sehn. 

k.  Mannheim.  Exposition  sommaire  cTune  th^orie  g^o- 
m^trique  de  la  courbui-e  des  siirfaces.  c,  R.  LXXIV. 
698-602. 

Die  Grundgedanken  der  Krümmungstheorie  sind  angedeutet 
in  dem  Referat:  „A.  Mannheim,  Memoire  sur  les  pinceaux  de 
Aroites  et  les  normalies,  contenant  une  nouvelle  exposition  de  la 
fttorie  delacourbure  des  surfaces.  Liouville  J.(2)  XVII.  109—167«. 
"ftehe  das  obige  Referat.  Sehn. 


i.  Mannheim.     Determination  de  la  liaison  g^ometrique 
'     ciui  existe  entre  les  dldments  de  la  courbure  des  deiix 
^nappes   de  la  siirface  des  centres   de  courbure  prin-' 
..  clpaux  d'une  surface  donnöe.  c.  R.  Lxxiv.  458-461. 

.  Es  sei  A  eine  Normale  zur  Fläche  (S)  und  b  und  c  seien 
$6  Hauptkrümmungscentra  auf  derselben.  Durch  den  Punkt  b 
iWie  man  eine  Normale  B  zu  der  Schaale  (fi),  dem  Ort  der 
Btopikrümmungscentra  6,  und  durch  den  Punkt  c  eine  Normale 
C  10  der  Sehaale  (C),  dem  Ort  der  Hauptkrümmungscentra  c.  Die 
Hinptkrümmungscentra  auf  B  für  die  Schaale  (£)  seien  d  und  e, 
^Uid  diejenigen  auf  C  für  die  Schaale  (C)  seien  g  und  A.  Gegen- 
stand der  Betraehtung  bildet  nunmehr  der  Zusammenhang  zwischen 
^^  Hauptschnitten  von  (£)  und  (C)  und  der  Lage  der  Haupt- 
krflmmaiigscentra  d,  e,  g,  h.  Schb.  . 

Foiticlir.  d.  Math.  IV.  2.  20 
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A.  MANNHEtM.     Becherches  g^m^triques  sur  le  conteet 
du  3®  ordre  de  deux  surfaces.  C.  B.  LXXIY.  866-860,  n^ßi 
Der  Weg,   welchen  Herr  Mannheim  eingeschlageB  hat,  n 
die  Theorie  der  Strahlenbttndel  und  die  Krflmmanggtheorie  der 
Flächen  zu  entwickeln,  hat  ihn  au  einer  Methode  geftbrt,  äl 
besonders  geeignet  erscheint,  zwischen  Flächen  die  Bertthrangtt 
höherer  Ordnung  zn  studiren.    Auf  jeder  Normale  A  einer  FUMi 
S  liegen  zwei  Hauptkrüihmungscentra,  der  Ort  derselben  ist  enl 
zweischalige  Fläche,  jede  Schale  wird  von  der  Normale  A  k» 
rtthrt  in   einem  Hanptkrttmraungscentrum   und   die  Tangeaüih 
ebenen  in  jenen  Punkten  sind  die  Hauptschnitte  der  Flädiol 
für  die  Normale  A.    Die  Berührung  zweier  Flächen  S  und 
in  einem  Punkte  ä  wird   chärakterisirt   durch    eine  ei 
Beziehung    der    beiden  Flächen,    welche    als   Ort    der  Hai 
krtlmmungscentra  den  Flächen  S  und  S'  entsprechen,  und  aus 
gegenseitigen  Verhalten  dieser  beiden  Flächen  wird  auf  die  Ni 
der  Berührung  von  S  und  S*  in  a  geschlossen.    Es  mag 
einige   der   wichtigsten   Resultate  der   Betrachtung   an: 
HerrDupin  hatte  bewiesen:  ,,Wenn  zwei  Flächen  in  einem  Po 
längs  dreier  willkürlicher  Schnitte  sich  osculiren,  so  osculiren 
sich  in  jedem  Schnitte,  welchen  eine  durch  den  Bertthrungspi 
•  gehende  willkürliche  Fläche  erzeugt".    Herr  Mannheim  vei 
meinert   das   Theorem   dahin:    „Wenn   zwei   Flächen   in 
Punkte  längs  vier  verschiedener  Schnitte  eine  Berührung 
Ordnung  haben,  so  haben  sie  in  jedem  Schnitte,  den  eine 
kttrliche    durch   den  Berührungspunkt   gehende  Fläche   ei 
eine  Berührung  derselben  Ordnung".     Wenn  zwei  Flächen  S 
S'  sich  in  einem  Punkte  a  so  berühren,  dass  ihre  Hai 
mungscentra  für  a  übereinstimmen   und  sich  in  ihnett  die 
Flächen  S  und  S'  entsprechenden  Flächen  der  Hauptkrini 
centra  osculiren,  so  bilden  S  und  S'  in  a  eine  Bertthnmg 
Ordnung^.     Endlich  mag  noch  das  Theorem  bemerkt 
„Wenn  zwei  Flächen  S  und  S'  sich  in  einem  Punkte  m  mW 
rühren,  dass  ihre  Krfimmungslinien  eine  Bertthnmg  dritte  M 
nnng  bilden,  so  bilden  die  Flächen  S  und  S'  in  a-  eine  B«f(dU!«V 
derselben  Ordnung.  Stkft     ^ 
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•  Mannheim.     Sur  la  surface  gauclie,  lieu  des  normales 
principales  de  deux  courbes.  Liouviiie  j.  (2)  xvii.  406-418. 

.:r  Herr  de  Saint- Venant  hatte  die  Frage  aufgeworfen  (Memoire 
■  k»  ligne«  eourbe«  non  planes,  J.  de  TEc.  PoL,  30^  cah.): 
UfÜB^  es  auf  def  windschiefen  Fläche,  welche  durch  die  Haupt- 
ii;noialeii  einer  Cur?e  gebildet  wird,  eine  zweite  Curve,  deren 
Riqilnormalen  gleichfalls  die  Erzeugenden  dieser  Fläche  sind?^ 
d  Berr  Bertrand  hatte  die  Frage  beantwortet  (Liouviiie  J.  ( 1 )  XV, 
S3ä)  indem  er  die  Relation  angab,  welche  zwischen  demBadius  der 
Iten  und  dem  der  zweiten  Krümmung  einer  Curve  existiren 
u»^  damit  jene  Forderung  erfüllt  werde.  In  der  vorliegenden 
!iieit  entwickelt  der  Verfasser  durch  elegante  Schlnssweisen  die 
m  Bertrand  aufgestellte  Brclation^  und  indem  er  in  geistvoller 
[eise  auf  die  windschiefe  Fläche,  welche  den  Ort  der  Haupt- 
krmalen  zweier  Curven  bildet,  die  Theorie  der  Strahlenbtindel 
fi  der  Normalenflächen  (normalies)  anwendet,  gewinnt  er  zu- 
Ipeh  eine  Beihe  neuer  Eigenschaften  dieser  Fläche. 
II«;  Nachdem  er  den  Satz  bewiesen:  „Wenn  zwei  Curven  die- 
|P>en  Hauptnormalen  haben^  so  schliessen  die  Osculationsebenen 
hier  Curven  in  den  Punkten,  in  denen  sie  von  ein  und  der- 
en Normale  getroffen  werden,  denselben  Winkel  ein,  welches 
die  Normale  sein  mag",  wird  die  Theorie  der  Strahlen- 
del  mit  jener  windschiefen  Fläche,  dem  Ort  der  Hauptnormalen 
er  Curven,  durch  folgende  Betrachtung  in  Beziehung  gesetzt. 
hueien  (o)  und  (a)  die  beiden  Curven,  welche  dieselben  Haupt- 
len  haben  und  (ff)  die  durch  diese  Normalen  gebildete 
ie'f  G  sei  eine  Generatrix  dieser  Fläche,  welche  jene  beiden 
ktrevL  bezüglich  in  o  und  a  trifll.  Irgend  eine  zweite  Gene- 
41x  &  schneide  diese  beiden  Curven  in  i  und  j.  Denkt  man 
Ktttaiehr  ff  mit  G  zur  Coincidenz  gebracht  so,  dass  i  mit  o  und 
e  Tangentialebene  in  i  an  (6?)  mit  der  Tangentialebene  in  o 
i«ammenfällt,  so  geht  j  in  a  über  und  die  Tangentialebene  in 
fällt  zu  Folge  obigen  Theorems  mit  der  Tangentialebene  in 
zusamiaen.  Indem  man  alle  Erzeugenden  von  (G)  in  dieser 
eise  mit  G  zur  Coincidenz  bringt,  und  gleichzeitig  mit  jeder 
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Erzeagenden  ein  unendlich  kleines  Fläcbenelement  der  Fllclie 
(Cr)  mitgeftihrt  denkt,  so  bilden  diese  unendlich  kleinen  VHäm 
elemente,  die  in  der  angegebenen  Art  bei  der  Generatrix  6  w- 
einigt  sind,  die  Elementarflächen  (surfaces  ölämentures)  äM 
Strahlenbttndels^  in  welchem  o  und  a  die  Brennpunkte  dee  Stny« 
G  und  die  Tangentialebenen  in  o  und  a  die  Fooalebenen  des  BlnMi 
sind.  Dieses  StrahlenbUndel  wird  durch  die  Httlftgeradea  dv 
Elementarflächen  (Vergl.  des  Verf.  Memoire  sur  lee  pinceaozft 
droites,  Liouvllle  J.  (2)  XVII 109-167  p.  287)  untersucht  und 
einfache  geometrische  Betrachtung  jene  Bertand'sche  Relation  |ü 
Wonnen.  Bezeichnet  man  mit  a  den  Focalabstand,  mit  a  dtf 
Winkel  der  Focalebenen  und  bedeutet  g  den  Radius  der  ei 
r  den  Radius  der  zweiten  Krümmung  für  irgend  einen  Pantt 
der  Curve  (o),  so  erscheint  jene  Relation  in  der  Form 

^  ^  tg«  r 

Zugleich  gewinnt  der  Verfasser  zwei  andere  höchst  einfache 
lationen  zwischen  den  Krümmungsradien  entsprechender 
der  Curven  (o)  und  (a).    Sind  r  und  r^  die  Radien  zweiter  n 
Q  und  Q^  die   Radien   erster  Krümmung  in   zwei   Punkten 
Curven,  denen  dieselbe  Hauptnormale  zukommt,  so  ist 

(1)        r^r,  = 


sin  a 


(2)        o.,..=(,-^)(.  +  ^). 

Auf  die  anderen  Theoreme,   die  durch  unmittelbare  Anwe 
der  Sätze  aus  der  Theorie  der  Strahlenbündel  gewonnen 
kann  hier  nicht  näher  eingegangen  werden.  Sehn. 

A.  Mannheim.     Thöor^me  sur  les  courbes  et  les  Fajroil 
de  courbure.    Inst.  XL.  173.  ^u-i 

Siehe  das  Referat  über  die  obige  Arbeit. 
A,  Mannheim.    Gdndralisation  du  th^orfeme  de  Meusnte. 

0.  R.  LXXIV.  372-375. 
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^Krttmnmnggaze  einer  Gurve^  nennt  Herr  Mannheim  die 
hirdischnittsgerade  zweier  in  zwei  benachbarten  Punkten  der 
/onre  errichteten  Normalebenen,  und  „die  Erttmroungsaxe  einer 
llwiekelbaren  Fläche'^  die  Schnittgerade  zweier  Normalebenen, 
Wohe  durch  zwei  benachbarte  Erzeugende  der  Fläche  gelegt 
M.  Mit  Einführung  dieser  Begriffe  giebt  er  den  Satz:  „Wenn 
ie  Curven,  welche  auf  einer  Fläche  gezogen  sind,  in  einem 
unkte  a  eine  Berührung  erster  Ordnung  haben,  so  gehen  die 
irfimmungsaxen  der  Curven  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  durch 
n  und  denselben  Punkt  a^. 

Die  Enveloppe  der  Normalebenen  aller  Punkte  einer  Curve 
nteicbnet  Monge  mit  dem  Namen  Polarfläche  (surface  polaire). 
ie  zweite  Polarfläche  der  Cunre  nennt  Herr  Mannheim  die  En- 
rioppe  der  Ebenen,  welche  normal  gegen  die  erste  Polarfläche 
ireh  die  Erzeugenden  dieser  Fläche  gelegt  sind,  die  dritte 
Marfläche  ist  das  aus  der  zweiten  analog  abgeleitete  Gebilde 
•  0.  w.  Das  Theorem,  mit  welchem  die  Bemerkungen  Mannheim's 
ihhessen^  lautet  nunmehr:  „Wenn  Curven,  welche  [auf  einer 
liebe  g^ogen  sind^  eine  fi-fache  Berührung  haben,  so  haben 
ire  (n— 1)*«»  Polarfläehen  zu  Krümmungsaxen  Gerade,  welche 
Areh  ein  und  denselben  Punkt  gehen^.  Sehn. 


.  Mannheim.     Demonstration  gdometrique  cVune  pro- 
position  due  k  M.  Bertrand.    Liouvilie  J.  (2)  XVII.  403-406. 

Mit  Hülfe  der  Darstellung  der  ^normalies'^  durch  Hülfsgeraden, 
Her  Betrachtungsweise,  welche  in  dem  Bericht  über  des  Verfassers 
6moire  sur  les  pinceaux  de  droites***  näher  auseinandergesetzt 
;  wird  der  Beweis  folgender  von  Bertrand  aufgestellter  Relation 
lieben :  „Wenn  von  dem  Punkte  o  einer  Fläche  zwei  geodätische 
liien  ausgeben,  welche  den  Winkel  0  bilden,  und  v  uod  ip* 
n  bezüglichen  Contingenzwinkel  der  Curven  im  Punkte  o  be- 
uten und  g>  und  g>*  die  Winkel,  welche  zwei  in  o  benachbarte 
iculation^ebenen  jener  Curve  mit  einander  einscbüessen,  so  ist 

tgO  =  i^- 

"P-^'P  Sehn. 
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Em.  Weyr.     Erzeugnisse  mehrdeutiger  Elementargebilde 
im  Räume.    Prag.  Abh.  (6)  V. 

Im  ersten  kürzeren  Theile  wird  das  Erzeugnisu  mehrdeutiger 
£lementargebilde  im  räumlichen  Bündel;  im  zweiten,  demH«i|t' 
theile,  werden  die  beiden  wichtigeren  Fälle  der  mehrdeuttfi 
Beziehung  im  Räume  untersucht,  wo  beide  Elementargebilda  PunlA' 
reihen  oder  Ebenenbüschel  sind.  Der  Hauptsatz  ist:  Wenn  m 
Punktreihen  m  —  n deutig  aufeinander  bezogen  sind|  so  siodfSp 
Büschel,  welche  deren  Träger  zu  Axen  haben,  n  —  m  deutig  Hjf 
einander  bezogen;  das  Erzeugniss  ist  eine  Linienflftohe  im 
(m  +  w)*^"  Grade  „Indice'',  wie  Herr  Weyr  sagt).  Die  LeiäiQiü 
und  mn+m+n  Erzeugende  bestimmen  die  Fläche,  wobei  natüdki 
festzusetzen  ist,  von  welcher  Keihe  (welchem  Büschel)  jede  if 
Leitlinien  Träger  (Axe)  ist.  Es  werden  ferner  die  ebenen  Sehiil 
curven  und  die  umschriebenen  Kegel  betrachtet.  Die  Verzweiggilf- 
elemente  der  erzeugenden  Gebilde  flihren  zu  den  Cuspidalpunkiai 
und  Cuspidalebenen  und  den  singulären  Erzeugenden:  Aufte 
Träger  der  m-deutigen  Punktreihe  (der  Axe  des  ii-deutigejiBtlMM4 
liegen  2m(ti—l)  Guspidalpunkte,  und  durch  ihn  gehen  2 »(«-!} 
Cuspidalebenen;  die  Cuspidalebenen  der  einen  Geraden  gte 
durch  die  Guspidalpunkte  der  andern,  jede  Curve  der  FBflh 
berührt  die  Cuspidalebenen,  jede  umschriebene  Developpiljv 
geht  durch  die  Guspidalpunkte.  Bei  der  Betrachtung  der  Schul 
curve  der  erzeugten  Fläche  mit  einer  beliebigen  andern  FW 
macht  der  Verfasser  das  Versehen,  dass  er  die  OrdnuDg  d«8  fe 
letzteren  umschriebenen  Kegels  (ihren  „Kang^)  mit  der  Kliiie«^ 
wechselt. 

Die  Ordnung  der  Berührungscurve  des  der  Linieaffitab 
umschriebenen  Kegels  ist  2mn,  die  den  Punkten  einer  OanrfBl 
als  Polen  zugehörigen  Berührungscurven  bilden  ein  Bftoehel  «rf 
erzeugen  auf  den  Generatricen  projectivische  Punktrdhu.  V^ 
eine  eigenthümliche  Beziehung,  ^windschiefe  Projection^  gentfA 
wird  endlich  jeder  Guitc  der  Fläche  ein  System  ratioial  ^ 
sie  bezogener  anderer  Curven  der  Fläche  zugeordnet 
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M.  Wetr.     Intorno  alF  involuzione  oubica  nella  quale 
hanno  luogo  proprietä  anarmoniche.    Rend.  d.  ist.  Lomb. 

187L 

Der  Yerfemer  geht  von  dem  anderwärts  von  ihm  bewiesenen 
Meo  ans,  dass  in  einer  enbischen  Involution,  welehe  zwei  drei* 
hhe  Elemente  besitzt,  die  entsprechenden  (einer  Ch'nppe  ang«- 
M^n)  Elemente  projectivisohen  Gebilden  angehören,  welche  in 
61  dreifkchen  Elementen  der  Involution  ihre  Doppelelemente 
iMtsen.  ZunKehst  wird  das  Auftreten  solcher  Involutionen  an 
^cigdschnitten  besprochen  und  hierauf  das  allgemeine  Theorem 
on  der  ift  solchen  Involutionen  auftretenden  Projeetivitftt  auf 
hzelne  besondere  Fälle  angewendet.  Unter  Anderem  werden 
Agende  Lehrsätze  bewiesen:  „Die  Scheitel  der  einem  festen 
ürtise  eingeechriebefnen  regulären  Dreiecke  bilden  eine  cubische 
tFölution  mit  zwei  dreifachen  in  den  imaginären  Ereispunkten 
blegenen  Elementen^.  „Die  Strahlentripel,  welche  den  vollen 
Inkel  in  sechs  gleiche  Theile  theilen,  bilden  eine  cubische 
Smhieninvolution  mit  zwei  dreifachen  durch  die  imaginären  Kreis* 
mkte  gehenden  Strahlen^. 

Die  durch  den  Schnittpunkt  zweier  Inflexionstangenten  einer 
Ü  einem  Doppelpunkt  versehenen  Curve  dritter  Ordnung  hindurch 
dienden  Strahlen  schneiden  dieselbe  in  Punkttripeln,  welche  mit 
Rta  Doppelpunkte  verbunden  zu  den  projectivisohen  Büscheln 
eranlassmig  geben.  Die  gemeinsamen  Doppelstrahlen  der  Bttschel 
nd  die  Tangenten  der  Curve  im  Doppelpunkte''. 

^Die  durch  eine  Axe  einer  Baumcurve  dritter  Ordnung 
nuiarcbgehenden  Ebenen  bestimmen  auf  derselben  Punkttripel, 
dobe  drei  projectivischen  Systemen  angehören.  Die  Doppelt 
Bokte  dieser  Systeme  sind  Berttbmngspunkte  der  beiden  duioh 
'^  Axe  gehenden  Schmiegungsebenen^. 

„Die  Tripel  der  Berührungspunkte  der  Schmiegungsebenen 
(ler  mit  einem  Doppelpunkte  versehenen  Baumcurve  vierter 
■"dnuiig,  welche  durch  die  einzelnen  Punkte  dieser  Curve  hin- 
irchgehen,  gehör»  drei  projectivischen  Systemen  an,  welche 
t^  Doppelpunkte  in  den  beiden  Nacbbarpunkten  des  Doppel- 
luktes  der  Curve  besitzen*^,  W. 
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Em.  Weyr.     Iiitomo  alle  cubiche  gobbe.  Rencl.d.i8t.L(»k 

1871. 

Die  Abhandlung  besteht  aus  zwei  Abtheilungen;  die  ente*. 
„Sopra  una  certa  corrispondenza  stabiiita  mediante  nna  eobki 
gobba  ed  una  conica^S  beschäftigt  sieh  mit  der  quadratiMki 
Strahlenverwandtschaft,  welche  in  der  Ebene  eines  Kegelschmili 
Ct  mittelst  einer  Curve  C,  in  folgender  Weise  hergestellt  wA\ 
Durch  irgend  eine  Gerade  R  der  Ebene  P  des  Kegelflohmttei(( 
lege  man  eine  beliebige  Ebene  n^  welche  C^  inPiPsPi  Bcfaneita 
möge;  hierauf  lege  man  durch  diese  Punkte  p^p^p^  und  dudk 
C^  eine  beliebige  Fläche  zweiten  Grades,  welche  C,  in  difi 
weiteren  Punkten  q^q^q^  schneiden  wird;  die  Ebene  (f,);^ 
schneidet  nun  P  in  der  Geraden  R\  welche  der  Geraden  R  ftf 
wandschaftlich  entspricht.  Das  Hauptdreiseit  dieser  Verwandsohd 
in  der  Ebene  P  hat  die  Schnittpunkte  a^a^a^  von  C,  mitPtf 
Scheiteln.  Die  vier  Doppelgeraden  D^D^D^D^  dieses  'mPtat 
tretenden  involutorischen  Systemes  (RW)  sind  die  BertihroBgi- 
sehnen  des  Kegelschnittes  C,  mit  den  vier  Kegelschnitten,  weleke 
dem  Aa^a^a^  umgeschrieben  sind  und  mit  C,  einen  doppeHai 
Contact  haben. 

Auf  Grund  dieser  Ergebnisse  werden  verschiedene  Theomi 
bewiesen,  so  z.  B.: 

„Durch  C,  gehen  16  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  li 
C3  einen  Contact  zweiter  und  einen  erster  Ordnung  besitiea**  <', 

Durch  drei  feste  Punkte  von  C,  und  durch  C,  geh^  Ä 
Flächen  zweiten  Grades,  welche  C^  berühren".  Durch  C,  geh« 
neun  Flächen  zweiten  Grades,  welche  mit  C,  zwei  Bertthrongti 
zweiter  Ordnung  eingehen".  „Durch  einen  Kegelschnitt  gdi« 
zehn  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  mit  einer  Banmcanc 
dritter  Ordnung  eine  Berührung  vierter  Ordnung  eingehen'  n.«.* 

Die  zweite  Abtheilung:  „SuUe  sfere  osculatriei  e  la  loio 
costmzione"  handelt  von  den  Krttmmungs-Kugeln  der  Banmemtv 
dritter  Ordnung  und  deren  Construction.  Es  wird  nSmlidi  ftf 
eine  beliebige  Baumcurve  dritter  Ordnung  C,  die  Ebene  P  rA 
unendliche  versetzt  und  der  imaginäre  Kugelkreis  als  der  Kegel- 
schnitt C,  verwendet.    Dann  sind  a^a^a^  die  unendHoh 
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Ulkte  Ton  C,,  welche  mit  irgend  einem  beliebig  angenommenen 
unkte  o  ein  rilamliebes  Dreikant  o(a^  a^  a,)  bestimmen,  welehem 
an  vier  Rotationskegel  umschreiben  kann.  Die  sechs  Winkel- 
ilbirenden  der  drei  Winkel  a^oa^,  a^oa^,  ^3oa^  liegen  viermal  zu 
nien  in  vier  (durch  o  gehenden)  Ebenen  d,  d^  d^  d^ ,  deren  unendlich 
eite  Gerade  die  Ldnien  D^D^D^D^  sind.  ^SoU  nun  zu  irgend 
Bern  Punkte  a  der  Raumcurve  C,  die  Krttmmungskugel  ge- 
mden  werden,  so  lege  man  durch  o  zur  Schmiegungsebene  a 
la  a  eine  parallele  Ebene  a*,  bestimme  die  Ebene  a^y  welche 
9r  Ort  aller  zu  a'  conjugirten  Geraden  in  Bezug  auf  die  dem 
jerfiach  d^d^d^d^  eingeschriebenen  Kegel  zweiten  Grades  ist, 
od  lege  zu  dieser  Ebene  a"  durch  a  eine  parallele  Ebene  a,, 
^Iche  die  Raumcurve  in  zwei  weiteren  Punkten  b^c^  schneiden 
lAge.  Dann  ist  die  durch  b  und  c  gehende,  die  Raumcurve  in 
M)erOhrendc  Kugel  zugleich  die  Krümmungskugel  in  letzterem 
tekte"". 

Ausserdem  werden  einige  Sätze  nachgewiesen,  z.  B.: 

jjDurch  drei  Punkte  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  gehen 
er  sie  berührende  Kugeln". 

„Es  giebt  neun  Kugeln,  welche  mit  einer  Raumcurve  dritter 
"dnung  einen  Doppelkontact  zweiten  Grades  besitzen". 

„Es  giebt  zehn  stationäre  Krttmmungskugeln   einer  Raum- 
the  dritter  Ordnung,  d.  h.  zehn  Kugeln,  welche  mit  der  Cnrve 
fhnf  unendlich  nahe  Punkte  gemeinschaftlich  haben". 

W. 

FüORTES.   Le  sezioni  plane  nel  toro.   Battaglini  G.  x.  97. 

Der  Verfasser  betrachtet  den  Toms,  d.  i.  die  Fläche^  wdohe 
ureh  Rotation  der  Punkte  eines  Kreises  um  eine  in  der  Kern- 
«ae  liegende  feste  Axe  entsteht,  und  zeigt  dass  diese  FUlche 
m  vierten  Grade  ist,  und  zwei  imaginäre  parallele  Doppelgerade 
Untedliehen  hat  Jeder  ebene  Schnitt  des  Toms  ist  eine 
irve  4^!"  Ordnung,  die  zwei  imaginäre  Doppelpunkte  im  Unend- 
ben  hui.  Eine  Tangentenebene  schneidet  den  Torns  in  einer 
r?e  vierter  Ordnung  mit  3  Doppelpunkten  (indem  w  den 
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beiden  vorgenannten  der  Bertthnmgspnnkt  hinsukommt).^  Ente  p 
Doppeltangentenebene  schneidet  den  Toros  in  2  Kreises. 

Ml. 

T.  FuoRTES.     Sülle  curve  e  sulle  superficie  di  2*  ordiliie, 
che  dividouo  dati  segmenti  armonicamente.    BattagßiiTi 

X.  93-102. 

Nach   einigen   recht  fasslich  dargestellten  Vorbemerl 
über  Eegelschnittsbüschel  und  Kegelschnittsnetze  gebt  der  Vef  j 
fasser  zur  Lösung  der  Aufgabe,  einen  Kegelschnitt  zu  confftroiraLl 
der  ftlnf  gegebene  Strecken  harmonisch  theilt.    Eine  FortseteoBg^ 
ist  in  Aussicht  gestellt.  Hz. 

F.  H.  ßcHouTE.  Homographie  an  haare  toepassing  op 
de  theorie  des  oppervlakker  van  den  tweeden  graai 
Academisch  Proefschrift.    Leiden  1870. 

P.  H.  ScHOUTE.  Homographie  et  son  application  k  la 
thdorie   des   surfaces   du   second   ordre.    Arch.  NöwLTl 

348-353. 
Der  Verfasser   nennt   zwei  Punktsysteme   im  Raum  hoM- 
grapbisch,  wenn  die  Punkte  des  einen  denen  des  andern 
entsprechen,  dass  Funkten  in  einer  Ebene  im  andern  S; 
auch  Punkte  einer  Ebene  entsprechen.    Er  zeigt  dann,  dass 
anharmonischen  Verhältnisse  a;und  y  zweier  entsprechender  Syi 
von  je  vier  Punkten,  durch  die  Relation  verbunden  sind 
axy-\'bx-{-cy']-'d  =  0. 

Im }  ersten  Oapitel  werden  dann  Folgenmgen  ans  diegem  Fink' 
matalsatz  abgeleitet.  Das  zweite  Capitel  ist  den  homolog^ 
Figuren  gewidmet  Das  dritte  Capitel  enthält'  eine  geometriMii 
Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  weldie  darel  A 
Eigenschaften  definirt  werden,  dass  sie  von  einer  Oetttditt  rii^ 
in  zwei  Punkten  geschnitten  werden.  Capitel  IV.  enflillt  'M 
Beweis  der  Existenz  des  zweien  dieser  Oberflächen  gentinittMl 
Polartetraeders  und  die  Bestimmung  der  Oberflftohe  durch  neu 


Oapiiel  5.    Neaere  synthetische  Geometrie.  903 

^Mkte  oder  nenn  Ebenen.  Ferner  werden  darin  die  Tersolue* 
QDen  Arten  auseinandergesetzt,  zwei  Oberflädien  zweiter  Ord* 
mg  einander  homographisch  entsprechen  zu  lassen  ^  sowie  die 
lusification  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  in  elüpsoidisebe 
•d  hyperbolische  Flächen.  Der  Behandlang  der  einzelnen 
beben  sind  Gi^itel  V  und  VI  gewidmet.  —  Man  sieht  aus  dieser 
Oalisttbersicbt,  dass  der  Verfasser  fttr  Baumfigoren  auf  rein 
DMietrischem  Wege  die  Theorie  der  Homographie  abgeleitet  hat, 
Ee  Cbasles  in  mehr  analytischer  Weise  in  seiner  O^om^e 
ipfeieiire  und  in  der  dem  Aper^  historique  beigefügten  Abhand- 
mg  gegeben  hat. 

(Vorstehendes  Referat  ist,  da  die  oben  zuerst  angef&brte 
Üuptabhandlung  nicht  zugänglich  war,  nach  der  zweiten  der  obigen 
rbeiten,  einer  Analyse  der  ersten  gemacht.)  Md.  (Wn.) 

'.  Mister.     Sur  Thyperbolpide  de  r^volution.    Nouv.  Ann. 

(2)  XI.  353. 

t  Wird  eine  von  zwei  nicht  in  derselben  £bene  befindlichen 
liradea  um  die  jwdere  als  Axe  herumgedreht,  so  beschreibt  sie 
ekanntlioh  ein  Rotationshyperboloid.  Es  wird  in  einfacher  Weise 
ttgefübrt,  dass  die  Schnittpunkte  der  bewegten  Geraden   mit 

t  beliebigen   Meridianebene   eine  Hyperbel   bilden,  da  die 
enz  ihrer  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  constant  ist. 

Schz. 

\6U£RR£.     Sur  la  surface  de  Steiner,    inst.  XL.  116. 

Der  Verfasser  giebt  über  die  Steiner'sche  (oder  römische) 
lebe  folgende  Mittheilungen:  Aus  den  asymptotischen  Linien 
xr  Steiner'schen  Fläche,  die  Clebsch  angegeben  hat,  findet  man 
iisiht  die  asymptotischen  Linien  derjenigen  Fläche  dritten  Grades, 
b  der  Steiner'schen  reciprok  ist.  M  sei  ein  Punkt  dieser  Fläche 
itten  Grades;  der  BerQhrungskegel  an  diese  Fläche,  dessen 
tose  Jlf  ist,  zerfällt  in  2  Kegel  zweiten  Grades,  von  denen  jeder 
s  Fläche  längs  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  bertthrt  Die- 
li^en  beiden  abwickelbaren  Flächen,  deren  Wendungscurven 
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diese  Baumcurven  sind,  schneiden  die  FUehe  in  den  asymptoü- 
sehen  Linien,  die  durch  M  gehen.  Es  sei  nun  irgend  m 
asymptotische  Linie  Z  auf  der  Fläche  (dritten  Grades)  gezogn. 
Von  jedem  Funkt  dieser  Curve  kann  man  an  die  Plftehe  ml 
Berttbrungskegel  zweiten  Grades  legen.  Die  Baumcnrye  driilv 
Ordnung,  welche  die  Bertthrungscurve  eines  dieser  Kegel  ist)  kl 
die  Wendungscurve  einer  abwickelbaren  Fläche,  die  dureh  2  gdl 
Alle  diese  Baumcurven  dritter  Ordnung  gehen  dnroh  die  4  Knol» 
punkte  der  Fläche  dritten  Grades,  die' Berttbrungskegel  der  Eltfi 
längs  diesen  Gurven  haben  ihre  Scheitel  auf  Z;  die  abwidMk 
baren  Flächen,  deren  Wendnngscurven  sie  sind,  entbalteBi 
Zwei  unter  ihnen  schneiden  sich  ausser  in  den  4  Enotenpankta 
in  einem  fünften  Punkt,  der  Spitze  eines  Kegels  acweiten  6i 
ist,  welcher  diese  beiden  Baumcurven  dritter  Ordnung  enfhilL 

Ms. 

E.  Catalan.     Thdorfeme  de  geom^trie.     Bull,  de  B^p 

XXXIII.  107. 
Der  Bericht  ttber  den  Satz  von  Catalan  wird  später  erfo)gi%| 
wenn  der  Verfasser  die  zahlreichen  Folgerungen,  die  sink 
demselben  ergeben,  veröffentlicht  haben  wird.  Mn.  (Wi.)^J 

LiGüiNE.     Uli  th^rfeme  de  M.  Chasles  relatif  aux 
coüjuguds  ^tendu  au  cas  des  d^placements  finis. 

M6m.  d.  1.  S.  Phi].  de  Moscou  1872. 

Z.   11 

G.   Bruno.      Generalizzazione    e    corollari   di    un 
teörema  di  geometria.    Atti  di  Tonno  vii.  235-249. 

Der  Satz  No.  992  von  de  la  Ooumerie  (Traitä  de  1a  | 
mötrie  descriptive)  wird,  wie  folgt,  erweitert:  „Wenn  |uif  < 
krummen  Oberfläche  eine  Generatrix  gegeben  ist,  deren 
ebene  vertical  ist;  so  gehören  die  Geraden,  welche  die.Qh|t[| 
fläche  in  der  Generatrix  berühren  und  mit  dem  HorizQOt  j9lf| 
Maximum  Winkel  bilden,  zu  einem  Hyperboloid,  dessen  ho|iiai|l4ll 
Schnitte  Kreise  sind,  welches  aber  kein  RotationshjFperbbloiil  Jll^] 

Jg.{O0 
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C.    Geometrie  der  Anzahl. 

1  6.  Zkuthen.    D^terminations  des  caract^ristiques  des 
sjstömes  dWmentaires  de  cubiques.  c.  R.  LXxiv.  521-524. 

604-607,  726-730. 

kiLLA&D.    Recherche  des  caractdristiques  des  syst^mes 
^l^mentaires   de  courbes   planes   du  troisi^me   ordre. 

Th^Be  poar  le   doctorat,  soamiBe  i  la  Faculte  des  sciences  de  Paris 
en  jaillet  1870,  publice  eu  d^cembre  1871. 

Die  genannten  Abbandlungen  und  einige  spätere  des  Herrn 
Wthen  enthalten  einen  wichtigen  Fortschritt  in  dem  Ausbau 
N^nigen  Theiles  der  modernen  Geometrie^  der  hier  den  Namen 
aometrie  der  Anzahl  trägt.  Nachdem  nämlich  in  den  grund- 
genden  Arbeiten  der  Herren  Cbasles,  Jonquiöres,  Zeuthen  und 
niger  anderer  Mathematiker  die  Methode  der  Charakteristiken 
I  die  Geometrie  eiageiUbrt  war,  und  die  Berechnung  der  Elementar- 
birakteristiken  von  Kegelschnitten  und  Flächen  zweiter  Ordnung 
I  gestattete,  die  Anzahlen  der  allen  möglichen  hinreichend  vielen 
Mingnngen  unterworfenen  Gebilde  zweiter  Ordnung  zu  be- 
Nuien,  handelte  es  sich  darum,  die  entwickelten  Methoden  durch 
Itfestimmnng  derElementarcharacteristiken  von  Gebilden  höherer 
fthong,  auch  f&r  diese  fruchtbar  zu  machen. 

Dies  ist  in  den  beiden  Torliegenden  Arbeiten  geschehen, 
^he  unabhängig  von  einander  entstanden  sind,  und  zu  den- 
(ben  Zahlen  ftlr  die  Elementarcharaeteristiken  der  ebenen  Ourven 
itter  Ordnung  gelangen.  Zugleich  ist  damit  der  Weg  gezeigt,  in 
eleher  Weise  man  vorzugehen  habe,  um  zur  Lösung  der  ent- 
Mehenden  Probleme  flir  Cnrven  noch  höherer  Ordnung  zu 
MMseo.  In  der  That  hat  Herr  Zeuthen  in  einer  späteren  Ab- 
ittdUmg  in  den  C.  B.  (siehe  diesen  Bd.  d.  F.  d.  H.  pag.  309) 
e  Elementarcharaeteristiken  der  ebenen  Curven  vierter  Ordnung 
Mdinet  und  in  einer  grösseren  Abhandlung  (Almindelige  Egen- 
aber  ved  Systemer  af  plane  Curver,  Yidensk.  Selsk.  Skr.  5 
ledke,  naturvidenskabelig  og  mathematisk  Afd.  10.  B.  IV«,  dattf 
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gehörig  ein  Räsum6  in  französischer  Sprache)  ttber  welche  ini 
nächsten  Bande  d.  F.  d.  M.  referirt  werden  soll,  auch  die  hieiher 
gehörigen  Eigenschaften  der  Systeme  von  ebenen  Gur?en  «^ 
Ordnung  aufgedeckt. 

Die  Methode  des  Herrn  Zeuthen  besteht  in  der  dardi  im 
Princip  der  Correspondenz  ermöglichten  Äufstellong  ?on  61» 
chungen  zwischen  den  Characteristiken  ju  und  ßi'  eines  SystM 
Ton  Curven,  der  Ordnung  oder  Klasse  des  Ortes  der  angoBMi 
Punkte  oder  Geraden,  mit  denen  sämmtliehe  Gurren  des  SystM 
behaftet  sein  sollen,  und  den  entweder  bekannten  oder 
specielle  Untersuchung  zu  bestimmenden  Anzahlen  der  die  ffi 
meinsamen  Bedingungen  des  Systems  befriedigenden  singidira 
Curven,  d.  h.  derjenigen  Curven  des  Systems,  welche  i 
singulftre  Punkte  oder  Tangenten  haben,  als  eine  beliebige 
des  Systems.  In  der  Bestimmung  dieser  singulären 
namentlich  aber  in  der  Bestimmung  der  Zahl,  wie  vielfach 
solche  Curve  in  jedem  Falle  zu  zählen  ist,  bestehen  die  H( 
Schwierigkeiten  der  Methode. 

Die  Arbeit  des  Herrn  Zeuthen  zerfällt  naturgemäsB  in 
Capitel,  Das  erste  behandelt  die  sich  selbst  reciproken 
dritter  Ordnung  und  dritter  Klasse  mit  einer  Spitze  and 
Wendetangente,  das  zweite  die  Curven  dritter  Ordnung  und 
Klasse  mit  einem  Doppelpunkt  und  drei  Wendetangenteni 
das  dritte  die  Curven  dritter  Ordnung  und  sechster  KlasM^ 
neun  Wendetangenten.  Vorausgesetzt  wird  bei  den  aufj 
Gleichungen,  dass  die  behandelten  Curvensysteme  keinen  aai 
als  Berührnngsbedingungen  unterliegen.  Dann  enthält. ein  S; 
von  Curven  der  ersten  Art  nur  solche  singulare  Curven, 
sämmtliehe  Punkte  die  eines  Kegelschnitts  und  einer 
desselben  sind,  und  deren  sämmtliehe  Tangenten  dieTi 
diese»  Kegelschnitts  und  die  durch  den  Berährangspunkt  ji 
Tangenten  gehenden  Strahlen  sind.  Versteht  man  unter 
punkt  (sommet)  einen  Punkt  der  singulären  Curve  von  derBeMhpfMf' 
heit^  dass  jede  durch  ihn  gehende  Curve  in  ihm  auch  ^  00t 
berührt,  und  reciprok  unter  Ordnungsgerade  eine  Tuigento  te 
G«rve  von  der  Beschaffenheit,  d^ss  jede  sie  berttbrende  Guve  i> 
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V  aoeh  die  Curye  beFtthrt^  so  haben  die  erwähnten  singnliren 
luren  wie  einfache  Ordnongagerade  und  einen  einfachen 
IgBsrapunkt  Ist  a  die  in  einem  Systeme  (ß^fiO  vorhandene 
neaU  solcher  singulärer  Curven,  so  ergiebt  sich  2  a  =sfft-4-^'. 
lese  Gleiehnng  verbunden  mit  der  Berechnung  der  a  aller 
Imentarsysteme  nnd  der  Gleichung  fi=:fi'  in  dem  Systeme^  i)lr 
■Iriies  drei  Punkte  und  drei  Tangenten  gegeben  sind,  ermöglicht 
e^Sestininittng  aller  Elementarcharacteristiken.  Daran  schliesst 
3h,  behufs  späterer  Anwendung,  die  Berechnung  der  Zahlen 
r  die  Fälle,  wo  die  Doppelbedingung  eine  Gerade  in  einem 
takt  2u  hertthren,  vorkommt,  und  für  die  Fälle,  wo  die  Doppel^ 
idingung  die  Spitse  in  einem  gegebenen  Punkt  «l  haben,  vor- 
wmL  Endlich  ergiebt  der  Satz  des  Herrn  Chasles,  dass 
p+nfA'  Curven  eines  Systems  if^,fit')  eine  Curve  von  der  Ord* 

en  und  der  Klasse  ml  berühren,  die  2^bl  der  Curven  dritter 
nag  und  dritter  Klasse,  welche  7  gegebene  Curven  von 
Ihmuiten  Ordnungen  und  Klassen  berühren. 
^  Die  Systeme  der  im  zweiten  Abschnitte  behandelten  Curren 
pjttttr  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt,  enthalten  als  singulare 
pnea  erstens  w  solche,  welche  ans  einem  K^elsohnitt  und  einer 
Bgsgeraden  bestehen,  von  dessen  beiden  SchnitttNuikten 
Kegelschnitt  der  eine  der  Doppelpunkt,  der  andere  ein 
Iter  Klassenpunkt  ist,  zweitens  y  solche  bei  denen  der 
Ipunkt  eine  Spitze,  und  damit  auch  ein  Klassenpunkt  ge- 
ist.    Dann  gelten  die  Gleichungen 

lielie  nach  vorasigegangener  Bestimmung  aller  Zahlen  y  und  m, 
k  Berechnung  der  Elementarcharacteristiken  mit  Bestätigungen 
tjattan  Darauf  folgt  die  Behandlung  der  Fälle,  welche  die 
lAuigmgen,  eine  Gerade  in  einem  Punkt  zu  berühren,  den 
i|Hpiel{mnkt  auf  einer  gegebenen  Geraden  zu  haben,  und  einen 
IfSJ^nün  Punkt  zum  Doppelpunkt  zu  haben,  mit  bertcksicfatigen. 
Idlieh  ergiebt  sich  nun,  wie  vorher,  sehr  leicht  c^e  Zahl  der 
f3r#«f  dritter  Ordnung  und  vierter  Klasse,  welche -8  gegebene: 
rren^hertthren. 
Ik  ien  Systemen  der  im  dritten  Abschnitte  behauMblten 
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Canren  dritter  Ordnung  und  sechster  Klasse  treten  als  nngnllie 
Curven  eines  Systems  auf  erstens  o»  mit  einem  Doppelpnnkl 
behaftete,  der  dadurch  ein  doppelter  Elassenpunkt  wird,  zweitoi 
V  Curven,  welche  aus  einer  einfachen  und  einer  doppelten  Ori: 
nungsgeraden  bestehen  mit  einem  doppelten  Elasaenpnnkt  k 
Schnitt  beider,  und  vier  einfachen  Klassenpnnkten  auf  der  dof' 
pelten  Ordnungsgeraden,  und  drittens  X  Curven,  welche  aus  eioer 
dreifachen  Ordnungsgeraden  mit  6  auf  ihr  gelegenen  KlaaB» 
punkten  bestehen.    Dann  gelten  die  Gleichungen 

4|ii  =  /u'  +  2v-f240A  und  12f*  =  w  +  12v  +  960i, 
woraus  sich  nach  der  Berechnung  der  Zahlen  oi,  y,  X  die  Ek* 
mentar-Charakteristiken  mit  vielen  Bestätigungen  ergeben 

Der  Weg  des  Herrn  Haillard  ist  etwas  verschieden  von  dei 
des  Herrn  Zeuthen.  Derselbe  betrachtet  nämlich  gleichzeitig 
drei  Arten  von  Curven  dritter  Ordnung,  um  eine  Reihe  von  ForoMk 
aufzustellen,  welche  er  durch  das  Princip  der  Correspondrai 
weist.  In  der  Berechnung  der  Elementar-Charakteristiken 
wirft  er  die  sonst  elementaren  Bedingungen  genügenden 
nach  einander  den  Bedingungen,  1)  ihre  Spitze  in  einen 
gebenen  Punkte,  2)  ihre  Spitze  in  einer  gegebenen 
3)  überhaupt  eine  Spitze,  4)  ihren  Doppelpunkt  in  eineni- 
gebenen  Punkte,  5)  ihren  Doppelpunkt  auf  einer 
Geraden,  6)  überhaupt  einen  Doppelpunkt,  7)  keinen 
punkt  zu  haben,  also  allgemein  von  der  sechsten  Klasse 
Den  Schluss  der  Arbeit  bilden  Betrachtungen  über  einen  i*i 
Theorie  der  Charakteristiken  äusserst  wichtigen  und  intei 
Gegenstand,  nämlich  über  den  Grad  der  Viel£Eichheit  der 
lären  Curven  in  den  verschiedenen  Systemen,  welcher  si 
der  Vergleichung  der  wirklichen  Zahl  der  singulären  OoBPmt 
einem  System  mit  der  in  die  Formel  eintretenden  Zabl 

Es  erscheint  vielleicht  nicht  ttberfl&ssig,  von  den  tm 
Herren  Maillard  und  Zeuthen  berechneten  Zahlen  a» 
Stelle  wenigstens  diejenigen  Zahlen  (a,  6)  anzafllliren, 
angeben,  wieviel  Curven  dritter  Ordnung  durch  a  PonUts  fgim\ 
und  6  Gerade  berühren.  In  der  ersten  der  folgendea  dnl  Tff^ 
tiealrmhen  stehen  die  Zahlen  für  die  Curven  dritter  QaM,  ii 
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mten  die  für  die  Curven  vierter  Klasse,  in  der  dritten  die 
e  Curven  sechster  Klasse. 

(7,0)  =  24  (8,0)  =  12  (9,0)  =  1 

■     (6,1)  =  60  (7,1)  =  36  (8,1)  =  4 

(5.2)  =  114  (6,2)  =  100  (7,2)  =  16 

(4.3)  =  168  (5,3)  =  240  (6,3)  =^64 

(3.4)  =  168  (4,4)  =  480  (5,4)  =  256 

(2.5)  =  114  (3,5)  =  712  (4,5)  =  976 

(1.6)  =  60  (2,6)  =  756  (3,6)  =  3424 
(0,7)  =  24  (1,7)  =  600  (2,7)  =  9766 

(0,8)  =  400        (1,8)  =  21004 
(0,9)  =  33616. 

Seht. 


r.  Zeuthen.     Resultats  d'une  recherche  des  caractd- 
tiques  des  systfemes  ^lömentaires  de  quartiques, 

R.  LXXV.  703-707. 

fachdem  Herr  Zeuthen  durch  seine  Bestimmung  der  Elementar- 
kteristiken  der  Curven  dritter  Ordnung  die  Wege  gezeigt 
um  zu  den  entsprechenden  Problemen  für  Curven  höherer 
mg  überzugehen,  zugleich  aber  auch  die  Schwierigteiten 
erkennen  lassen,  welche  die  in  die  Formeln  eintretenden 
Q  für  die  singulären  Curven  eines  Curvensystems  den 
Igen  dieser  Probleme  entgegenstellen,  beschäftigte  er  sich 
Zweck  dieser  Lösungen  mit  den  allgemeinen  Eigenschaften 
Systeme  ebener  Curven  «*^^  Ordnung.  Das  Resultat  dieser 
3n  ist  die  im  Jahre  1873  erschienene,  und  darum  im  nächsten 
3  der  F.  d.  M.  zu  besprechende  grössere  Abhandlung  „Al- 
slige  Egenskaber  ved  Systemer  af  plane  Curver,  med  An- 
slse  til  Bestemmelse  af  Earacteristikerne  i  de  elementaere 
mer  af  flerde  Orden**  (Vidensk.  Selsk.  Skr.  5  Raecke, 
vidensk.  og  mathem.  Afd.  10  B.  lY),  begleitet  von  einem 
ösischen  Rösum^. 

Die  vorliegende  Abhandlung,  der  Vorläufer  der  eben   er- 
sten, enthält  nur  die  wichtigsten  Resultate  von  des  Verfassers 

ichr.  d.  Math.  IV.  2.     ^  21 
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Untersuchungen  über  die  Elementareharacteristiken  der  Curre«  jj/ili 
vierter  Ordnung.  Bei  den  Elementarsystemen  der  allgemeiMi 
Curven  vierter  Ordnung  und  zwölfter  Klasse  sind  folgende  Artei 
von  singulären  Curven  zu  berücksichtigen:  1)  v  Curven,  wdcto 
aus  einem  Kegelschnitt  und  einer  doppelten  Ordnungsgerad« 
bestehen  mit  zwei  doppelten  Klassenpunkten  in  den  beiden  Schintt- 
punkten  des  Kegelschnitts  und  der  Geraden,  und  6  einfaehei 
Klassenpunkten  auf  der  Doppelgeraden,  2)  l  Curven,  welche  an 
einem  Kegelschnitt  und  einer  ihn  berührenden  doppelten  Ordnimgi- 
geraden  bestehen  mit  einem  dreifachen  Klassenpunkt  im  B^ 
rührungspunkt  und  7  einfachen  Klassenpunkten  auf  der  Doppd 
geraden,  3)  |  Curven,  welche  aus  zwei  einfachen  Ordnungs-Ck 
raden  und  einer  durch  ihren  Schnittpunkt  gehenden  doppell 
Ordnungsgeraden  bestehen  mit  einem  vierfachen  Klassenpunkt  i 
dem  Schnittpunkt  und  8  einfachen  Klassenpunkten  auf 
Doppelgeraden,  4)  tj  Curven,  welche  aus  einem  doppelten  Keg« 
schnitt  bestehen  mit  8  einfachen  Klassenpunkten  auf  diesem 
dem  Kegelschnitt  als  doppelten  Klassenkegelschnitt,  5)  C  Cur?«; 
welche  aus  zwei  doppelten  Ordnungsgeraden  bestehen  mit  einei 
dreifachen  Klassenpunkt  im  Schnitt  beider  und  6  einfiidNi 
Klassenpunkten  auf  einer  derselben  und  3  auf  der  andern, 
Q  Curven,  welche  aus  einer  einfachen  und  einer  dreifachen 
nungsgeraden  bestehen  mit  einem  doppelten  Klassenpnnkt 
Schnitt  und  10  einfachen  Klassenpunkten  auf  der  di 
Geraden,  7)  d  Curven,  welche  aus  einer  vierfachen  Ordm 
geraden  bestehen  mit  12  einfachen  Klassenpunkten  auf  ihr, 
n  Curven,  welche,  nicht  zerfallen,  einen  Doppelpunkt 
Dann  bestehen  die  beiden  Gleichungen: 

^'  =  6|tt-4i'~3A-4|-2j7~3f- 6^—120, 

woraus  sich  die  Elementareharacteristiken  mit  vielen  Bestätij 
ergeben.  Doch  war  es  zur  Berechnung  der  Zahlen  n  ncihweidil] 
vorher  die  Elementarsysteme  aller  Curven  vierter  Ordnong 
singulären  Punkten  zu  behandeln.  Bei  einigen  der  oben  erwilnMl 
singulären  Curven  ist  ein  Klassenpunkt  durch  die  ttbrigen  te- 
stimmt,  was  damit  zusammenhängt,  dass  eine  Relation  iwisekei 
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12  von  einem  Punkte  ans  an  eine  Curve  vierter  Ordnung 
genen  Tangenten  besteht.  Am  Schlags  der  Note  werden  die 
Qen  der  Gleichungen  einiger  der  oben  aufgezählten  Orenzcurven 
ig^ben.  Die  übrigen  sind  erst  in  einer  folgenden  Note 
e  F.  d.  M.  unten)  entwickelt.  Seht. 


jr.  Zeuthen.  ^quations  de  quartiques  dont  une 
irtie  se  röduit  k  une  droite  double,  c.  R.  Lxxv.  950-954. 

Der  Verfasser  hatte  am  Schlüsse  seiner  Note  über  die 
entarsy.steme  der  Curven  vierter  Ordnung  (siehe  das  obige 
at)  die  Gleichungen  der  in  diesen  enthaltenen  Grenzcurven 
luf  zwei  aufgestellt.  In  dieser  Note  werden  alle  Curven 
5r  Ordnung,  von  denen  der  eine  Theil  eine  Doppelgerade 
ehandelt,  und  damit  ist  die  angedeutete  Lücke  ausgefüllt, 
eres  über  diese  Gleichungen  werden  wir  im  nächsten  Bande 
?.  d.  M.  zu  sagen  Gelegenheit  haben.  Seht. 


Ialphen.     Sur  las  droites  qui  satisfont  ä  des  con- 
tions  donnöes.  0.  R.  LXXIV.  41-44. 

Der  schon  früher  vom  Herrn  Verfasser  in  C.  R.  LXVIII. 
-149,  1869  (F.  d.  M.  IL  p.  446)  aufgestellte  und  dort  noch 
allgemein  bewiesene  Satz,  dass  „die  Zahl  der  Geraden, 
le  zwei  Doppelbedingungen  (f^t^v)  und  (ft,,i',)  genügen,  gleich 
4-^.1/,  ist,  wenn  fire&p.fi^  die  Zahlen  der  der  ersten  resp. 
en  Bedingung  genügenden  und  durch  einen  Punkt  gehenden 
len,  V  resp.  v^  die  Zahlen  der  der  ersten  resp.  zweiten  Be- 
iDg  genügenden  und  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden  be- 
n''  wird  hier  allgemein  und  rein  geometrisch  bewiesen. 

Seht. 

yHASLES.    Determination  imm^diate,  par  le  principe 

j  correspondance,  du  nombre  de  points  d'intersection 

j  deux  courbes  d'ordre  quelconque,   qui  se  trouvent 

distance  finie.  0.  R.  lxxv.  736. 

21* 
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Der  Verfasser  beweist  mit  Hülfe  des  Correspondenzprindpi 
den  Fundamentalsatz  der  analytischen  Geometrie:  ^dass  zwei 
Curven  von  der  Ordnung  p  und  p'  sieh  in  p-p'  (reellen  od« 
imaginären)  Punkten  schneiden'' ;  sodann  das  (in  unvollständiger 
Form  schon  von  B^zout  ausgesprochene)  Theorem,  dass  ^ 
2  Curven  von  der  Ordnung  p  und  p'  durch  ihre  Gleichungei 
dargestellt  sind: 

welche  bezw.  von  dem  Grad  p  und  p',  in  Bezug  auf  die  Variabdi 
X  und  y  einzeln  nur  bis  zum  Grad  m,n  und  m\n*  ansteige! 
die  Zahl  der  im  Endlichen  gelegenen  Schnittpunkte  derselben  gleiek 

PP'  —  (p — »0  (p'  —  m')  —  (p  —  fi)  (p'  — n')  —  (o 
ist;  wo  (o  die  Zahl  der  im  Unendlichen  gelegenen  SehnittpunU 
darstellt,  welche  die  Curven  ausser  den 

(p—mXp^—tnO  +  (p  —  n)Cp'—n'j 
auf  den  Coordinatenaxen  gelegenen  besitzen". 

Die  Zahl  a>,  auf  deren  Bestimmung  es  hauptsächlich  ankonui 
erhält  man  durch  Untersuchung  der  jeweilig  vorliegenden  Carvq 
gleichung  in  Bezug  auf  die  im  Unendlichen  gelegenen 
und  deren  Tangenten.  Wie  hierbei  zu  verfahren  ist,  wird 
Beispielen  gezeigt. 

Der  Weg,  welchen  der  Verfasser  zur  Lösung  des  gei 
Problems  einschlägt  (die  Untersuchung  der  unendlich  entfi 
Schnittpunkte  lässt  sich,  nach  Einführung  homogener  Cooi 
vielleicht  einfacher   mit  Hülfe  der  Puiseux'schen  Betrachi 
Über  algebraische  Functionen  führen),   ist  übrigens  schon 
ihm  von  Baltzer  (in  einer  wenig  verbreiteten  Abhandlung 
Auflösung  eines  Systems  von  Gleichungen,  Programm  des  Gyi 
zum  heil.  Kreuz,  Dresden  1868,  siehe  F.  d.  M.  I,  p.  26) 
worden.  BL 

0.  ToGNOLi.     Corrispondenza.  Battagüni  G.  x.  117-119 

Entsprechen  den  Flächen  eines  Flächenbttsehels  qp  voni 
Ordnung  r  im  Räume  2  die  Ebenen  eines  Ebenenbflschehi  m 
Baume  2"',  und  entspricht  dann  einer  Curve  C,  von  der  Ordn 


Capitel  5.    Neuere  synthetische  Geometrie.  323 

fli  und  vom  Geschlecht  p  mit  ß  Spitzen,  in  5,  eine  Curve  O  in 
P,  so  ergiebt  sich  die  Klasse  V  der  von  C  oder  die  Zahl  der 
Flächen  <p,  welche  mit  C  eine  zweipunktige  Berührung  haben^ 
durch  die  Formel 

iro  k  angiebt,  wie  oft  C  durch  Basispunkte  des  Flächenbttschels 
f  geht.  Weiterhin  wird  die  analoge  Formel  für  ein  Flächennetz 
resp.  dreipunktige  Berührung  entwickelt.  Seht 

(I.  Chasles.      Th^or^mes   relatifs   aux  obliques  men^es 
par  les  points  d'une  courbe  sous  des  angles  de  m^me 

grandeur..   C  R.  LXXIV.  1146-1154,  1277-1280. 

Röaumur  untersuchte  zuerst  (M^moires  de  VAcad^mie  des 
icienees,  1709,  p.  149—162  et  185—192)  die  Geraden,  welche 
iie  Tangenten  einer  Curve  in  ihren  Berührungspunkten  unter 
dnem  gegebenen  constanten  Winkel  in  constantem  Drehungs- 
nime  schneiden.  Diese  naheliegende  Verallgemeinerung  sowohl 
er  Tangenten  wie  der  Normalen  wurde  von  Laueret  (Memoire 
les  d6veloppoides  des  courbes  planes,  des  courbes  ä  double 
ourbure,  et  des  surfaces  d6veIoppables,  lu  ä  Vlnstitut  1806) 
er  studirt.  Derselbe  nannte  die  einhüllende  Curve  der  so 
Punkten  einer  Curve  zugeordneten  Geraden,  döveloppo'ide, 
'  dehnte  den  Begri£f  derselben  auf  Baumcurven  aus.  Dann 
t^Dewulf  (Memoire  sur  les  polaires  inclinöes  in  den  Nouv.  Ann., 
XVIII.  1859,  p.  322—333  und  tome  XIX.  1860,  p.  175 
-180)  bei  Gelegenheit  des  Beweises  einiger  Sätze  Steiner's 
die  Normalen  unter  anderm  auch  bewiesen,  dass  sich  von 
^Bem  Punkte  m'  Gerade  ziehen  lassen,  die  eine  Curve  m*«'  Ord- 
>ilmg  unter  einem  bestimmten  Winkel  in  einem  gegebenen  Dre- 
hungssinne schneiden.  Herr  Chasles  hatte  schon  in  einigen 
früheren  Aufsätzen  dieser  Verallgemeinerung  der  Normalen  ge- 
dacht, z.  B.  bei  dem  Beweise  des  Satzes,  dass  von  einem  Punkte 
^im  m+n  Normalen  an  eine  Curve  m*«' Ordnung  »*®'  Klasse 
^en  (C.  B.  LXXII.  p.  397,  Nouv.  Ann.  (2)  X.  p.  97,  siehe  F. 
IM.  III.  p.  290),  und  in  der  Abhandlung  „Th^orömes  relatifs 
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aux  axes  harmoniques  des  courbes  g6om6trique8**  (C.  R.  LXXDl 
p.  23,  F.  d.  M.  III.  p.  275).   Jetzt  leitet  Herr  Chasles  in  dÄn  Wdei 
vorliegenden  Abhandlungen  vermittelst  des  Princips  der  Cone-  ^l 
spondenz  30  Sätze  ab,   welche   mit  diesen  ^Schiefe"  genamtai 
Geraden  in  Zusammenhang  stehende  Anzahlsbestimmungen  eitr   (d 
halten,  und  nur  dadurch  allgemeiner  sind,  als  die  entspreehenda 
Sätze  über  Normalen,  dass  für  den  speciellen  Werth  —  Id» 
Doppelverhältnisses,  welches  Tangente  und  zugehörige  NorDMb 
mit  den  beiden  imaginären  Kreispunkten  auf  der  unendlich  htm 
Geraden  bestimmen,  ein  allgemeiner  Werth  eintritt.    Wie  imiaer 
bei  der  Anwendung  des  Princips  der  Correspondenz,  so  bestehfl 
auch  hier  die  Schwierigkeiten  nur  in  der  richtigen  AusscheidoBi 
der  besonderen  Lösungen.     Die    Curven   werden   als  mit  iA 
Plücker'schen  Singularitäten  behaftet,   vorausgesetzt.    NebcnM 
sei  bemerkt,   dass  es  statt  der  auf  p.  1152  oben  angegebeM 
Formel  heissen  muss: 

„Die  gesuchte  Gurve  ist  von  der  Klasse 

2m(w— D  — m  —  i^  _   n(2m  —  S)  —  d' 
2  "~  2  ' 

da  3«!  + «'  =  3 w  +  d'  ist«.  Seht. 

L.  Marcks.    Bestimmung  der  Ordnung  der  Krümmung»- 
mittelpunktsfläche  einer  Fläche  w*"  Ordnung. 

Clebsch  Ann.  V.  27-30. 
Die  vorliegende  Mittheilung  ist  ein  Auszug  aus  den  hiall^ 
lassenen  Manuscripten  des  im  Kriege  gefallenen  VerftsiA 
welcher  das  in  der  Ueberschrift  benannte  Problem  in  der  enrt» 
Hälfte  des  Jahres  1870  gelöst  hat.  Indess  war  schon  Hut 
Darboüx  in  den  C.  B.  LXX.  p.  1329-1333  (F.  d.  M.  n.p.5M)| 
auf  anderem  Wege  zu  demselben  Resultate  gekommen.  Beiiil 
setzen  eine  sogenannte  allgemeine  Fläche  ohne  singulare  ElemeaM 
voraus.  Dann  ist  die  Ordnung  der  Krümmnngsmittelpnnktiffikike 
2ii(ii— 1)(2«— 1),  die  Klasse  2«(»'— n— 1).  Ist  die  Bild* 
allgemeiner  von  der  Ordnung  n,  der  Klasse  n',  die  Zahl  ihrer  ii 
einer  Ebene  liegenden  Wendetangenten  ^,  die  Zahl  ihrer  tob 
einem  Punkt  ausgehenden  Wendetangenten  k^  so  ei^eU  fiA 
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BUerst  Herr  Sturm  vor  Kurzem  fand,  3n+k'  +  3n'  +  k  als 
ftr  die  Ordnung,  n  +  k!  +  n'  +  k  als  Zahl  für  die  Klasse 
^rümmungsmittelpunktsfläche,  wenn  die  ursprüngliche  Fläche 
e  besonderen  Beziehungen  der  Lage  zur  unendlich  fernen 
Qe  und  zum  Kugelkreis  auf  dieser  hat. 

Die  zum  Referat  vorliegende  Abhandlung  von  Marcks  findet 
Ordnung  der  Krttmmungsmittelpunktsfläche  durch  Addition 
Ordnungen  der  drei  Curven,  welche  diese  Fläche  mit  der 
idlich  fernen  Ebene  gemein  hat  (analog  Steiner  die  Ordnung 
5volute,  Grelle  Bd.  49).  Die  Punkte  zweier  dieser  Curven  sind 
lie  den  unendlich  fernen  Punkten  der  ursprünglichen  Fläche 
hörigen  Krdmmungsmittelpunkte,  und  die  Punkte  der  dritten 
e  als  die  den  parabolischen  Punkten  angehörigen  Krümmungs- 
Ipunkte  zu  betrachten.  Dabei  ist  jedoch  das  Versehen  ge- 
it,  dass  die  eine  der  beiden  ersten  Curven,  welche  eine 
•e  Beziehung  zum  Kugelkreise  hat,  wie  die  Evolute  einer 
ner  endlichen  Ebene  gelegenen  Curve  angesehen,  also  statt 
3inen  Kegelschnitt  auf  zwei  ausgezeichnete  Punkte  polar  be- 
Q  ist.  Seht. 

]!hasles.  Thdorfemes  relatifs  aux  axes  harmoniques 
3s  courbes  g^om^triques.    C.  R.  Lxxiv.  21-23. 

Die  vorliegende  Abhandlung  bildet  die  Fortsetzung  einiger 
rer,  welche  in  den  C.  R.  LXXIII.  1242-1247,  1289-1296 
1405—1413  (siehe  F.  d.  M.  III.  p.  275)  enthalten  sind,  und 
ölben  Titel  fuhren.  Vermittelst  der  harmonischen  Axen, 
nter  der  Herr  Verfasser  die  letzten  oder  geraden  Polaren 
eht,  werden  die  Punkte  mehrerer  Curven  zu  einander  in 
5hung  gesetzt.  Dadurch  werden  Oerter  von  Punkten  resp. 
den  definirt,  deren  Ordnungen  resp.  Klassen  in  172  Theo- 
n  angegeben  werden. 

Die  hinzugefügte  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  gestellte 

Qgung,  dass  zwei  Gerade  durch  zwei  entsprechende  Punkte 

Curve   vom  Geschlechte  Null   gehen  sollen.    Ist  nämlich 

Curve  die  unendlich  ferne  Gerade,  und  fallen  die  Doppel- 
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punkte  der  Involution  mit  den  beiden  imaginären  Kreispunkten 
zusammen,  so  specialisirt  sieh  diese  Bedingung  dahin,  dass  ^e 
beiden  Geraden  einen  Winkel  von  constanter  Grösse  bei  con- 
stantem  Drehungssinne  bilden  sollen.  Diese  Bemerkung  des 
Herrn  Ghasles  wird  fruchtbar  in  seiner  späteren  AbhandloBg 
„Theoremes  relatifs  aux  obliques  meni^es  par  les  points  d'une 
courbe  sous  des  angles  de  meme  grandeur"  (C.  R.  LXXIV,  p.  1U6 
u.  f.,  F.  d,  M.  p.  313).  Seht 

A.  Cayley.  On  the  surfaces  each  the  locus  ofthe 
Vertex  of  a  coiie  which  passes  through  m  given 
points  and  touches  6—m  given  lines.  Proc.  of  L.  m.  s.  IV,  il^ 

Nennt  man  die  gegebenen  Punkte  a,  bj  c  etc.  und  die  ge^l 
gebenen  Linien  a,  /?,  y  etc.,  so  sind  die  betrachteten  OberflfiduafI 
abcdef    4*^%     abcdea    8*",  1 

abcdaß  16*^%     abcaßy  24*«', 
abaßyS  24*«'',     aaßySe  14% 
ctßrde^    S*«'  Ordnung. 
Die    Ordnung    ist    schon    bekannt   durch    die    Untersuchungen 
von  ChasleS;  der  auch  die  Fläche  a,  b,  c,  d,  e,  f  discutirte  und  in 
Beziehung  zu  der  Fläche  a,/9,/,3,e,f  setzte.     Diese  beiden  und 
auch  die  Flächen  a,b,c,d,ea  und   a^a,ß,y^8,€  sind  discutirtin 
Hierholzer's  Abhandlung  „Ueber  Kegelschnitte  im  Räume«  (Clebsek 
Ann.  IL  563  —  586  siehe  F.  d.  M.  IL  p.  570).    Die  gegenwärtige 
Arbeit  ist  eine  Fortsetzung  und  Weiterentwickelung  der  ArbA 
von  Hierholzer.    Die  Resultate  sind  in  einer  Tabelle  der  Singu- 
laritäten p.  12  enthalten.  Cly.  (0.) 

Em.  Weyr.    Ueber  die  Anzahl  der  Doppelnormalen  einer 
rationalen  Raumcurve.   Borchardt  j.  LXxiv.  279-281. 

Doppelnormale  einer  Raumcurve  ist  eine  Gerade,  welche  ftr 
zwei  Punkte  der  Raumcurve  Normale  ist.  Für  eine  rationale 
Raumcurve  «*"  Ordnung  beträgt  ihre  Anzahl  («  — 1)(5«  — 7); 
davon  sind  im  Endlichen  gelegen  C^'~^)C9y*--'14) 

2  Sehn. 
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.  Weyr.     Ueber  Normalen  rationaler  Eaumcurven. 

Borchardt  J.  LXXIV.  277-279. 

Es  wird  bewiesen,  dass  durch  einen  beliebigen  Punkt  des 
imes  3n  — 2  Normale  einer  rationalen  Raumcurve  »*«'  Ord- 
ig  hindurchgehen.  Sehn. 

Painvin.     Sur  la  th^orie  des  caractdristiques. 

Darboux  Bull.  III.  155-160. 

Der  Begriff  der  Charakteristiken  bei  Curven  und  Flächen 
d  definirt.  Darauf  folgt  ein  Litteraturverzeichniss  aller  Ar- 
ten, welche  die  Theorie  der  Charakteristiken  ausgebildet  und 
Urdert  haben,  bis  zu  den  ersten  Monaten  des  Jahres  1872. 
•  grösste  Theil  dieser  Arbeiten  ist  in  den  C.  R.  von  1864  an 
lalten.  Seht. 


Neunter  Abschnitt 

Analytische    Geometrie. 

Capitel  1. 
Coordinaten. 

E.  Heger.     Elemente   der   analytischen  Geometrie  mit 

homogenen   Coordinaten.    Braunschweig.    Vieweg. 
Siehe  F.  d.  M.  IL  p.  448,  ffl.  p.  307. 

F.  Lucas.      Nouvelle    methode    d'analyse    fond^   sur 
l'emploi  des  coordonn^es  imaginaires.   c.  R.  LXXV.  lüM 

-1253. 
Principiell   Neues    enthält   die   Methode   nicht.      Wird  tei 
Punkt  M  durch  fji  =  x-^-iy  dargestellt,  so  heisst 

das  anharmonische  Verhältniss  der  Punkte  M,M^,  JV,iV.  Sind  zW 
Paare  von  festen  Punkten  M^,"^Mp;  JV^  —  iVp  gegeben,  und  eiJ 

beweglicher  F,  so  bestimmen  die  Lagen,  für  welche  ^zmn 

Maximum  oder  Minimum  wird,  die  Kreispunkte  des  Systems. 

No. 

Mac  Berlin.      Om   komplexa  koordinater    inom  plan 

Geometrin.   Lunds  ünlv.  Arsk.  1872. 
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Wenn  x  und  y  die  reellen  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
ktes  in  der  Ebene  sind,  so  kann  man  bekanntlich  diesen 
it  als  den  geometrischen  Repräsentanten  der  Grösse  X'\'yi 
lebten.  Wenn  aber  |  und  17  complex  sind,  so  kann  man 
och  die  Grösse  l  +  iyi  auf  die  Form  x-\-yi  bringen,  und 
ich  dieselbe  in  der  Ebene  construiren.  Dieses  ist  der  der 
mdlung  zu  Grunde  liegende  Gedanke,  den  der  Verfasser 
nders  zur  Construction  „der  complexen  Durchschnittspunkte 
er  Curven'*  (Gerade  und  Kreis,  zwei  Kreise,  zwei  Kegel- 
itte  etc.)  in  Anwendung  bringt.  Leider  kommt  man  dabei 
(VidersprUche.  Es  lässt  sich  ebensowohl  beweisen,  dass  die 
idenen  Punkte  Durchschnitte  der  Curven  sind,  als  das  Gegen- 
Eine  Gleichung  mit  zwei  Veränderlichen  repräsentirt  ftlr 
Verfasser  „die  ganze  Ebene";  man  kann  aber  ebensowohl 
dsen,  dass  es  keinen  einzigen  Punkt  in  der  Ebene  giebt, 
lerselben  angehört.  Bg. 

Palnvin.  Courbure  d'une  courbe  dannee  par  son 
juation  tangentielle.    Darboux  Bull.  iii.  174-190. 

Coordinaten  einer  Geraden  werden  die  Coordinaten  des  Fuss- 
Lts  des  vom  Anfangspunkt  auf  sie  gefällten  Lothes  dividirt 
h  dessen  Quadrat  genannt.  Der  Verfasser  entwickelt  nun 
aeln,  welche  die  Bestimmungsstücke  einer  beliebigen  ebenen 
e  durch  die  Coordinaten  ihrer  Tangente  ausdrücken,  und 
let  sie  auf  eine  Reihe  specieller  Curven  an.  Resultate,  die 
I;  mit  aller  Bequemlichkeit  auch  ohne  diese  neuen  Formeln 
ergeben^  kommen  indess  nicht  vor.  H. 

ST.   Theorie  des  coordonn^es  curvilignes  quelconques. 

fioschi  Ann.  (2)  V.  261. 

Das  Referat  folgt  im  nächsten  Bande  nach  Vollendung  der 

it.  K. 

)arboux.     Sur  un  nouveau  systfeme  de  coordonn^es 
sur  las  polygones  circonscrits  aux  coniques. 

St.  XL.  180-182. 


320  I^*  Abschnitt.    Analytische  Geometrie. 

Die  bekannten  Sätze  über  Polygone,  die  Kegelschnitten  ein 
und  umgeschrieben  sind,    sowie  manche  neue  ergeben  sich  mit 
Leichtigkeit  bei  Zugrundelegung  folgenden  Coordinatensystems: 
Variirt  m  in  der  Gleichung: 

(1)         aw'-l-/?m  +  y  =  0, 
wo  a,  /?,  y  lineare  Functionen  von  x  und  y  sind,  so  drückt  sie 
bekanntlich  nach  und  nach  alle  Tangenten  des  Kegelschnitts: 

/?«-4ay  =  0 
aus.      Damit  die  Gerade  (1)   durch   einen   bestimmten  Fankt 
(«', /?',  y')  gehe,  muss  m  der  Gleichung  genügen: 

aW+/ym4-y'  =  0. 
Sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  q  und  pj,  so  hat  man: 

Da  man  nun  a\  ^,  y  als  durch  q  und  q^  bestimmt  ansehen 
kann,  so  sind  q  und  p,  als  Coordinaten  des  Punktes  (ja!  ßf) 
aufzufassen.  In  diesem  System  ist  z.  B.  die  Gleichung  des 
Kegelschnitts: 

Hat  man  eine  algebraische  Gleichung:  f{Q,Q^)  =  0,  dienicM 
symmetrisch  ftlr  q  und  q^  ist,  und  ist  sie  für  q  vom  Grade  m,  fb 
ßj  vom  Grade  m^,  so  stellt  sie  eine  Curve  vom  Grade  w+i^ 
dar.  Ist  aber  die  Gleichung  symmetrisch  und  vom  Grade  ffiji^ 
drückt  sie  eine  Curve  vom  Grade  m  aus.  Der  Fall,  dass  /(f,6l 
zerlegbar  ist,  wird  nicht  behandelt,  weil  er  im  Folgenden  kd| 
Anwendung  findet.  Umgekehrt  wird  jede  Curve  m*«"6ra4i 
durch  die  allgemeinste  in  q  und  q^  symmetrische  Gleichung  voi 
Grade  m  ausgedrückt.  Um  eine  Vorstellung  von  der  Anweri' 
barkeit  dieser  Coordinaten  zu  gebeu;  sei  noch  Folgendes  ^ 
geführt: 

Geht  eine  Curve  n*^"  Grades  durch  den  Durchschnitt  zweto 
Systeme  von  n  Geraden  A^,  A^,  •••  An  und  B^^  fi„  •••  fi„,  so  hatfl^ 
die  Gleichung: 

A,'A,'An=-h.B,B,-'Bn. 

Sind  nun  Ai^Bi  Tangenten  des  Kegelschnitts: 
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ist: 

Bi  =  abf  +  ßbi  +  r  =  «  (.bi-Q)  (bi-QO- 
Setzt  man: 

f>  (e)  =  ((•  -  ö.)  C? -  o»)  -  (e -  On), 

v(c)  =  /&•(?-&.)(?-*,) -(c-ft«), 

wird  die  Gleichung  jener  Curve  n'*"  Orades: 

m      yCg)  _  v(g.) 

"^^^  V(ß)       -      tpÜQ,)     ' 

er  auch: 
1  wenn: 

m  :=  «';    n  =  m', 
bringt  man  (2)  auf  die  Form: 

«PC?)   ~  *(e.)  ' 

siehe  Gleichung  derjenigen  (2)  ganz  ähnlich  ist,  aber  eine  Con- 
inte  enthält,  der  man  alle  möglichen  Werthe  geben  kann. 
Iso:  „Geht  eine  Curve  w**^"  Grades  durch  die  w'  Durchschnitts- 
inkte  zweier  Systeme  von  n  Tangenten  eines  Kegelschnitts,  so 
thält  sie  unendlich  viel  andere  Systeme  von  n^  Punkten,  die 
B  Durchschnitte  zweier  Systeme  von  n  Tangenten  des  Kegel- 
bitts  sind." 
In  dieser  Weise  folgen  dann  noch  ähnliche  Sätze. 

Mz. 

Darboüx.  Polygones  inscrits  et  circonscrits  aux 
coniques,  nouveaii  systfeme  de  eoordonnöes,  propri^tds 
des  courbes  de  quatrifeme  ordre,    inst.  XL.  259-263. 

Fortsetzung  der  vorigen  Betrachtungen  mit  Benutzung  eines 

tzes  über  ultra-elliptische  Functionen. 

Mz. 


322  ^^-  Abschnitt.    Analytische  Geometrie. 

E.   HüTT.      Eine    neue    Form    der    elliptischen  Kngel- 

coordinaten.   Pr.  Berlin.  IF 

m 

Diese  neuen  Goordinaten  entstehen  folgendermaac^en:  In  ^ 
der  XZ-Ebene  eines  geradlinig-rechtwinkligen  CoordinatensysteniB 
seien  zwei  durch  den  Anfangspunkt  0  gehende,  symmetrisch  zur 
Z-Axe  liegende  feste  gerade  Linien  S  und  5^.  Jede  von  diesiai 
bilde  mit  der  Z-Axe  den  Winkel  s;  S  Hege  zwischen  der  positi- 
ven ä  und  der  positiven  a;-Richtung;  S^  zwischen  der  positiven  i 
und  der  negativen  a;-ßichtung.  Jede  durch  0  gehende  Geradel 
kann  dann  ihrer  Richtung  nach  durch  diejenigen  beiden  Winkel 
u  und  V  bestimmt  werden,  die  sie  mit  S,  resp.  S^  bildet  Eb 
sollen  u  und  v  diejenigen  Winkel  sein,  welche  ganz  auf  der  einen 
oder   ganz   auf  der  andern   Seite  der  XF- Ebene  liegen.     SetsJ 

man  nun 

v  +  u  v  —  u        « 

und   ist  r  die  Entfernung  eines  Punktes  (xyji)  der  Richtung  I 
vom  Anfangspunkte  0,  so  hat  man  die  Gleichungen 
rsincT  sind 


X  = 


sm« 
r|/(sinV— "siiä'^)  (sin'^  — sin*^) 


^  sin«  cos*  ' 

r  cosa  cos  5 
cos«  ' 
wodurch  ein  Coordinatensystem  r,  a,  d  im  Räume,  und  ein  solcin 
a,  S  auf  der  Kugel  um  0,  deren  Radius  r,  definirt  wird.  Iß 
Zugrundelegung  dieses  Coordinatensystems  wird  nun  die  BectÜi- 
cation  und  Quadratur  sphaerischer  Kegelschnitte,  femer  die  Her- 
leitung geometrischer  Eigenschaften  der  Wellenoberfläche,  sowie 
deren  Cubatur  durchgeführt.  Mz. 

G.  Frattini.  Sülle  coordinate  curvilinee.  Battaglini  G.  i238. 
Siehe  Abschn.  IX,  Cap.  5. 

J.  Versluys*     Demonstration  nouvelle  de  la  propri^t^ 
associative  de  la  multiplication  des  quatemions. 
Aroh.  N6erl.  VII.  177-182. 
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Der  Verfasser  sucht  fUr  das  associative  Princip  der  Quater- 
>nen  einen  einfacheren  Beweis  zu  geben,  als  Hamilton  und 
)bias.  Dieser  Beweis  ist  ähnlich  dem  fQr  das  distributive 
incip  und  beruht  auf  demselben.  Das  distributive  Princip  wird 
D&chst  für  zwei  coUineare  Quaternionen  und  zwei  Vectoren  be- 
esen,  zuerst  für  den  Multiplicator,  dann  fttr  den  Multiplicandus, 
an  fOr  scalare  Quaternionen,  endlich  ftlr  beliebige  Quaternionen. 
M  associative  Princip,  das  für  die  Tensoren  evident  ist,  wird 

Versoren  bewiesen,  indem  dieselben  durch  grösste  Kugelkreise 
'gestellt  werden,  und  zwar  zunächst  für  den  Fall,  dass  der 
tte  durch  den  Dividendus  des  Products  der  beiden  andern 
it,  sodann  wenn  der  zweite  Faktor  ein  Scalar  ist,  endlich  für 
{  allgemeinen  Fall.  Zu  erwähnen  ist  noch,  dass  der  Verfasser 
sen  Beweis  auf  die  Relation  basirt,  welche  zwischen  Multi- 
lation  und  Division  der  Quaternionen  existirt,  aber  nicht  auf 

Eigenschaften  der  Symbole  i,  j,  k.  Mn.  (Wn.) 


Capitel  2. 

Analytische  Geometrie  der  Ebene. 
A.    Allgemeine  Theorie  der  ebenen  Curven. 

.  Hattendorff.  Einleitung  in  die  analytische  Geometrie. 

Hannover. 

Das  Buch  soll  als  Leitfaden  bei  den  vom  Verfasser  an  der 
lytechnischen  Schule  gehaltenen  Vorträgen  dienen  und  einen 
eil  des  Heftschreibens  entbehrlich  machen.  Desshalb  ist  fttr 
'  Darstellung  eine  möglichst  knappe  Form  gewählt,  und  die 
sarbeitung  nicht  überflüssig  gemacht ,  sondern  nur  durch  die 
5hte  Uebersichtlichkeit  der  Gliederung  erleichtert.  M. 

RNOY.      Cours   de  göom^trie  analytique.      Gdomdtrie 
Diane.   Lourain. 
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Dies  Werk  ist  in  demselben  Sinne  verfasst,  ¥rie  die  Kegel- 
schnitte von  Salmon,  von  denen  es  in  Bezug  auf  die  Curm 
zweiter  Ordnung  einen  Auszug  giebt.  Es  enthält  ferner  m 
Einleitung  in  die  Theorie  der  Determinanten,  einige  Sätze  Hier 
Curven  dritter  und  n*^'Ordnung,  endlich  die  Fundamentaläto 
der  Geometrie  der  Richtung  von  P.  Serret.  An  einigen  Stellen  U 
Referent  gefunden,  dass  die  Beweise  nicht  genügend  streng  tifil, 
aber  im  Ganzen  ist  das  Werk  eine  gute  Einleitung  zu  weita" 
gehender  Behandlung  der  angeführten  Abschnitte. 

Mn.  (Wn.) 

BoüRDON.      Application    de    Talgfebre    k    la    g^om^*^ 
comprenant  la  gdomdtrie  analytique  k  deux  et  k  troii 
dimensions.    7">e  Edition  revue  et  annotöe  par  G.  Darboux.  8.  Parii 
Gauthier-Villars. 

J.   Petersen.       Bidrag  til  Enveloppe-theorien.    Zeuthei 

Tidsskr.  (3)  IL  81. 

Neue  Begründung  der  Theorie  der  Enveloppen. 

Hn.  (Wn.) 

Max    Marie.      Sur   quelques  propridtds    de  .renveloppBJ 
imaginaire  de  conjugudes  d'un  Heu  plan.     C.  R.  LX 
7-10. 

Unter  einer  conjugirten  Tangente  einer  ebenen  Curve 
steht   der  Verfasser  nach    Ponc^let*s    Vorgange   eine  Tao 
mit  imaginärem  Berührungspunkte,  aber  reeller  Richtung,  drtl 
unendlich  entfernter  Punkt   also  reell  ist^   wie  solche  im  ABM 
meinen  vorhanden  sind,  wenn  von  den  einer  beliebigen  neDfl 
Richtung  parallelen  Tangenten  einige  imaginär  werden,    bt   ^.j 

y  =  mx  +  p  +  qi 

die  Gleichung  einer  solchen  Tangente;  in  welcher  m,p,q  rei] 
sind,  und  i  =  /  — 1,  so  stellt  der  Verfasser  dieselbe  durch  dne 
reelle  Gerade  dar,  die  durch  einfache  Fortlassung  des  Faeton 
aus  der  obigen  Gleichung  entsteht.    Lässt  man  nun  den  Biehtmigi- 
coefficienten  m  sich  ändern^  so  ändert  sich  auch  die  ebe&1)^ 
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rochene  Gerade,  und  ihre  Enveloppe  ist  eine  Gurve,  welcher 
r  Verfasser  den  in  der  Uebersehrift  angeftlhrten  Namen  giebt. 
ter  den  Eigenschaften  derselben  sind  folgende  zu  nennen :  Wenn 
e  Curve  eine  Enveloppe  der  conjugirten  Tangenten  hat,  so 
let  zwischen  beiden  Gurven  in  dieser  Beziehung  Reciprocität 
tt;  beide  Gurven  berühren  sich  in  ihren  Wendepunkten.  Wenn 
*  Krümmungsradius  in  einem  Berührungspunkte  einer  der 
'hergenannten  imaginären  Tangenten  r-|-tr'  ist,  so  hat  die  En- 
oppe  der  Gonjugirten  im  entsprechenden  Punkte  den  Krüm- 
ngsradius  r  +  r';  der  Krümmungsradius  in  dem  dem  conjugirten 
nkte  entsprechenden  ist  r—r\  so  dass  aus  den  Krümmungs- 
Jen  in  diesen  beiden  Punkten  der  reelle  und  der  imaginäre 
)tandtheil  jenes  Krümmungsradius  sich  ergiebt. 

Die  zu  einer  Hyperbel  —5 —  -|^  =  1    gehörige    Enveloppe 

conjugirten  Tangenten  ist 

Bezug  auf  dieselben  ergiebt  sich  der  Satz:  Die  imaginäre 
riode  des  Bogenintegrals  einer  Hyperbel  ist  bis  auf  den  ima- 
lären  Einheits- Factor  i  gleich  der  Differenz  der  Längen  der 
ymptoten  und  der  conjugirten  Hyperbel.    Die  reelle  Periode 

gleich  der  Differenz  der  Gesammtlängen  der  Asymptoten  und 
V  Hyperbel  selbst.  Beide  Aussprüche  haben  allerdings  nur 
HD,  wenn  angegeben  ist,  wie  das  Differential  der  Differenz  beider 
Ingen  aufgefasst  werden  soll;  also  etwa,  wenn  man  beide  auf 
( als  unabhängiges  Differential  bezieht,  was  der  Verfasser  indess 

erwähnen  nicht  für  ndthig  hält. 

Ebenso  lässt  sich  der  allgemeine  3atz  aussprechen,  dass  die 
dien  Perioden  der  Bogen-Integrale  einer  Gurve  absolut  gleich 
Q  imaginären  Perioden  der  Bogenintegrale  der  conjugirten 
rve  sind. 

Endlich  lässt  sich  das  Integral  lydx,   zwischen  zwei  ima- 

ären  Punkten  x^y^,  x^y^  einer  reellen  Gurve,  in  denen  die  Tan- 
iten  reelle  Richtungen  haben,  reell  folgendermaassen  darstellen : 

)rtwhr.  d.  Math.  IV.  2.  '  ^ 
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Seien  A  und  B  die  reellen  Darstellungen  der  bezeichneten  Ponkte,  Iji 
Aa^  Bb  ihre  Ordinaten,  S  gleich  dem  Segment  Aa  bß,  S'  glokk  '^ 
dem  Segment  für  die  Darstellung  der  conjugirten  Punkte  A'rfVF; 
CA  der  Ort  der  Mitten  der  Sehnen  AA%'*SB^  und  8^  das  ihnen  ent- 
sprechende Segment  {CcdD^.  Dann  ist  in  den.  bezeichneten  Grenzei 

fydx  =  2S,  ~  ^(S  +  SO+i(S-SOt. 

Obschon  die  Resultate  somit,  namentlich  diejenigen ,  welche  dk 
Perioden  betreffen,  nicht  ohne  Interesse  sind,  so  vermissti 
doch  eine  Beziehung  derselben  zu  irgend  einer  fundamentale 
Behandlungsweise  des  Imaginären  in  der  Geometrie.  Einer  solchei 
scheint  der  Verfasser  überhaupt  fern  gestanden  zu  habei. 
Uebrigens  sei  bemerkt,  dass  die  von  ihm  betrachteten  Tangentei 
solche  sind,  die  nach  der  v.  Ständischen  Auffassung  dargestellt 
werden  mUssten  durch  einen  elliptisch  involutorischen  ParaM 
Strahlbüschel,  und  dass  wenn  man  dieselbe  von  der  unendM 
entfernten  Geraden  ausgehend  harmonisch  darstellt,  man  als  dtf 
eine  Strahlenpaar  der  Involution  die  beiden  Geraden  erhält,  durck 
welche  der  Verfasser  jene  zwei  conjugirten  Tangenten  darstei 
Hierdurch  ist  der  Zusammenhang  der  Betrachtungen  des  Te^ 
fassers  mit  v.  Standes  Theorie  des  Imaginären  ersichtlich. 

A. 
*  ' 

E.  Pellet.     Note  sur  las  podaires  obliques.  DarbouxB* 
m.  278-281.  i. 

Schiefe  Fusspunktcurve   nennt  der  Verfasser   den  Ort  Ä 

Durchschnitts  eines  auf  die  Tangente  einer  Curve  unter  constanUl 

Winkel  auffallenden  Strahles  mit  der  Tangente.    Ihre  Gleiclmil 

stellt  er  erst  mit  Hülfe  der  normalen  Fusspunktcurve  relativ  ^ 

ihr,  und  dann  die  2  Gleichungen  auf^  aus  denen  durch  ElimiHaM 

des  Einfallswinkels  «  die  Relation  der  Polarcoordinaten  *hervo^  1 

geht.    Bei  Variation  von  x  erzeugt  das  Curvenelement  ein  VicreA  ' 

^  ctd&da 

da  = ; , 

sma 

wo  c  den  Strahl,  t  die  vom  Einfallspunkt  begrenzte  Taog^ito 

der  UrcurvO;  &  den  Richtungswinkel  der  Tangente  beseichnet. 
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it  die  Urcurve  geschlossen  und  convex,  das  Strahlencentrum  im 
inern,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  2  Fusspunkt- 
iryen,  und  man  hat: 


/öcT/sina    ,    sina,\       .    , 

/r.     /sin'a    ,  sin*a,\         . 


0  die  Integrale  sich  tlber  den  äusseren  Flächenraum  erstrecken, 
ür  das  letztere  braucht  das  Centrum  nicht  im  Innern  zu  liegen. 

H. 

.  Kiepert.     Ueber  rechtwinklige  Trajektorien. 
Scklömilch  Z.  XVII.  420-424. 

Das  Problem,  die  rechtwinkligen  Trajektorien  für  das  Curven- 
stem  /i  =  f(x,y)  zu  finden,  wo  fi  ein  alle  Werthe  von  —  oc 
3  -1-  oo  durchlaufender  Parameter  ist,  führt  bekanntlich  auf  die 

tegration  der  Differentialgleichung  3^  ~^jp  =  0.      Diese 

tegration  ist,  wie  Euler  angegeben,  leicht  ausführbar^  wenn 
'x,y)  eine  Summe  oder  ein  Produkt  einer  rationalen  Function 
>n  X  und  einer  eben  solchen  von  y  ist  Dem  analog  entwickelt 
err  Kiepert  die  Differentialgleichung  der  rechtwinkligen  Tra- 
Jctorien,  wenn  das  Curvensystem  in  PolarcoordiUjaten  /ti  =  f(r,() 
|i|eben  ist,  und  zeigt,  dass  diese  namentlich  integKrbar  ist,  wenn 
0*1 0  eine  Summe  oder  ein  Product  einer  rationalen  Function 
on  r  und  einer  rationalen  Function  von  t  oder  sint  und  cos  t 
rt.  Endlich  wird  für  den  Fall,  dass  ein  Curvensystem  die 
peciellere  Gleichung  fi  =  r'''T  hat,  wo  T  eine  rationale  Function 
on  t  oder  sin  t  und  cos  t  ist,  ein  besonderer,  durch  ein  Beispiel 
rläuterter  Satz  abgeleitet.  Seht. 

'.  PiCQUFT.     ißtude  g^ometrique  des  systfemes  ponctuels 

et   tailgentiels   de  sections  COniques.    Paris,  Gauthier-Villars. 

Wir  geben  die  Ueberschriften  der  einzelnen  Kapitel  nach 
lem  ausführlicheren  Referat,  welches  sich  in  Darboux  Bull.  III. 
—  68  findet.   Chap.  I":  Theorie  de  Tinvolution  plane;  Chap.  II: 

22* 
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Des   syst^mes  ponctuels    (Schaar  der  resp.  2,  3,  4^  5  Cunren 

c,a,a',c''',a^:kc+fjLC+va'+eO''+^c^^=oy,  chap.  m: 

Des  syst^mes  tangentiels  (entsprechend  dem  vorigen);  Chap.IY: 
Propri6t6s  g^n^rales  des  couiques  en  involution.  —  Cas  particulierg; 
undChap.  V:  Examen  des  cinq  cas  dans  lesquels  deux  systömtf 
peuvent  6tre  contravariants.  M. 


B.    Theorie  der  algebraischen  Curvön. 

Em.   Weyr.      Bestimmung    unendlich    weiter    Elemente 
der  geometrischen  Gebilde.   Casopis  i.  161-186.  (Bohmiech.) 

Von  den  Hesse'schen  homogenen  Coordinaten  ausgehendj^ 
entwickelt  der  Verfasser  die  Gleichung  der  unendlich  fernrf 
Geraden,  parallelen  Geraden,  bestimmt  die  unendlich  wdta 
Punkte  und  Asymptoten  der  algebraischen  ebenen  Curven,  be» 
sonders  für  die  Kegelschnitte  im  Besonderen  und  Allgemeinfai 
die  Gleichung  der  imaginären  Kreispunkte  (x^  -\-y^  =  o).  Hienaf 
wird  auf  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte  eingegang« 
Wenn  man  die  Gleichung  einer  algebraischen  ebenen  Curve  ff* 
Grades  in  der  Form  schreibt  Un  +  Un-i  +  Un-i-l — Wi+Wo=* 
wobei  allgemein  uj,  das  Glied  fc'^"  Grades  bezeichnet,  so 
man  die  unendlich  weiten  Punkte  (resp.  die  Werthe  des  Vl, 

hältnisses  —  für  diese  Punkte)  aus  der  Gleichung  w«  ==  o,  weldl 
fftr  das  Verhältniss  -^  w  Werthe  «,«...«„   liefert.     Unter  ^1 

X 

nutzung  der  bekannten  Eigenschaften  homogener  Funktionen  f^  { 
nun  der  Verfasser,  dass  die  Gleichung  der  Asymptoten  lautet: 


wobei  nach  durchgeführter  Division  mit  a?**-^  statt  —  der  Reite 

X 

nach  a^a^'^'a^  zu  setzen  ist.    Nachdem  einige  allgemeine  Be* 
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lerkuDgen  über  das  Fehlen  von  Gliedern  (u)  in  der  Carven- 
Idehung  vorausgeschickt  worden,  wird  auf  Grund  der  entwickelten 
%eorie  die  Cissoide,  Gardio'ide  und  Goncho'ide  besonders  be* 
andelt,  resp.  die  Gleichungen  der  Asymptoten  dieser  Gurven 
«stimmt.  W. 

iAGUERRE.  Memoire  de  gdom^trie  analytique.  LiouvilleJ. 
(2)  XVII.  1-55.  Sur  les  covariants  doubles  des  formes 
binaires.    inst.  XL.  77-78. 

Ist  A(F— y)  =  /ti(X— a?)  die  Gleichung  der  Tangenten  einer 
gebraischen  Curve  im  Punkte  x,y]  so  kann  die  Grösse      '^     ■ 

B  algebraische  Funktion  von  y-  betrachtet  werden.     Man  er- 

It  dafür  eine  in  den  drei  Grossen  l^fi^ly  —  fix  homogene 
teichung,  welche  nach  Potenzen  von  A,  ^  geordnet  vom  Ver- 
Bser  „gemischte  Gleichung  der  Curve*  genannt  wird.  Sie  de- 
drt  die  Curve  vollständig,  da  sie  nichts  anderes  ist  als  die 
leichung  derselben  in  Linien-Coordinaten.  Insbesondere  ist  ihr 
rad  in  X,  /m  die  Classe  der  Curve.  Die  Coefficienten  der  ge- 
ischten  Gleichung  /"(A,^)  =  0  sind  ganze  Funktionen  von 
>  j,  welche  aber  nicht  völlig  willkürlich  gedacht  werden  dürfen. 
%fx  auch  abgesehen  von  den  Beschränkungen  der  Coefficienten 
JUreist  sich  die  geometrische  Interpretation  der  Theorie  der 
liÄren  Formen,  angewendet  auf  die  Funktionen  ^(A,/m),  als 
öcbtbare  Quelle  von  Sätzen  über  die  Curven  3*^'  und  4*^'^  Classe, 
€  theilweise  auch  verallgemeinert  werden  können.  St. 

u  Folie.     Fondements  d'une  geom^trie  supdrieure  car- 

t^sienne.    Mem.  de  Belg.  XXXIX.   ML,  1-142. 

I.  Ebene  Geometrie.  A.  Gewöhnliche  rechtwinklige  Coor- 
inaten.  1)  Herr  Folie  giebt  folgende  Definitionen.  Zwei  Systeme 
»n  n  Geraden  von  der  Beschaffenheit,  dass  jede  alle  Geraden 
»  andern  Bystems  auf  einer  Curve  »*"  Ordnung  schneidet, 
Iden  »zwei  coiyugirte  Polygoqe  von  n  Seite^",  die  jener  Curve 


). 


330  I^*  Abschnitt.    Analytische  Geometri«. 

einbeschrieben  sind.  Z.  B,  ein  einem  Kegelschnitt  einbeadbriebena  |i 
Vierseit  ist  ein  System  von  zwei  dem  Kegelschnitt  einbesehriebeneB 
Zweiecken.  Zwei  Systeme  von  m+1  Geraden  von  der  Bescbaffeiir 
heit,  dass  jede  alle  Geraden  des  andern  Systems  mit  Aasnahine 
einer  derselben  auf  einer  Curve  w*"  Ordnung  schneidet,  biU« 
zwei  conjugirte  Polygone  von  »  +  1  Seiten,  die  der  Curve  eil- 
beschrieben  sind;  z.  B.  ein  einem  Kegelschnitt  einbeschriebeiM 
Rechteck  ist  gleich  zwei  conjugirten  Dreiecken.  [Herr  Clebwi 
übersetzt  in  einem  Briefe  an  den  Referenten  die  genannten  Figam 
mit  „Gitter",  und  nennt  die  beiden  Arten  resp.  „vollständige" 
und '  „unvollständige  Gitter".] 

2)  Fundamentalsatz.    Sind  8^,  8^  zwei  Secanten  einer  Cum 
^ter  Ordnung,   so   kann   die   Gleichung    derselben   C«  =  0  a»! 
1.2-3---(w  — 1)  verschiedene  Arten  in  folgende  Form  gebiai 
werden  S^  -S^  •  C„_-2  -  Kd\  5/.. 5«'  =  0.  Für  Curven  dritter,  yiert 
und  fünfter  Ordnung  kann  man,  wie  der  Verfasser  zeigt,  C»- 
auf  ein  System  von  Geraden  reduciren  und   daher   auf  dies 
Curven  die  Sätze  von  Pappus,  Desargues  und  Pascal  ausdehneik 
Der  erste  fällt  mit  dem  Fuudamentalsatze  zusammen,  der  zweifa 
folgt  daraus  auf  sehr  einfache  Weise,  während  man  zum  Beweist 
des  dritten  noch  folgenden  Satz  gebraucht:  „Haben  zwei  Systea   ^ 
von  je  zwei  Polygonen  von  n  Seiten,  die  einer  Curve  «*" 
nung  einbeschrieben  sind,  zwei  Gerade  des  einen  und  «—3 
rade  des  andern  Systems  gemeinsam,  so  bilden  die  Übrigbleib 
Geraden,  2(n  +  l)  an  Zahl,  ein  System  von   einbeschriel 
Polygonen  von  (w  +  1)  Seiten".     Die  Beweise  jener  Sätxe 
Curven  dritter  Ordnung  werden  auf  folgende  Weise  gefllhrt.  i 

3)  Satz  von  Desargues.    Es  sei  dJ^3^-'Kd^'8^'8^'  =  o 
Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung,  wobei  3  die  Form 
y  —  ax  —  b.    Durch  einen  Punkt  Jüfj  der  Curve  ziehe  man  za 
sechs  Geraden  8  die  Parallelen  f^yftJ^J^'Jt'J^',  welche  die  Pö» 
y—ax  —  y  haben.     Dann  kann  man  die  Gleichung  ddr  Carl« 
auf  die  Form  bringen     ' 

Es  seien  nun  0,,0^,0^,0^',0^',0,'  die  Schnittpunkte  derGemki 
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einer  durch  üf,  zur  y-Axe  gezogenen  Parallelen,  so  nimmt 
tzte  Gleichung  die  Form  an: 


0,M,.0,M,0,M, 


be  Gleichung  besteht  noch  fttr  die  Punkte  Jf,,  M^,  in  denen 
arallele  zur  y-Axe  die  Curve  ausser  in  M^  schneidet.    Dem- 
lantet  der  verallgemeinerte  Satz  von  Desargues: 
0,M,O^M,0,M,     _    0,M,'0,M,'0,M, 

ülfssatz.  Ein  andres  System  von  2  conjugirten  Dreiecken 
eine  ähnliche  Gleichung,  in  der  nur  die  6  Punkte  0  durch 
3re  Punkte  P^,P^,P^^P^',P^',P^'  ersetzt  sind.  Fallen  nun 
OgjO/,  mit  P^yP^yP^.P^'  zusammen,  so  ergiebt  die  Combi- 
der  beiden  Gleichungen 

P,'MyP,^M,  -  P,'M,.P,^M,  ~  P,'M,.P,'M,' 

3tzt  man  nun  Jtf, Jf,  =  a,M^M^  =  b.O^'M^  ==  x^yO^^M^  =  a?„ 

=  j/j,  P3' Jff^  =^3,  so  nehmen  die  vorhergehenden  Glei- 
m  eine  Form  an,  welche  zeigt,  dass  die  Gleichung  zweiten 
5  für  a 

'urzeln  hat,  0,  a,  b  und  daher  eine  identische  Gleichung  ist. 
ä  folgt  dann,  dass  Pg',  P^'  mit  0/,  O3'  zusammenfallen.  Sind 
ch  zwei  Systeme  von  je  zwei  conjugirten  Dreiecken,  die 
Curve  dritter  Ordnung  einbeschrieben  sind,  so  beschaffen, 
ier  Gerade  des  einen  Systems  vier  Gerade  des  andern  auf 
geraden  Linie  schneiden,  so  schneiden  die  beiden  fehlenden 
sten  Systems  die  beiden  fehlenden  des  zweiten  Systems  auf 
)en  Geraden.  Daraus  :folgt  leicht  der  PascaFsche  Satz. 
3rfasser  beweist  dann  weiter  den  Satz  noch  einfacher  durch 
merkung,  dass  der  Satz  mit  dem  Fundamentaltheorem  fttr 
lurve  vierter  Ordnung  zusammenfällt],  die  aus  einer  Curve 
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dritter  Ordnung  und  einer  unbestimmten  Geraden  beptehi  Durck 
Verallgemeinerung  dieses  Gedankens  hat  Herr  Folie  den  Sab 
von  Desargues  auf  conjugirte  einbeschriebene  Polygone  ausge- 
dehnt, die  zum  Theil  von  Curven  gebildet  werden. 

B.  Tangential-Goordinaten.  Das  Princip  der  Dualität  liefflii 
analoge  Sätze  f(ir  Curven  von  der  Klasse  n. 

G.  Polareoordinaten.  Herr  Folie  verallgemeinert  auf  elfr 
mentare  Weise  den  Newton'sehen  Satz  ttber  den  Schnitt  zweieif 
Winkel,  die  sieh  um  feste  Punkte  drehen. 

n.  Geometrie  des  Baumes.  Die  vorhergehende  Theoiie 
lässt  sich  auf  Oberflächen  zweiten  und  dritten  Grades  (oder 
Glasse)  ausdehnen,  weil  diese  Oberflächen  Gerade  enthalta 
Der  Verfasser  will  später  seine  Methode  auf  Baumcurven  aft- 
wenden.  Mn.  (Wn.) 

Im  Orocchi.     Teorema  digeometria.  BattagiiniG.  X.  302-lllt 

Beweis  des  Satzes:  „Zwei  geschlossene  Curven,  von  i&m 
die  eine  innerhalb  der  andern  liegt,  gehören  derselben  Famile 
an,  wenn  die  Fläche  des  zwischen  ihnen  liegenden'Stückes  gleÜ 
derjenigen  einer  anderen  geschlossenen  Curve  ist,  die  mit  einer 
von  den  beiden  ersten  Curven  von  derselben  Familie  ist 

Mz. 

S.  GüNDELFiNGER.      Intorno    ad    alcune    formole    di 
teoria  delle  curve  di  secondo  e  di  terzo  ordine. 

Brioechi  Ann.  (2)  V.  223-236. 
Siehe  Abschnitt  H.  Cap.  3.  p.  66 

H,  Grassmann.     Ueber  zusammengehörige  Pole. 

Gott.  Nachr.  1872.  567-577. 
Die  Theorie  conjugirter  Pole  bei  Curven   dritter  Ordnung 
wird  in  einer  Form  behandelt,  die  es  ermöglicht  zusammenge- 
hörige Pole  auch  bei  Curven   höherer  Grade  aufzufassen  und 
in  ihren  Beziehungen  zur  Curve  zu  behandeln. 

Scbiu 
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Dbwülf.     Des  intersections  des  faisceaux  de  courbes 
et  des  faisceaux  de  leur  polaires  inclin^es.    Noav.  Ann. 

2)  XL  297-305. 

Der  Aufsatz  beginnt  mit  folgender  dem  Referenten  unver- 
idlichen  Erklärung:  Erste  schiefe  Polare  eines  Punkts  P  in 
ug  auf  eine  Curve  O  haben  wir  (Nouv.  Ann.  (1)  XVIIL  232) 
i  Ort  der  Punkte  genannt,  wo  alle  von  P  ausgehenden  Geraden 

Curve  unter  constantem  Winkel  treffen.  H. 

Cayley.    Sur  les  courbes  aplaties,  0.  R.  Lxxrv.  708-712, 

1393-1395 

Der  Verfasser  betrachtet  eine  ebene  Curve,  die  durch  eine 
lichung  «*®"  Grades  gegeben  ist:  f(jc,y,K)  =  0,  und  welche  fttr 
=  0  sich  auf  die  Form  P^^Qß"-  =  0  reducirt.  Fttr  &=  un- 
llich  klein,  bezeichnet  durch  &  =  0*,  wird  die  Curve  die  Penultima 
inultiÄme)  von  P«*0/'--»  =  O.  Nach  einigen  Vorbemerkungen 
rächtet  der  Verfasser  dann  einen  Kegelschnitt,  der  die  Penul- 
la  von  aj'  =  0,  und  hierauf  eine  Curve  4*^"  Grades,  die  die 
nultima  von  a?'y'  =  0  ist.  Mz. 


C.    Gerade  Linie  und  Kegelschnitte. 

Ritsert.  Die  Herleitung  der  Determinante  für  den 
Inhalt  des  Dreiecks  aus  den  drei  Seiten..    Schlömilch  z. 

XVII.  518-520. 

Sind  die  Ecken  des  Dreiecks  bestimmt  durch  die  rechtwink- 
>n  Coordinaten  oc^y^^x^y^^x^y^^  so  gilt  für  den  Inhalt  J  zu- 
hst  die  Gleichung: 

1    0  0 

2J=    0    ^2  — iPiya'-y, 

.drirt  man  beide  Seiten  und  multiplicirt  darauf  mit  4,  so  wird : 
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1       0                           0 

0    2o'                  o»+6»_c' 

= 

0    a'+b'-c%     26' 

0 

1     1     1 

1 

a"    0    c' 

1 

6»    c*    0 

1 

0    o»    6' 

0.8.  W. 

K. 
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J.  MuiR.    HomologOUS  triangles.  Messenger.  (2)  IL  55-69,  99-Kll 

In  einem  dreistrahligen  Büschel  werden  zwei  oder  iMir 
Dreiecke,  von  denen  jedes  einen  Scheitel  in  jedem  der  Strahki 
hat,  homolog  in  Beziehung  auf  den  Strahlenkegel  genannt  Zwei 
Dreiecke  sind  doppelt  homolog,  wenn  sie  homolog  sind  in  Be- 
ziehung auf  zwei  verschiedene  Büschel,  so  dass,  (wie  leicbt  be- 
wiesen werden  kann)  wenn  zwei  Dreiecke  doppelt  homolog  sind, 
sie  auch  dreifach  homolog  sein  werden.  Die  Arbeit  enth&lt  neof 
Sätze  über  homologe  Dreiecke,  welche  man  nicht  in  kunei  i 
Worten  aussprechen  kann.  Sie  werden  mittels  Dreilinien-C!oo^ 
dinaten  bewiesen.  Glr.  (0.) 

J.  MüiR.     An  equation  in  the  geometry  of  straight  lines. 

Messenger  (2)  L  150-151. 
Die  Gleichung  zweier  geraden  Linien,  die  die  ScfaniUpunktr 
von  zwei  Paaren  von  geraden  Linien  verbinden,  in  Dreilmiei' 
Coordinaten.  Glr.  (0) 

O.  Hesse.  Ein  Cyclus  von  Determinanten -Gleichuiti 
gen.     (Eine  analytische  Erweiterung  des  Pascal'scb« 

Theorems.)    Borchardt  J.  LXXV.  1-12. 
Siehe  Abschnitt  II.  Cap.  3.  p.  57. 

J.  SiACCi.  Intorno  ad  una  trasformazione  simultaaei 
di  due  forme  quadratiche  ed  alla  conica  rispetto  a  em 
due  coniche  date  sono  polari  reciproche.    Atti  di  ta^ 

VII.  758-771. 

H.  Faüre,  Theorie  des  indices  par  rapport  k  une  couri» 
et  une  surface  du  second  ordre.  Nouv.  Ann.  (2)  XL  261-268) 
380-404. 
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Der  Index  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
die  Zahl  — -^ — ,  wenn  a  und  b  die  Schnittpunkte  des  Kegel- 

mitts  mit  einer  durch  m  gehenden  Transversalen,  und  d  die 
inge  des  dieser  Transversalen  parallelen  Halbmessers  ist.  Für 
n  Index  einer  Geraden  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  eines 
inktes,  einer  Geraden,  und  einer  [Ebene  in  Bezug  auf  eine 
äche  zweiter  Ordnung  werden  ähnliche  metrische  Deünitionen 
tfgestellt,  welche  es  dem  Verfasser  ermöglichen,  eine  grosse 
üzahl  metrischer  Relationen  aufzustellen.  Schi 

Äi,  Weyr.     Ueber  rationale  Curven.   Prag.  Ber.  1872.  1-37. 

Die  Scheitelgleichung  eines  Kegelschnitts  ist  y*  =  2px  +  qx^. 
fc  u  die  Tangente  des  Winkels,  welchen  ein  Radius  Vector 
«h  einem  Punkte  des  Kegelschnitts  mit  der  ovAxe  bildet,  so 
sst  sich  u  als  eindeutiger  Parameter  der  Punkte  des  Kegel- 
bnitts  auffassen.  Sind  u^  und  u^  die  Parameter  für  zwei  Punkte 
SS  Kegelschnitts,  so  ist  die  durch  sie  bestimmte  Gerade  durch 

y(u^+u;)'^x(u,u,  +  q)  =  2p 
isgedrückt,  und  andererseits  bestimmen  alle  Geraden  durch 
Den  festen  Punkt  (xy)  eine  Involution  auf  dem  Kegelschnitt, 
aren  Punktenpaare  (u^  u^)  durch  jene  Gleichung  verknüpft  sind. 
^  Parameter  ?ij  u^  werden  als  Liniencoordinaten  der  Geraden 
[i^  aufgefasst;  sind  diese  durch  obige  Gleichung  verknflpft,  so 
idlt  jene  Gleichung  alle  Linien  durch  den  Punkt  (xy)  dar,  sie 
i  also  die  Gleichung  des  Punktes  (xy\  Mit  Hülfe  dieser  sym- 
letrischen  Liniencoordinaten  wird  eine  Reihe  elementarer  Auf- 
aben  behandelt. 

Jedem  Parameter  entspricht  ein  Punkt  des  Kegelschnitts  und 
esem  die  Tangente,  welche  in  ihm  den  Kegelschnitt  berührt, 
I  dass  durch  jeden  Parameterwerth  eine  Tangente  eindeutig 
»timmt  ist.  Die  zwei  Parametern  u^u^  entsprechenden  zwei 
ingenten  bestimmen  einen  Punkt  (a;y);  als  Coordinaten  dieses 
inktes  lassen  sich  die  Parameter  u^u^  ansehen.  Diese  Be- 
ichtungsweise  findet  wieder  auf  eine  Reihe  Kegelschnittsaufgaben 
iwendung«  Sehn. 
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lide 
Em.  Weyr.     Zwei  Sätze  über  Kegelschnittlinien. 

Casopis  I.  101-104.  (Böhmisch.)  » 

Auf  Grund  der  Rationalität  der  Kegelschnitte  werden  mittelill.^ 
Einführung  eines  rationalen  Parameters  die  beiden  bekannten  Stti  He 
abgeleitet;  ])  die  Hypotenuse  eines  eingeschriebenen  nm  d«  ^i 
Scheitel  des  rechten  Winkels  sich  drehenden  Dreiecks  gd(  le 
durch  einen  festen  Punkt  der  Normale  des  Scheitels  hindudi  j 
2)  Die  Verbindungslinie  der  zwei  Schnittpunkte  des  Kegelschnüli  a 
mit  zwei  durch  einen  seiner  Punkte  gehenden  zur  Konul  |i 
dieses  Punktes  gleichgeneigten  Geraden  geht  durch  einen  festtt  ^ 
Punkt  der  Tangente  jenes  Punktes.  W. 

V.  Drach.     Ueber  das  vollständige  Fünfeck  und  gev 
durch  dasselbe  bestimmte  Kegelschnitte.   Clebsch  Ann.  ^ 

404-418. 

Sind  12  3  4  5  6  die  Ecken  eines  Pascal'schen  Sechsecks  mi\ 
durchläuft  eine  derselben  z.  B.  6  den  durch  die  übrigen  besümmta] 
Kegelschnitt  c,  so  drehen  sich  die  60  Pascal'schen  Linien 
15  feste  Punkte,   nämlich  um  die  Schnittpunkte   der  Geradei 
welche  durch  die  als  fest  angenommenen  Punkte  12  3  45 
stimmt   sind.     Die   Schnittpunkte   der  Pascal'schen   Linien  te^ 
schreiben  daher  Kegelschnitte.    Jeder  der  Kegelschnitte,  we! 
den  20  Steiner'schen  Punkten  entsprechen,  geht  ausser  durch  ( 
3  Drehpunkte  der  in  ihm  sich  schneidenden  Pascal'schen  Lii 
noch  durch  je  zwei  der  Ecken  12345,  was  zu  einer  ttreiei 
massigen  symbolischen  Bezeichnung  der  Pascarschen  Linien  ml  | 
der    zugehörigen  Sechsecke    benutzt  wird.     Die    zu   je  zini 
Steiner'schen   Gegenpunkten   gehörigen  Kegelschnitte  5  and  S J 
gehen  durch  dieselben  beiden  Eckpunkte  des  gegebenen  Fttnfeefal 
und  bilden  mit  dem  Kegelschnitt  C  ein  geschlossenes  eyUbeMI 
System,  derart,  dass  fttr  jeden  der  drei  Kegelschnitte  CS 8^  all 
Fundamentalkegelschnitt   mit  den    auf  ihm    enthaltenen  ftsfai 
Punkten  als  Fünfeck  die  beiden  anderen  die  Orte  fllr  ein  PUff 
Steiner'scher  Gegenpunkte  sind. 

Ein  solches  System  von  Kegelschnitten  enthält  ancrnr  dai 
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en  gemeinsamen  Punkten,  beispielsweise  2  und  4,  noch  je 
feste  Punkte,  welche  drei  Dreiecke  bilden,  die  auf  zweierlei 
perspectiviscb  liegen,  nämlich  mit  den  Punkten  2  und  4  als 
ieetionscentren.  Je  zwei  derselben  liegen  daher  noch  auf  eine 
:e  Art  perspectiviscb;  die  neuen  Projectionscentren  P^P^P^ 
en  auf  einer  Geraden  p,  und  die  auf  diese  Art  einander  ent- 
cbenden  Seiten  der  drei  Dreiecke  schneiden  sich  in  denselben 
Punkten  einer  Öeraden  g.  Die  weitere  Untersuchung  de- 
iftigt  sich  nun  mit  dem  Nachweise,  dass  wenn  die  Kegel- 
litte  CSSj  durch  die  gemäss  dieser  Perspectivität  einander 
prechenden  Ecken  der  drei  Dreiecke  collinear  auf  einander 
>gen  werden,  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte, 
bekannt,  durch  die  Punkte  P,  P^P^  gehen,  und  dass  die  beiden 
kte,  in  welchen  die  von  jedem  Punkt  l  eines  der  drei  Kegel- 
itte  ausgehenden  beiden  Projectionsstrahlen  die  beiden  andern 
elschnitte  zum  zweiten  Male  treffen,  ein  Paar  Steiner'scher 
enpunkte  für  das  durch  X  und  die  festen  Punkte  des  ersten 
elschnittes  bestimmte  Sechseck  sind.  Die  Verbindungslinien 
er  Gegenpunkte  gehen  nun  ebenfalls  durch  drei  feste  Punkte 
,^3,  welche  mit  den  Punkten  P  auf  derselben  Geraden  p 
3n  und  mit  ihnen  eine  Involution  bilden.  Sie  sind  zugleich 
Pole  der  drei  Dreiecke  in  Bezug  auf  die  Gerade  g  und  die 
\  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte,  während 
Punkte  P  die  Pole  der  Geraden  (24)  in  Bezug  auf  die  Kegel- 
litte  sind.  Schz. 

Faüre.     Thdorfemes  de  gdomdtrie.     Nouv.  Ann.  (2)   xi. 

44-450. 

Es  werden  ohne  Beweis  drei  Sätze  angegeben,  die  metrische 
iehungen  enthalten  zwischen  den  Axen  eines  Kegelschnittes 
dem  Orthogonalkreis  dreier  Kreise,  welche  durch  eine  vorher 
3gebene  längere  Construction  mit  zwei  in  Bezug  auf  den 
elschnitt  reciprok  polaren"  Dreiecken  und  einem  vierten 
kt  mit  seiner  Polare  in  Verbindung  stehen.  Dadurch  dass 
3r  vierte  Punkt  mit  dem  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  and 
beiden  Dreiecke  mit  einander  zusammenfallen,  so  dass  ein 
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E.  d'Ovidio.     Sülle  linee  e  superficie  di  2'  ordine. 

Battaglini  G.  X.  313-320. 
Behandlung  der  Aufgabe,  denjenigen  Kegelschnitt  (diejeni 
Fläche  zweiten  Grades)  zu  finden,  in  Bezug  auf  welchen  (wdcl 
zwei  gegebene  Kegelschnitte  (Flächen  zweiten  Grades)  reciprobi 
Polaren  sind.  K 


itl 


dem  Kegelschnitt  conjugirtes  Dreieck  entsteht,  werden  speciellcit 
Formen  dieser  Sätze  erhalten,  von  denen  es  genügen  mw 
einen  anzuführen :  Die  Summe  der  Quadrate  der  Halbaxen  eiiM 
Kegelschnittes  ist  gleich  der  Potenz  seines  Centrams  ftir  da 
einem  conjugirten  Dreieck  umschriebenen  Kreis.  Desgläd«  ^ 
werden  die  entsprechenden  Sätze  für  eine  Fläche  zweiter  (MuH 
und  die  in  ähnlicher  Weise  mit  zwei  reciprok  polaren  Tetraeiil 
und  einem  fünften  Punkt  und  Polarebene  in  Verbindung  stehenli 
Kugeln  und  ihrer  Orthogonalkugel  angegeben.^  Sda, 


n 


A.  G.  J.  EuRKNiüs.     Behandling  af  nägra  partier  i  Kran 
om  treliniet  koordinater.    üpsaia. 

Die  Abschnittte  sind:  1)  Berechnung  von  Durchmessern «^ 
Axen  in  Kegelschnitten;  2)  Coordinaten- Transformation 
gang  von  einem  Fundamentaldreieck  zu  einem  anderen 
punkte  und  Direktricen  der  Kegelschnitte. 


messem  nf 
tion;  UeMJ 
i;  3)Brtij 


J.  A.  Grunert.  Neue  vollständige  Lösung  der  Au^bÄ 
Mit  einem  gegebenen  Brennpunkte  einen  durcli  Ü 
gegebene  Punkte  gehenden  Kegelschnitt  zu  beschrdbeD» 

Grunert  Arch.  LIV.  99-163. 

Der  Verfasser  gelangt  nach  interessanten  UntersudnngMl 
zu  folgendem  Resultat: 

Im  Allgemeinen  lassen  sich  mit  einem  gegebenen  BrennpadEÜ 
durch  drei  gegebene  Punkte  immer  vier  Kegelschnitte  beBekroiiüi 
von  denen  jederzeit  wenigstens  drei  Hyperbeln  sind,  die  iM 
auch  alle  vier  Hyperbeln  sein  können.     Die  Hyperbdn 
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aSmlicb  jederzeit  so  beschreiben,  dass  in  deren  einem  Zweige 
der  drei  gegebenen  Punkte  liegt,  in  dem  anderen  Zweige 
beiden  andern  gegebenen  Punkte  liegen;  ausserdem  lässt 
immer  noch  ein  vierter  Kegelschnitt  durch  die  drei  gege- 
Q  Punkte  beschreiben,  welcher  eine  Parabel,  eine  Ellipse 
eine  Hyperbel  sein  kann,  so  dass  in  dem  letzten  Falle  alle 
gegebenen  Punkte  in  einem  und  demselben  Zweige  dieser 
irbel  liegen. 

Sodann  stellt  der  Verfasser  die  Bedingungen  auf,  welchen 
Punkte  genügen  müssen,  wenn  dieselben  in  einem  aus  einem 
benen  Brennpunkt  beschriebenen  Kegelschnitt  liegen  sollen. 

Pr. 

5attaglini,  Nota  intorno  alla  conica  rispetto  alla 
lale  due  coniche  date  sono  polari  reciproche  fra  di 

ro.    Attl  d.  R.  Acc.  d.  Line.  XXV. 

Battaglini.  Nota  intorno  alla  quadrica  rispetto 
la  quäle  due  quadriche  date  sono  polari  reciproche 

a  di  loro.    Att.  d.  R.  Acc.  d.  Line.  XXV. 

Der  Titel  dieser  beiden  Noten  erklärt  zur  Genüge  den  Inhalt. 
Lösung  des  Problems  wird  vom  Verfasser  auf  analytischem 
e  erhalten.  In  der  ersten  Note  findet  sich  eine  Anwendung 
Theorie  der  Invarianten.  Jg.  (0.) 

L.  Grunert.     lieber  einige  merkwürdige  Sätze  von 

m  Kegelschnitten.  Grunert  Arch.  LIV.  183-205,  361-374,  374-381. 

1.  Ausführliche  Behandlung  des  in  der  „Theoria  motuum 
3tarum  et  Cometarum.  Auct.  Leonh.  Eulero,  pag.  160"  auf- 
Uten  Satzes:  Si  a  tribus  quibuscunque  sectionis  conicae 
tis  F,G,H  ad  ejus  alterum  focumS  ducantur  rectae  FS,GS 
S,  atque  duo  eorum  0  et  H  cum  tertio  F  jungantur  rectis 
st  HFy  ac  denique  ex  G  ducatur  recta  GJK  parailela  ipsi 
lecans  rectas  HF,  HS  si  opus  est;  productas  in  J  et  K]  erit 
d  SK+KG'-SG  uti  SF  ad  semissem  lateris  rectL 
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2.  Wenn  um  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  ein  Viereck 
beschrieben  ist,  so  geht  die  durch  die  Mittelpunkte  der  beides 
Diagonalen  dieses  Vierecks  gehende  Gerade  jederzeit  dnrcli  dei 
Mittelpunkt  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel. 

3.  Wenn  durch  die  beiden  Endpunkte  A^  und  A^  eiMI 
Durchmessers  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  zwei  einander  parallel 
Bertihrende  der  Curve  gezogen  sind,  und  durch  zwei  andere  I» 
liebige  Punkte  A^  und  A^  derselben  gleichfalls  zwei  Berührenil 
gezogen  sind,  und  die  Durchschnittspunkte  der  durch  A^  an  dk 
Curve  gelegten  Berührenden  mit  den  durch  A^  und  A^  gezogead 
einander  parallelen  Berührenden  beziehungsweise  durch  A^^  ml 
A^  3,  die  Durchschnittspunkte  der  durch  A^  an  die  Curve  gelegt« 
Berührenden  mit  der  durch  A^  und  il,  gezogenen  einaad« 
parallelen  Berührenden  beziehungsweise  durch  A^^  und  i^,  b^ 
zeichnet  werden,  so  schneiden  die  beiden  Geraden  A^^  A^^ 
Aq^  A^^  jederzeit  den  Durchmesser  A^  A^  in  einem  und  demselM 
Punkte.  Fr. 

F.  D.  Thomson.     Solution  of  question  3252.    Educ.  Tinwi 

XVI.  45. 

Die  Sehne   eines  Kegelschnittes  erscheint  von  einem 
Punkte  aus  unter  rechtem  Winkel.    Beweise:  die  Einhüllende d 
selben  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  den  festen  Punkt  als  i 
punkt  hat,   der  Pol  der  Sehne  beschreibt  einen  dritten 
schnitt;  der  gegebene  Punkt  hat  dieselben  Polaren  in  Bezug i 
alle  drei  Kegelschnitte.    Falls  der  erste  Kegelschnitt  ein 
ist,  so  ist  der  dritte  es  ebenfalls.  HL 

J.  J.  Walker.     Solution  of  question   3384.     Bdac. ' 

XVI.  47. 

Zeige,  dass  das  Product  der  drei  Normalen ,  welche  tfl 
von  einem  Punkte  auf  einen  Kegelschnitt  ziehen  kann,  dem  Fi^l 
duct  2PG'PM'PM'  gleicht,  wo  PM,PM'  die  Absttode  vondea*! 
rectricen  und  PG  die  Länge  der  Normale  vom  Fcuikte  P  bis  ii| 
die  grosse  Axe  bedeuten.  HL 
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'.  WaTSON.    Solution  of  question  3548.  Educ.  Times  XVII.  32. 

Werden  die  Coordinaten  eines  Punktes  (nicht  auf  einer  Gurve) 

den   Ausdruck   substituirt,    welcher  gleich  Null   gesetzt    die 

rtesische  Gleichung  eines  Kegelschnitts  mit  Mittelpunkt  giebt, 

ist  das  Resultat  proportional  der  Fläche  des  Vierecks,  welches 

rch  die  Tangenten  von  dem  Punkte  und  die  Halbmesser  nach 

Q  Berührungspunkten  gebildet  wird.  Hi. 

it  Aufgaben  über  Kegelschnitte  haben  sich  ausser- 
dem beschäftigt  die  Herren:  Booth,  J.  J.  Walker, 
R.  Tücker,  S.  Watson,  R.  Genese,  H.  Laverty, 
C.  Taylor,  J.  J.  Wolstenholme,  u.  a.  m.  Educ.  Times 
xvL,  xvn. 

Hi. 

DE  HuNYADY.     Remarquc  sur  un  th^orfeme  de  M.  A. 

Pellissier.    Nouv.  Ann.  (2)  XI.  216-217.  - 

Folgerungen  des  Satzes:  ,,Zieht  man  durch  den  Brennpunkt 
les  Kegelschnitts  Gerade,  welche  mit  den  Tangenten  einen 
Iistanten  Winkel  bilden,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Geraden 

id  der  Tangenten  ein  Kreis."  M, 

.1  - 

;'Steen.  Om  Betingelsen  for  at  tre  Cirkler  eller  fire 
Kugler  gaa  gjennem  samme  Punkt.  Zeuthen  Tidsskr.  (3) 
n,  56. 

Angeregt  durch  einen  Aufsatz  von  Enneper  [Schlömilch  Z. 
YI.  257;  siehe  F.  d.  M.  HL  p.  327  J  giebt  der  Verfasser  eine 
»hr  einfache  Ableitung  der  Bedingung  dafür,  dass  drei  Kreise 
ler  vier  Kugeln  durch  denselben  Punkt  gehen, 

Hn.  (Wn.) 

•  HiLAiRE.  Note  sur  le  lieu  du  point  de  contact  de 
deux  cercles  mobiles  qui  doivent  6tre  tangents  chacun 

k  deux   cercles  fixes.     Nouv.  Ann.  (2)  XI.  37-38. 
Port0Ghr.  d.  Math.  IV.  2.  23 
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Lösung  der  Aufgabe  einen  Kreis  zu  construiren,  der  diei 
gegebene  Kreise  berührt,  mit  Hülfe  der  Methode,  die  Salmon  in 
den  „Kegelschnitten"  No.  119  gegeben  hat.  0. 

B.  TUCKER.     Solution  of  question   3393.    Educ.  Times  XVLÄ 

Seien  K,  W  zwei  Punkte  auf  einer  Ellipse,  die  Tangenten» 

diesen  Punkten  schneiden  sich  in  P,  und  die  Normalen  schneide! 

die  grossen  Axen  in  iV,iV':  beweise  1)  dass  ^KPN  =  /^EJPlfi^ 

und  2)  wenn  0,0^  die  Mittelpunkte,  q,q'  die  Radien  der  KrümmuM 

in  denselben  Punkten  bedeuten,  dass 

ig'KPO:ts'PPO'  =  Q^:Q'\ 

Hi. 


R.  TuCKER.     Solution  of  question  3214.    Educ.  Tinoies  XVL31 

Durch  die  Brennpunkte  einer  Ellipse  sind  zwei  parallel 
Sehnen  gezogen  und  auf  der  einen  ist  ein  Punkt  so  gewählt,  das 
die  durch  den  Brennpunkt  auf  der  andern  bestimmten  Abschnitio 
unter  gleichen  Winkeln  erscheinen.  Beweise,  dass  dieser  PunB 
auf  einer  Curre  dritter  Ordnung  liegt,  welche  durch  die  ft^enu- 
punkte  und  den  Fuss  der  entfernteren  Directrix  geht,  und  dtf 
das  Rechteck  der  Yectoren  von  dem  einen  Brennpunkt  aa 
Curre  constant  ist.  Hl 

J.  J.  A.  Mathiku.   Note  sur  Tellipse.  Nouv.  Ana,  (2)  xi. 

Pr. 

R.  DE  Paullis.     Soluzione  di  una  quistione.    Battagliill 

X.  320. 
Alle  einer  Ellipse  -T  +  -fr~l  =  0  und  ihrem  Oscidati 

kreise  in  jedem  Punkte  gemeinsamen  Sehnen  umhüllen  die  Cane^ 

U«       aV   ""Vs        3a'       36«/ ' 

Ms. 

0.  Taylor,     The  hyperbola  referred  to  its  asyxni 

Messenger  (2)  II.  30-31. 
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Geometrischer  Beweis  gewisser  Eigenschaften  der  Hyperbel, 
rgeleitet  aus  der  Eigenschaft,  die  enthalten  ist  in  der  Gleichung 
=  a\  Glr.  (0.) 

.  TOWNSEND.  Solution  of  question  3410.  Educ.  Times  XVI.  34. 

Ist  ein  Parallelogramm  einer  gleichseitigen  Hyperbel  einge- 
hrieben und  erscheint  eine  Sehne  von  den  Endpunkten  einer 
lite  unter  gleichen  Winkeln,  so  erscheint  sie  auch  von  den  End- 
inkten  der  anderen  Seite  unter  gleichen  Winkeln.        Bi. 


D.    Andere  specielle  Curven. 

GuNDELFiNGER»      Ixitomo    ad    alcune    formole    della 
teoria  delle  curve  di  secondo  e  di  terzo  ordine. 

iBrioscM  Ann.  (2)  V.  223-236. 
Siehe  Abschnitt  II  Cap.  3  p.  66. 

GüNDELFiNGER.    Ucber  die  Wendepunktsdreiseite  einer 
Curve  dritter  Ordnung.    Oiebsch  Ann.  v.  442-448. 

Eine  algebraische  Methode  zur  Bestimmung  der  Wendepunkts- 
Itoeite  einer  Curve  dritter  Ordnung.  Sie  gestattet  es,  rein 
Sklytiseh  die  Anzahl  der  reellen  und  imaginären  Wendepunkts- 
iriseite  abzuleiten.  Sehn. 

.  d'Ovidio.     SuUe  curve  del  terz'   ordine  circoscritte 
ad  un  quadrilatero  completo.   Battagiini  G.  x.  16-32. 

Die  Gleichung  einer  Curve  3**^"  Grades,  die  durch  die  6  Schnitt- 
mkte  der  4  Geraden  X^  =0,  X,  =  0,  X,,  =  0,  Xg  =  0  geht, 
dlt  sieh  in  der  Form  dar 

\  X,  Aj  Ag '{-  Äj  A,  Ag  Xq  +  ^2  X3  Xq  Xj  +  A3  Xq  X,  Xj  =  0. 
ircb  verschiedene  Zusammenfassung  der  Elemente  dieser  Glet- 
aog  stellt  der  Verfasser  eine  Reihe  von  Beobachtungen  an  in 

23* 
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Betreff  der  Beziehungen  zwischen  Punkten,  Geraden  und  Kegel- 1 
schnitten,  lässt  dann  die  Curve  durch  einen  7*^"  Punkt  gehen,! 
nimmt  ferner  diesen  Punkt  zum  Pol  einer  Geraden  in  Bezug  auf 
das  Dreieck  der  3  Übrigen,  macht  die  Bedingung 

und  leitet  schliesslich  die  gleichen  Resultate  auf  rein  geometri- 
schem Wege  her.  H. 


*»1 


A.  Clebsch.     lieber   zwei  Erzeugungsarten  der  eb^ei 
Curven  dritter  Ordnung.    Clebsch  Ann.  V.  422-427. 

Die  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  können,  wie  Hcä 
gezeigt  hat,  auf  drei  verschiedene  Arten  in  Punktenpaare  (Potaj 
paare)  so  geordnet  werden^  dass  zwei  Punktenpaare  dessdh 
Systems  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  sind,  dessen  drtt 
Eckenpaar  auf  der  Curve  liegt  und  abermals  ein  Paar  desseAi 
Systems  ist.  Auf  diese  Eigenschaft  der  Curven  dritter  Ordn« 
hat  Herr  Schröter  eine  höchst  einfache  Construction  dersdM 
gegründet;  Sind  1, 2,  3  die  drei  gegebenen  Paare,  so  erhält  Bi 
aus  1,2  nach  dem  Satz  von  Hesse  ein  neues  Paar  4,  ans 
ein  neues  Paar  5,  dann  aus  4,  3  ein  Paar  6,  aus  5, 2  ein 
Paar  7  u.  s.  w.,  so  dass  jeder  neue  Punkt  durch  das  Ziehet 
zwei  Linien  ohne  weitere  Hülfslinien  entsteht.  Clebsch 
nunmehr,  wie  man  auf  Hesse's  Ausgangspunkt  gestützt  di 
einfachsten  analytischen  Betrachtungen  aus  drei  beliebig  gegel 
Punktenpaaren,  welche  Polenpaare  werden  sollen,  auf  die 
dritter  Ordnung  in  bestimmter  und  eindeutiger  Weise 
führt  wird. 

Im  zweiten  Theile  der  Arbeit  beschäftigt  sich  der  Vei 
mit  der  Grassmann'schen  Erzeugungsart  (Crelle  J.  XXXVI) 
Punkt  X  bewegt  sich  so,  dass  seine  Verbindungslinien  mif  f( 
Punkten  a,  6,  c  einzeln  drei  feste  Gerade  er,  /?,  y  in  drei 
schneiden,  welche  in  einer  Geraden  liegen.    Er  discutirt  die  Fi 
wie  man  auf  einer  gegebenen  Curve  dritter  Ordnung  diej 
Elemente  finden  kann,  aus  welchen  sie  vermöge  der  GhrasBmaBtf' 
SQhen  Construction  entsteht,   und  zeigt  damit,  dass  jede 
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tter    Ordnung   in   der  angegebenen    Weise   erzeugt   werden 
m.  Sehn. 

Hipp  AUF.     Lösung  des  Problems  der  Trisection  mit- 
telst der  CJonchoide  auf  circularer  Basis.  Hoffmann  z.  lu. 

215-240. 

Albrich.     Bemerkung  über  Hippauf's  Aufsatz.    Hoff- 

mann  Z.  HI.  537-539. 
Die  Gonchoide  auf  demjenigen  Kreise  als  Basis,  von  welchem 

Bogen  in  gleiche  Tbeile  getheilt  werden  soll,  theilt  die  Sehne 
es  halb  so  grossen  Kreises  vom  gemeinschaftlichen  Peripherie- 
ikel  nach  dem  Verhältniss  der  äussern  und  des  Mittelstücks, 
welche  die  Sehne  des  gegebenen  Rogens  durch  die  trisectirenden 
dien  getheilt  wird.  Ihrer  Anwendung  zur  Trisection  der  Kreis- 
ten kommt  demnach  der  Vorzug  einer  grossen  Einfachheit  zu. 
richtig  ist  aber  die  in  der  Einleitung  enthaltene  Aussage,  dass 
i  Anwendung  der  Hyperbel  oder  Parabel  die  Construction  der 
rve  für  jeden  Winkel  eine  neue  sein  müsste.  Gleichviel  ob 
asles,  wie  hier  citirt,  solche  Lösungen  in  Betracht  gezogen  hat, 

liegt  auf  der  Hand,  dass  jede  feste  Parabel  {  oder  sonstige 
nie  2^^"  Grades)  zur  Construction  der  Wurzeln  aller  Gleichungen 
■  und  4**"  Grades  genügt.  Das  Motiv  zur  Wahl  einer  Curve 
f  Grades,  als  ob  der  2'^  nicht  hinreichte,  beruht  also  auf  einem 
lihum.  Die  Behandlungsweise  ist  eine  flir  Schüler  instructive, 
iprechende  und  leicht  verständliche;  in  der  Auffassung  des 
"oblems  ist  jedoch  die  Klarheit  der  Fragestellung  sehr  zu  ver- 
iBsen,  sofern  die  praktische  Aufgabe  mit  der  ideell  geometrischen, 
dche  erst  zu  definiren  gewesen  wäre,  beständig  in  einander 
WBt.  Auf  die  geometrische  Darlegung  folgt  die  darauf  gegrttn- 
te  Beschreibung  eines  Instruments  zur  Dreitheilung  der  Winkel. 
Albrich  erinnert,  dass  er  die  Lösung  im  Programm  des 
mnasiums  zu  Hermannstadt  1863/4  bekannt  gemacht  hat. 
i|ie  auch  p.  28.  H. 

Oayley.  On  the  mechanical  description  of  a  cubic 
curve.    Proc.  of  L.  M.  S.  IV.  175-178. 
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Schreibt  man 

.   ^  .  ,  .  c  — Aco8(ö  +  9)) 

asmö  =  «^smop  und  a?  =  a  sm  cp,  y  = -, ^— , 

^  ^  ^  smy 

so  ist  der  Ort  eine  Curve  vierten  Grades  mit  zwei  Wende- 
punkten ;  in  dem  speciellen  Fall  A  =  c,  fällt  der  Factor  a;  sin  f 
fort  und  die  Curve  wird  vom  dritten  Grade.  Cly.  (0.) 

A.  Cayley.     Note  on  the  Cartesian.    Quart.  J.  XII.  16-19. 

Qj. 

A.  Oaylfy.     On   the  mechanical  description  of  certein 
quartic  curves.    By  means  of  a  modified  oval  chuck. 

Pr.  of  L.  M.  S.  IV.  186-190. 

Cly. 

A.  Cayley.     On  a  penultimate  quartic  curve.    Meseeng» 

(2)  I.  178-180. 

Der  Verfasser  betrachtet  im  Detail  die  Form  einer  Cum 
vierten  Grades  mit  drei  Knoten  bei  der  Degeneration  in  & 
Form  jr'y*  =  0  d.  h.  eine  Penultimate  von  a?'y'  =  0. 

Glr.  (0.) 

Em.  Weyr.     Sopra  una  proprieta  metrica  della  cardio!^ 

Eeud.  d.  Ist.  Lomb.  (2)  V.  204-206. 

Der  Verfasser   betrachtet  die  Cardioide  —  eine  CurvaP 
Ordnung  und  3^^"  Classe   mit  3  Bückkehrpunkten,  von  denflfl! 
Kreispunkte  im  Unendlichen  sind  —  als  die  Fusspunktcurve  ^ 
Kreises,   die  man  dadurch  erhält,  dass  man  die  Lothe  anf  A^ 
Tangenten  des  Kreises  von  einem  Punkte  F  der  Peripherie  flUt 
Der  Punkt  F  ist  der  dritte  Rtlckkehrpunkt  der  Cardioide.    »Titt 
nun  die  Tangente  an  die  Cardioide  in  F  die  Curve  noch  einv^ 
im  Punkte  A,  ist  B  so  auf  derselben  gewählt,  dass  BJF^iif} 
bezeichnet  man  endlich  mit  J  die  reelle  Doppeltangente  der  Gtf- 
dioide,  so  schneiden,  wie  der  Verfasser  beweist,  je  3  parall^ 
Tangenten  der  Cardioide  die  Doppeltangente  ^in  Gruppfi^vonS 


« 
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nkten,  die  vom  Punkte  B  aus  unter  Winkeln  von  60^  gesehen 
nden".  Jg.  (0.) 

H.  Aronhold.     Sur  les  vingt-huit  tangentes  doubles 
d'une  (ßourbe  du  quatrifeme  degrd.  Nouv.  Ann.  (2)  xi.  488-443- 

Der  Verfasser  geht  von  7  beliebigen  Geraden  aus,  durch 
ren  Berührung  ein  Netz  von  Curven  3**'  Classe  definirt  ist, 
d  nennt  den  Theil  des  Netzes,  welcher  eine  achte  Gerade  be- 
art,  ein  Bündel.  Alle  dazu  gehörigen  Curven  haben  eine  ge- 
nnsame  neunte  Tangente;  daher  haben  je  2  Curven  des  Netzes 
sser  den  7  Urtangenten  2  gemeinsame  Tangenten,  die  immer 
I  bestimmtes  Bündel  berühren.  Diese  heissen  dessen  Paar, 
•  Durchschnittspunkt  dessen  Scheitel.  Es  wird  zuerst  bewiesen, 
8s  die  Scheitel  aller  Bündel,  zu  denen  eine  bestimmte  Curve 
s  Netzes  gehört,  auf  einer  bestimmten  Tangente,  der  Haupt- 
igente  dieser  Curve,  liegen.  Um  diese  zu  construiren,  braucht 
an  nur  vom  Scheitel  eines  einer  andern  Curve  zugehörigen 
Indels  die  dritte  Tangente  zu  ziehen;  denn  die  Haupttangenten 
ler  Curven  eines  Bündels  gehen  durch  dessen  Scheitel.  Um- 
jkehrt  ist  auch  eine  beliebige  Gerade  Haupttangente  einer  ein- 
ten Curve  des  Netzes.  Die  nächste  Aufgabe  ist,  die  allgemeinste 
irve  4'^"  Grades  zu  construiren,  welche  die  7  Geraden  doppelt 
fftihrt.  Man  theile  das  Netz  der  Curven  S*^""  Classe  so  in  Bündel, 
«8  das  Tangentenpaar  eines  jeden  aus  2  zusammenfallenden 
Taden  besteht;  dann  ist  die  gesuchte  Curve  der  Ort  des 
beitels  eines  solchen  Bündels,  in  welchem  sich  alle  Curven  des 
ztern  berühren.  Die  28  Doppeltangenten  der  Curve  4*®"  Gra- 
3  sind  Haupttangenten  eben  so  vieler  besonderen  Curven  des 
tzes:  7  solche  Curven  sind  diejenigen,  welche  je  eine  der  7 
raden  zur  Doppeltangente  haben;  die  übrigen  21  bestehen  jede 
8  dem  Schnittpunkt  zweier  der  7  Geraden  und  dem  Kegelschnitt, 
Icher  die  5  übrigen  Geraden  berührt.  (Die  Arbeit  ist  eine 
tbersetzung  aus  den  Berliner  Monatsberichten  1864.)        H. 

Tbichert.     Ueber  einige  algebraische  Curven  vierten 

Grades.     Pr.  Frelenwalde  a.  0. 
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In  der  Definition  der  zu  untersuchenden  Curve  ist  maneli« 
Unbestimmtheit.  Schiefer  Abstand  eines  Punkts  von  einem  Kreise 
wird  genannt  der  auf  der  Verbindungslinie  des  Punkts  mit  einem 
festen  Punkte  der  Peripherie  gemessene  Abstand;  es  wird  aber 
gemeint  der  Abstand  desselben  vom  zweiten  Durchschnitt  mit 
dem  Kreise.  Die  Aufgabe  wird  gestellt,  den  Ort  der  Punkten 
bestimmen,  deren  schiefer  Abstand  von  einem  festen  Kreise  mit 
ihrem  Abstand  von  einer  festen  Geraden  in  constantem  VerhältDiss 
steht;  in  der  Lösung  wird  jedoch  stillschweigend  vorausgesetzt, 
dass  der  zur  Messung  des  schiefen  Abstands  gesetzte  Peripheri^ 
Punkt  F  mit  dem  Mittelpunkt  auf  einer  Normale  der  Geraden  liegt 
In  rechtwinkligen  Coordinaten  hat  der  Ort  eine  Gleichung  4'" 
Grades,  welche  nach  Einflihrung  der  Polarcoordinaten  r,qp  über- 
geht in 

_      aß+y 
''"^^~  l-/9cos(p  ' 

wo  y  der  Radius,  ß  der  Verhältnissexponent,  a  der  Normal* 
abstand  des  Punkts  F  von  der  Geraden  ist.  Hiernach  zerlegt 
sich  der  Radiusvector  in  den  eines  Kegelschnitts  und  in  eine  Co»- 
staute  y,  durch  deren  einfache  Abtragung  sich  die  gesuchte  Curre 
aus  ersterm  leicht  construiren  lässt.  Es  wird  dann  die  Form 
der  Curve  discutirt,  die  Tangente,  Normale  und  der  Krümmungs- 
radius berechnet  und  construirt.  H. 

F.  W.  Newman.     On  quartan  curves  with  three  or  foif ' 
diameters.    Rep.  of  Brlt.  Ass.  1872. 

Lösung  des  Problems,  in  welchen  Fällen  Curven  viert» 
Grades  3  oder  4  Durchmesser  haben.  Cly.  (M.) 

F.  W.  Newman.     On  monodiametral  curves.     Bep.  ofBrit 

Ass.  1872. 

Fortsetzung  der  vor  der  Britischen  Gesellschaft  im  Jab« 
1871  gelesenen  Arbeit  (s.  F.  d.  M.  III,  339).  Alle  Curven  vierten 
Grades  mit  Einem  Durchmesser  werden  in  5  Gruppen  mit  21 
Klassen  eingetheilt.  Cly*  (ü) 
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W.  Nbwman.     On  Iridiametral  quartan  curves. 

Eep.  of  Brit.  Abs.  1872. 

Lösung  des  Problems,  die  allgemeine  Form  der  Gleichung 
aer  Curve  vierten  Grades  mit  drei  Durchmessern  zu  finden, 
re  Polargleichung  hat  die  Form 

ar*  +  cr^  =  |6r'cos3*+p, 
id  wird  für  a  =  1  in  rechtwinkligen  Coordinaten : 

y'  +  x^  +  Vx  +  &=:^lVx'  +  (b'x  +  c'y  +  e. 

Cly.  (M.) 

TUCKER.      Solution  of  question   2830.     Bduc.  Times  XVI. 
38-39. 

Die  Scheitel  eines  Dreiecks  werden  durch  Gerade  mit  einem 
inkt  0,  und  die  Schnittpunkte  derselben  mit  den  gegenüber- 
sgenden  Seiten  unter  einander  verbunden.  Die  hierdurch  von 
m  gegebenen  Dreiecke  abgeschnittenen  Dreiecke  werden  durch 
/9,  y  bezeichnet.  Finde  den  Ort  von  0,  wenn  eine  der  folgenden 
yclingungen  erfüllt  ist. 

la  +  mß+ny  =  const. .    (Curve  dritter  Ordnung) 
aj  =  kß* „       vierter        „ 

1-  -5^  ^ =  const .        „       dritter        „ 

a  p  y  " 

l^  +  m—+n—=^  const.     „       sechster      „ 

ß  y    ^       a  "  " 

/a/?+m/?y  +  iiya  =  const.     „  „  „ 

Hi. 

•  ToWNSEND.    Solution  of  question  3542.  Educ.  Times  XVI.  106 

Die  erste  positive  Fusspunktcurve  (Bernoulli's  Lemniscate) 
d  die  erste  negative  Fusspunktcurve  einer  gleichseitigen 
perbel  sind  reciproke  Polaren  in  Bezug  auf  die  Hyperbel. 

Hi. 

.  J.  0,  Miller  and  St.  Watson.     Solution  of  question 

3383.    Bduc.  Times  XVIL  17-22. 
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Der  Scheitel  eines  rechten  Winkels  bewegt  sich  auf  emei 
Ellipse,  während  der  eine  Schenkel  immer  durch  einen  Breott- 
punkt  geht;  finde  den  Ort;  den  der  Mittelpunkt  der  Streeke 
beschreibt,  welche  die  Ellipse  auf  dem  zweiten  Schenkel  ab- 
schneidet; zeichne  die  Curve  und  zeige,  dass  ihre  Fläche  sidi 
zur  Fläche  der  Ellipse  verhält  wie 

wo  a  und  b  die  Halbaxen  der  Ellipse  bezeichnen. 

Die  Gleichung  der  Curve,  auf  die  Hauptaxen  der  Ellipw 
bezogen,  ist 

Oder 

a?       __        y       __  ^ 
a'cosy         6'sinqp  ~~  p" 

wenn  l  die  Länge  der  Senkrechten  vom  Mittelpunkt  der  IMpl 
auf  den  zweiten  Schenkel  des  rechten  Winkels  und  9  den  Wiokd 
zwischen  dieser  Senkrechten  und  der  Axe  der  x  beiseiehiet» 
während  q  die  Länge  der  Halbaxe  ist,  deren  excentrifldiff 
Winkel  =  tp.  Hi. 


W.  J.  C.  Miller  and    Booth,      Solution    of    questi» 

3430.   Bduc.  Times  XVL  77-83. 

Finde  die  Gleichung,  Form,  Länge  und  Fläche  der  enl|P| 
negativen  Fusspunktcurven  der  Ellipse  und  Parabel,  in  BeH 
auf  den  Brennpunkt,  d.  h.  die  Einhüllende  der  Senkrechten,  weliii 
durch    die  Endpunkte  der  von  einem  Brennpunkt  ausgeheilt 
Vectoren  gezogen  sind.  Hi. 

St.  Watson  and  Booth.     Solution  of  question  3431. 

Educ.  Times  XVI.  83-85. 
Dieselbe  Aufgabe  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  der  ESäfi^ 

m 

S.  Roberts.    Solution  of  question  3360.  Bduc*  Times  XW.9Ä. 


i 
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Auf  der  Scheibe  eines  Schiffscompasses  sei  eine  beliebige 
ir?e  gezeichnet,  finde  die  Einhüllende  dieser  Gurre ,  wenn  der 
ttelpunkt  der  Scheibe  sich  auf  einem  Kreise  bewegt? 

Die  Einhüllende  ist  eine  Parallele  der  gegebenen  Gurve. 

Hi. 

CoTTERiLL.  Solution  of  question  3434.  Educ.TimesXVl.  95. 
Zeige,  dass 

1  System  von  Gurven  5'^'  Ordnung  repräsentirt  (a,  6,  c  als  ver- 
derliche  Parameter),  die  22  Punkte  gemeinschaftlich  haben, 
ihrend  irgend  zwei  Gurven  sich  in  drei  anderen  Punkten  schnei- 
;n,  die  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  welcher  dem  Goordinalen- 
eieck  umschrieben  ist.  Wenn  eine  der  Gurven  gegeben  ist,  so 
then  alle  entsprechenden  Kegelschnitte  durch  einen  festen 
mkt  auf  der  gegebenen  Gurve.  Hi. 

[.  WiLLiERE.     Solution  de  la  question  959.  Nouv.  Ann.  (2) 

XI.  132-139. 

Eine  Ellipse  von  constanter  Grösse  verändert  ihre  Lage  so, 
R8S  sie  immer  eine  feste  Gerade  in  einem  bestimmten  Punkte 
Mhrt.  In  jeder  Lage  beschreibt  man  um  dieselbe  ein  Bechteck, 
Nsen  Basis  auf  der  Geraden  liegt.  Man  soll  finden  den  geo- 
etrischen  Ort  1)  der  Brennpunkte,  2)  des  Mittelpunktes,  3)  der 
cht  auf  der  Geraden  liegenden  Ecken  des  Kechtecks,  4)  der 
'rtthrungspunkte  der  Seiten  mit  der  Ellipse,  5)  die  Enveloppe  der 
ossen  Axe.  0. 

Roberts.      Note  on  the  parallel  curves  of  conics. 

Quart.  J.  XII.  59-65. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  Parallelen  zu  einem  centralen 
^elschnitte  und  zu  einer  Parabel.  Am  Schluss  der  Arbeit  ver- 
itipft  er  seine  Resultate  mit  einigen  Sätzen  der  körperlichen 
3ometrie.  Er  bemerkt  nämlich,  dass  (r  ist  die  normale  Ent- 
-nung   dex  parallelen  Gurven)  wenn  man  — »'  fllr 
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Gleichung  der  Parallelen  eines  centralen  Kegelschnittes  sehieibt, 
man  die  Gleichung  einer  Developpabeln  erhält,  die  einem  System 
von  confocalen  Flächen  zweiten  Grades  umschrieben  ist 

Cly.  (0.) 

A.  Cayley.     On   the  mechanical   description  of  ceriain 
sextic  curves.    Pr.  of  L.  M.  S.  iv.  loö-iil. 

Man  kann  die  Curven  beschrieben  denken  durch  ein« 
Punkt  C,  der  fest  verbunden  ist  mit  zwei  Punkten  A  und^ 
deren  jeder  einen  Kreis  beschreibt.  Die  Gonstruction  wird  hier 
unter  einem  etwas  allgemeineren  Gesichtspunkte  betrachtet  Mit 
stelle  sich  ein  Viereck  vor  mit  den  Seiten  ab  cd,  deren  NeigungeB 
gegen  eine  feste  Linie  aßyd  sein  mögen.  Dann  ist 
acosa  +  6cos/J  +  ccosy  +  dcosJ  =  o, 
a  sin  a  -f  ft  siö  /? + ccos  y  +  d  cos  ^  =  o. 

Diese  Gleichungen  geben,  wenn  einer  der  Winkel,  etwa  a  m 
staut  ist,  Anlass  zu  einer  Relation  zwischen  irgend  zwei  der 
variabeln  Winkel;  die  betrachtete  Curve  ist  nun  der  Art,  dai 
die  Goordinaten  xy  irgend  eines  Punktes  darauf  als  lineiii 
Functionen  der  sinus  und  cosinus  der  drei  variabeln  Winkd  gfr 
geben  werden,  oder  was  dasselbe  ist,  der  sinus  oder  cosni 
irgend  zweier  von  ihnen.  Dies  führt  zu  einem  Ausdrude  te 
Goordinaten  proportional  zu  den  rationalen,  ganzen  quadriquato* 
tischen  Functionen  (w,  !)'(€>,  1)*  von  zwei  Parametern  M,f>,  weÜ 
unter  einander  durch  eine  Gleichung  von  derselben  Form 
(i/,l)'(t>,l)'  =  0 

verbunden  sind.    Die  Gurve  wird  also  eine  des  achten  GnAl 
vom  Flächengeschlecht  1  sein.     Es   giebt  aber   eine  Bedaelios   i 
=  2,  die  von  den  Kreispunkten  im  Unendlichen  herkommt:  A 1 
Gurve  wird  dann  also  eine  des  sechsten  Grades  vom  FUdiei'l 
geschlecht  1,   das   ist  mit  neun  Wendepunkten.    In  spedalki 
Fällen,   wenn   ein  neuer  Doppelpunkt  hinzukommt,   wM  *> 
unicursal,   und  ferner  kann  ein  Kegelschnitt  vorkommeii»  i^ 
eine  unicursale  Gurve  vierten  Grades  (mit  drei  Knoten)  wird. 

üfy.  (0.) 
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D.  Weyr.     lieber  die  Einhüllende  aller  Kegelschnitt- 
sehnen von  constanter  Länge.   Schiömiich  z.  xvii.  164-167. 

Unabhängig  von  ähnlichen  Untersuchungen  im  47.  Bande 
Grunert's  Archiv  und  im  14.  Jahrgang  S.  158  in  Schlömilch's 
entwickelt  der  Verfasser  die  Gleichung: 

3  Gleichung  der  Einhüllenden  aller  Ellipsensehnen  von  con- 
inter  Länge  und  giebt  sodann  einige  Eigenschaften  dieser  Gurre 
i.  Pr. 

.  LecleiCt.     On  certain  theorem^  respecting  the  geo- 

metry   of  ships.    Messenger  (2)  I.  167-175. 

Die  Arbeit  ist  aus  dem  11^^"  Bande  der  Transactions  of  the 
Lätitute  of  Naval  Architects  abgedruckt  und  enthälf  eine  kurze 
iuleitung  von  Herrn  C.  W.  Merrifield.  Herrn  Leclert's  Satz  macht 
I  in  der  That  möglich^  die  wesentlichen  Elemente  der  Curve  zu 
rhalten,  die  umhüllt  wird  von  einer  Sehne,  welche  ein  Segment 
lin  constantem  Flächeninhalt  von  einer  gegebenen  Curve  ab- 
Bhneidet.  Dies  ergiebt  einen  Ausdruck  flir  den  Krümmungsradius^ 
er  für  eine  gegebene  Richtung  der  Normale  zu  der  Sehne  mit 
blife  von  Quadraturen  berechnet  werden  kann.        Glr.  (0.) 

iLEGRET.    Kemarques  sur  une  famille  de  courbes  planes. 

Nouv.  Ann.  (2)  XL  162-167. 

Der  Erümmungskreis  für  einen  jeden  Punkt  der  Curve 
'  =  a"*cosmi9'  schneidet  auf  dem  nach  dem  Berührungspunkte 
>2ogenen  Leitstrahl  ein  Stück  ab,  welches  sich  zu  dem  Leitstrahl 
ie  2  zu  1+m  verhält  (cf.  F.  d.  M.  II.  517).  Die  vorliegenden 
dmerkungen  beschäftigen  sich  nun  damit,  nachzuweisen,  dass 
lefa  die  logarithmische  Spirale  zu  diesen  Curven  gehöre,  dass 
iher  auch  auf  diese  Curve  der  genannte  Satz  Anwendung  findet, 
aran  schliessen  sich  dann  historische  Notizen,  die  Aufstellung 
»  obigen  Satzes  betreffend.  Endlich  wird  der  Zusammenhang 
ir  Curve,  für  welche  m  s  |  ist,  mit  der  Elasticitätscurve  ermittelt. 

T. 
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L.  Kiepert.     Ueber  Epicycloiden ,  Hypocycloiden  und 
daraus  abgeleitete  Curven.   Schl5miich  z.  XVII.  129-U7. 

Die  Steiner'sche  Curve  vierter  Ordnung  und  dritter  Klastt  » 
mit  drei  Spitzen,  welche  Steiner  (Borchardt  J.  LIII,  p.  23)  ik 
die  Enveloppe  der  Geraden  definirt,  von  denen  jede  die  d» 
Fusspunkte  der  drei  Lothe  verbindet,  die  von  jedem  Punkh 
eines  Kreises  auf  die  Seiten  eines  einbeschriebenen  Dreiecks  ge- 
fällt  sind ,  war  aUsser  von  Steiner  selbst  namentlich  von  Hern 
Schröter  (Ueber  die  Erzeugnisse  krummer  projectivischer  Gebilde, 
Borchardt  J.  LIV.  p.3l)  und  Herrn  Eckhardt  (Schlöwilch  Z.  XT 
p.  129,  siehe  F.  d.  M.  II.  p.  520)  studirt  worden.  Die  vorliegende  W 
Arbeit,  welche  unabhängig  von  der  letztgenannten  entstanden  ut,^ 
geht  von  einer  andern,  auch  von  Herrn  Eckhardt  benutzten  E^ 
zeugungsweise  der  Steiner'schen  Curve  aus,  welche,  durch  eil» 
naheliegende  Verallgemeinerung,  sich  sogleich  auf  alle  gemeiw» 
Epicycloiden  und  Hypocycloiden  Überträgt,  und  deren  Eigenschaften, 
bei  Benutzung  elementarer  Sätze  und  bekannter  Betrachtungs* 
weisen,  leicht  erkennen  lässt. 

Herr  Kiepert  definirt  nämlich  die  allgemeinere  Steiner^sdi^ 
Curve,   von  ihm  Anfangscurve  genannt,   als  die  Enveloppe  dtf 
Verbindungsgeraden  zweier  sich  auf  einem  Kreise  mit  denCI»' 
seh  windigkeiten  (p  und  tp  bewegender  Punkte  fi  und  «,  woW 
9/  und  iff  durch  eine  gegebene  Gleichung  von  einander  abhiogV 
sind.    Ist  t^  =  —  2  (jp,    so   ergiebt   sich   die   Steiner'sche  Cm» 
Herr  Kiepert   behandelt   den  Fall,   dass  %p  =  +n-q>.    Aus  4» 
Anfangscurve  entspringen  zwei  mit  ihr  in  engem  Zusammenbm 
stehende  Curven,  die  Fusspunktscurve,  der  Ort  des  FusspunM 
des  vom  Kreismittelpunkt  auf  eine  erzeugende  Sehne  gettlUt^ 
Lothes,  und  die  Polarcurve,  der  Ort  des  Poles  einer  Erzeugeite 
in  Bezug  auf  den  Kreis.    Von  den  Resultaten  sollen  hier  W 
folgende  hervorgehoben  werden. 

Die  beiden  Punkte,  in  denen  jede  Erzeugende  fi$  im  Tff* 
hältniss  1 :  n  getheilt  wird,  sind  der  auf  ihr  liegende  BerObningi- 
punkt  und  der  Schnittpunkt  mit  der  zugehörigen  Tangente  der 
Polarcurve.    Es  giebt  auf  dem  Fundamentalkreise  fi  +  l  Ponkte, 
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^  ein  Punkt  fi  mit  dem  ihm  zugehörigen  5  zusammenfällt.  In  diesen 
Lükten  berühren  sich  Kreis,  Anfangscurve,  FusspunktscuiTe 
d  Polarcurve.  Sie  theilen  ferner  jede  der  Curvep  in  n  +  1 
riche  Theile.  Diejenigen  Durchmesser  des  Kreises,  welche  von 
nn  +  l  Halbirungspunkten  der  durch  die  eben  genannten  Punkte 
zeugten  Bogen  ausgehen,  sind  Rttckkehrtangenten  der  Anfangs- 
rre.    Die  ihnen  zugehörigen  Spitzen  liegen  auf  einem  mit  dem 

*■  ff  "jZ  1 

tndamentalkreise  concentrischen  Kreise  mit  dem  Radius       ,  ,  r, 

)raus  sich  w+l  unendlich  ferne  Punkte  der  Polarcurve  ergeben, 
Ten  Asymptoten  ein  reguläres  (wijll)-Seit  bilden,  dessen  ein- 
schriebener  Kreis  coucentrisch  mit  dem  Fundamentalkreise  ist, 

id  den  Radius  ~  r  hat.  Rollt  ein  den  ursprünglichen  Kreis 
tständig  berührender  Kreis  mit  dem  Radius  r   auf  jenem 

fl  -4-  1 

•sterwähnten  concentrischen  Kreise  mit  dem  Radius  — t-t  r,  so 

n+\    ' 

ird  die  Anfangscurve  von  demjenigen  Punkte  des  rollenden 
Tfeises  durchlaufen,  welcher  bei  dieser  Bewegung  mit  den  Punkten 
BS  Fundamentalkreises  zusammen  fällt,  wo,  wie  vorher  erwähnt, 
mkte  ^  und  s  vereinigt  sind.  Bei  %p  ^  -{-n-tp  geschieht  die 
Führung  der  Kreise  von  aussen,  bei  tff='-n*q)  von  innen. 
Kraus  folgt,  dass  jede  Anfangscurve  eine  gemeine  Epicycloide 
er  Hypocycloide  ist.  Es  werden  4ann  die  Gleichungen  der 
trachteten  Curven  abgeleitet,  wobei  sich  ergiebt,  dass  die  Fuss- 
nktscurve  eine  verlängerte  Epicycloide  oder  Hypocycloide  ist. 
folgt  dann  die  Ableitung  von  Eigenschaften  der  Gurven, 
Iche  mit  der  Definition  einer  Gruppe  von  n  Erzeugenden  in 
sammenhang  stehen,  wobei  unter  Grupp^  diejenigen  n  Erzeu- 
iden  verstanden  werden,  welche  n  den  Kreis  in  gldche  Theile 
ilende  Punkte  fi  mit  dem  ihnen  gemeinsamen  Punkt  s  Ver- 
den. Weiterhin  wird  die  Evolute  und  Evolvente  der  Anfangs- 
ve  betrachtet.    Dadurch  wird  die  Bereehnung  der  Länge  der 

'angscurve  =  r    ermöglicht.     Ihr   Flächeninhalt   ergiebt 
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sich   = — TT"'''^-    Die  'Berechnung  der~^Läng6n  der  andern 

Curven  fahrt  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Gattung.  Ibi 
Flächeninhalte  lassen  sich  dagegen  einfacher  ausdrücken.  Ai 
Schlüsse  giebt  Herr  Kiepert  an,  nach  welchen  Richtungen  \k 
sich  noch  weitere  Eigenschaften  seiner  Curven  auffinden  lasaeik 
Wenn  statt  des  erzeugenden  Kreises  eine  Ellipse  genommen  wk^ 
so  haben  die  durch  Projection  nicht  zerstörbaren  Eigen8cliafiBl| 
natürlich  ihre  Analoga.  Seht 

i 

F.  J.  Studnicka.     Notiz  zur  Theorie  der  Trochoiden 

Casopis  I.  252-253.  (Böhmisch.)  • 

In  dieser  kurzen  Notiz  werden  als  Ergänzung  zur  Theoi 
der  Trochoiden,  die  in  Studnicka's  Höh.  Analjsis,  Bd.  UI.  p.  85 
enthalten  ist,  die  Differentialgleichungen  der  Trochoiden  f&r  d 
Fall  aufgestellt,  dass  die  Basis  eine  Gerade  ist,  wobei  gezd| 
wird,  dass  man  nur  r  und  r'  aus  den  Gleichungen 

zu  eliminiren  hat,    um  ^  =  9(|)  als  Gleichung  der  gesoe 
Trochoide  zu  erhalten. 

Wird  hingegen  die  Basis  gesucht,   auf  welcher  die 
r  =  f(^Q)  zu  rollen  hat,  damit  die  Trochoide  eine  Gerade  wa 
so  hat  man  ähnlich  aus  den  Gleichungen 

r  =  f(Q).     ~y'  =  — j    »  =  '• 

r  und  r'  zu  eliminiren ,  um  y  =  FQc)  als  Gleichung  dei) 
zu  erhalten.  W. 

A.  Voss.    Zur  TKeorie  perspectivischer  Punktsystemer 

Schlömilch  Z.  XVII.  375-386 
Zwei  auf  einanderliegende  ebene  Systeme  werden  eolHiM^ 
so  auf  einander  bezogen,  dass  jedem  Punkt  x  ein  unendfiA 
naher  x'  entspricht,  dann  entspricht  dem  Punkt  x^  ab  dM* 
Punkt  des  ersten  Systems  ein  unendlich  naher  af^  a.  s.  f.  Alte 
Punkte  dieser  Art  bilden  dann  die  aufeinander  folgenden  Punkte 
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nCurven,  die  Verbindungslinien  «1  entsprechender  Punkte  sind 
5  Tangenten  derselben,  und  je  zwei  entsprechende  Gerade  sind 
feinander  folgende  Tangenten  derselben  Curve.  Die  Gleichungen 
>ser  Curven  haben  die  Form: 

Auch  in  allgemein  coUinearen  und  aufeinander  liegenden 
enen  Systemen  liegen  die  Punkte  x,  deren  Projectionsstrahl  u 
16  Curve 

rührt,  auf  einer  Curve,  deren  Gleichung  sich  von  dieser  nur 
roh  die  Constante  unterscheidet. 

Durch  Anwendung  der  elementaren  Beziehungen  zwischen 
n  entsprechenden  Gebilden  in  aufeinander  liegenden  allgemein 
[linearen  Systemen  werden  fltr  die  obigen  Curven  eine  Reihe 
meinsamer  Eigenschaften  erhalten,  z.  B.:  Diese  Curven  besitzen 
Bser  den  drei  sich  selbst  entsprechenden  Punkten  F,  F^  F3, 
rch  welche  sie  gehen,  weder  vielfache,  noch  Inflexionspunkte, 
ch  Doppeltangenten.  Durch  jeden  Punkt  geht  nur  eine  Curve 
8  Systems,  wie  auch  jede  Gerade  nur  von  einer  Curve  berührt 
jrd.  Die  Berührungspunkte  der  von  einem  Punkt  A  an  die 
mmtlichen  Curven  gezogenen  Tangenten  liegen  auf  einem  Kegel- 
jbnitt,  welcher  die  F-Punkte  enthält  und  die  durch  A  gehende 
Ye  in  A  berührt,  und  umgekehrt,  jede  Gerade  a  schneidet  die 
Fen  in  Punkten,  deren  Tangenten  einen  Kegelschnitt  um- 
illen,  welcher  die  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  f^  f^  f^ 
aröhrt,  und  die  Gerade  a  in  demjenigen  Punkte,  in  welchem 
Jf  von  einer  Curve  berührt  wird,  etc.  Diese  allgemeineren  Sätze 
.<rden  dann  auf  zwei  specielle  Fälle  angewendet,  nämlich: 

1)  auf  den  Fall  x^x^  ==  cj?*',  in  welchem  die  Curven  ein 
%ehel  sich  doppelt  berührender  Kegelschnitte  mit  den  gemein- 
*ßien  Tangenten  f^  f^  und  der  gemeinsamen  Bertthrungssehne  f^ 
Üden. 

2)  auf  die  specielle  Curve  dritten  Grades  x^  x\  =  cxl;  da- 
^ch  werden  eine  grosse  Zahl  wesentlich  bekannter  Sätze  ab- 
leitet. 

Eine  eingehende  Kritik  liegt  nicht  im  Plane  des  Jahrbuchs; 

'^ortflchK.  d.  Math.  IV.  2.  24 
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eine  Bemerkung  möge  jedoch  hier  Platz  finden.  In  der  Heber- 
Schrift  und  auch  vielfach  in  der  Abhandlung  wird  nämlieh  yoi 
perspectivischen  Gebilden  gesprochen,  während  der  Herr  Ver- 
fasser offenbar  allgemein  projectivische  und  beliebig  aufeinande(> 
liegende  Oebilde  meint.  Perspectivische  Systeme  in  dem  wenif 
stens  in  Deutschland  allgemein  üblichen  Sinne  (vergl.  die  Bücher 
von  Steiner,  v.  Staudt  u.  a.),  deren  Projectionsstrahlen  i 
lieh  durch  denselben  Punkt  gehen,  hätte  der  Herr  Verfa«! 
grade  ausnehmen  müssen^  da  für  diese  seine  Deduetionen  nii 
gelten.  Setz. 


i 


Capitel  3. 
Analytische  Geometrie  des  Raumes. 
A.    Allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  Raumcurveii 

F.  Joachimsthal.  Anwendung  der  Differential - 
Integralrechnung  auf  die  allgemeine  Theorie 
Flächen    und    Linien    doppelter   Krümmung.    L« 

Teubner. 

In  dem  vorliegenden  Buche  werden  von  Herrn  Liersei 
die  Vorlesungen  veröffentlicht,  welche  Joachirasthal  im 
1856/57  zu  Breslau  über  die  Theorie  der  Raumenrven 
Flächen  gehalten  hat.  Die  fassliche  und  elegante  Da 
die  Verbindung  der  geometrischen  Vorstellung  mit  der  Re 
lassen  das  Buch  für  Studirende  sehr  empfehlenswerth  er 
Die  behandelten  Capitel  sind :  Analytischer  Ausdruck  der 
curve,  Tangente  und  Normalebene,  Schmiegungsebene,  erste  i 
zweite  Krümmung,  Schmiegungskugel  der  Curven.  Analy 
Ausdruck  einer  Fläche.  Untersuchung  der  Flächen  mittelBt  i 
dender  Ebenen.  Tangentialebene  und  Normale,  Oscolatloii  ffi\ 
Flächen.  Krümmung  der  Flächen,  Theorie  der  geradlinigen  Flteta»! 
Krümmungscurven   der   Flächen  zweiten  Grades.     Theorie  ^1 
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rzesten  Linien   auf  den  Flächen.    Die  partiellen  Diflferential- 
debungen  der  Flächen.  Wn. 


Laurent.     Theorie  des  courbes  gauches.   Ann.  de  räc. 

Norm.  (2)  I.  219-230. 

Der  Verfasser  scbliesst  sich  mit  seiner  Arbeit  der  noch  ge- 
igen Zahl  derjenigen  Mathematiker  an,  welche  in  neuester  Zeit 
3der  begonnen  haben,  die  Curventheorie  auf  dem  natürlichen 
;ge  fortzubilden,  auf  dem  sie  seit  Monge  länger  als  60  Jahre 
t  unbeweglich  stehen  geblieben  war.  Serret  gebührt  das  Ver- 
inst  durch  sein  Beispiel  die  correcte  Methode  (Untersuchung 
:  allgemeinen  Natur  der  Curven  vor  jeder  Synthese),  wenigstens 
den  französischen  Mathematikern,  wieder  zu  Ehren  gebracht 
haben ;  dieses  wird  eher  verringert  als  erhöht,  wenn  man  ihn 
richtigerweise  zum  Autor  einer  neu  erfundenen  Theorie^ macht, 
cht  die  Originalität  —  er  ist  wohl  kaum  in  einem  Stücke  der 
ste  gewesen,  —  sondern  die  Nothwendigkeit  für  den  Erfolg 
Idet  den  Vorzug  seiner  Aufstellungen,  welcher  wohl  gegenüber 
lohen  künstlichen  Einführungen  wie  der  der  tangentiellen  Coor- 
Daten  durch  die  Einfachheit  auf  den  ersten  Blick  einleuchtet. 

Laurent  entwickelt  zuerst,  ausgehend  von  Serret*8  Formeln, 
idb  hauptsächlichsten  Relationen  zwischen  den  Bestimmungsstücken 

tCurve  und  beschäftigt  sich  demnächst  mit  der  osculirenden 
le.  Hierbei  ist  ihm  jedoch  entgangen,  dass  das  Bogenelement 
f  Anfang  überflüssig,  weiterhin  hinderlich  in  die  Rechnung  ge- 
igen worden  ist,  ein  Mangel,  der  auch  bei  Serret  hervortritt. 
*  fragt,  welche  Parallele  mit  der  Axe  der  Spirale  eine  abwickel- 
te Fläche  erzeugt.  Es  ergiebt  #ich,  dass  1)  bei  jeder  ürcurve 
^  Punkt  auf  der  Hauptnormale  in  constantem  Abstand  von  der 
J*ve  als  Ausgangspunkt  der  Parallele  genügt,  und  2)  der  Ab- 
tid  nicht  constant  zu  sein  braucht,  wenn  das  Krümmungsver- 
^tniss  der  Urcurve  constant  ist.  Die  Axe  der  Spirale  selbst 
•^ugt  eine  abwickelbare  Fläche,  wenn  die  Urcurve  der  Be- 
^gung  genügt 

Rr 

=  const., 


R'+r 

24* 
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WO  R,  T  den  Krttiiimungs-  und  Torsionsradius  bezeichnen,  eine 
Gleichung,  die  sich  sofort  als  fertig  zur  Construction  gelöst  dar- 
stellen wUrde,  wenn  man  das  in  R  und  T  steckende  Bogenelemeut 
heben  wollte.     Ferner   wird    die  Einhüllende    der   die  Urcum 
schneidenden  Parallele  bestimmt,  welche  bekannt,  hier  jedod 
viel  zu  complicirt  dargestellt  ist.     Die  von  ihr  erzeugte  abwicki 
bare  Fläche  ist  die  Einhüllende  der  rectificirenden  Ebenen;  &j 
Urcurve  ist  geodätische  Linie  auf  ihr.    Ferner  wird  der  \ 
Abstand  der  Hauptnormalen  ermittelt  als  Projection  des  Boj 
Clements  auf  die  Axe  der   osculirenden  Spirale,   in  welcher 
auch  stattfindet.     Die  Projectionen  der  Krümmung  und  Toreii 
bezw.    von  der  Tangente  und  Binormale  auf  den  Radiusvei 
jenes  kürzesten  Abstands  sind  einander  gleich.     Ferner  zeigt  sii 
die  Axe  der  osculirenden  Spirale  als  Linie  des  kürzesten  Abstai 
der  consecutiven  Hauptnormalen.   Endlich  wird  eine  die  Binoi 
schneidende  Parallele  gesucht,  welche  eine  abwickelbare  Fli 
erzeugt.     Ihr  Abstand  längs  der  Binorniale  ist  ausgedrückt  di 


/ 


Die  Durchschnitte  der  hierin  begriflfenen  Geraden  mit  derBin< 
male  beschreiben  auf  der  Binorraalenfläche  eine  Schaar  parallel 
Curven,  deren  Tangenten  normal  zur  Axe  der  osculirenden  Spir 
sind.  Ihnen  entspricht  eine  Scbaar  abwickelbarer  Flächen,  en 
von  den  Parallelen  mit  der  Hauptuormale,  und  deren  Grat! 
bilden  die  Polarfläche  der  Urcurve.  H. 

Lagüerre.  Memoire  sur  Temploi  des  imaginaires  dÄ« 
la  geom^trie  de  Tespace»  Nouv.  Ann.  (2)  xi.  14-21,  löS-U 
241-254. 

Siehe  Abschn.  IX,  Cap.  5. 
TjAGUerre.    Sur  les  formules  fondamentales  de  Iath&)A| 

des    SUrfaces.     Nonv.  Ann.  (2)  XL  60-66. 

Die  Variation  eines  rechtwinkligen  Systems  dreier  von  einen  I 
Punkte  einer  Fläche  ausgehenden  Geraden,  nämlich  die  der  beide«  1 


Capitel  3.     Analytische  Geometrie  des  Raumes.  361 

tBgenten  und  der  dritten  Normale,  wird  durch  die*DiflFerentialrela- 
njen  der  9  Richtungscosinus  bestimmt,  wobei  6  Coefficienten  auf- 
^ten,  die  noch  von  der  Richtung  der  Verschiebung  und  von  dem 
eiten  der  Tangenten  in  ihrer  Ebene  abhangen.  Bringt  man  hiermit 
5  Variation  des  rechtwinkligen  Systems  der  Tangente,  Binormale 
d  Hauptnormale  der  Verschiebungscurve  in  gleicher  Form  dar- 
stellt in  Verbindung,  so  erhält  man  zwischen  den  Variationen 
8  Kriimmungs-  und  Torsionswinkels,  dem  Richtungswinkel  der 
iTve  in  der  Berührungsebene,  dem  Winkelabstand  der  Haupt- 
rmale  von  der  Flächennormalc  und  jenen  6  Coefficienten  3 
slationeu,  welche  vermöge  der  Unabhängigkeit  der  2  Parameter 
Gleichungen  vertreten.  Nach  Elimination  der  Curvenelemente 
3iben  noch  o  partielle  DiflFerentialgleichungen  V^[  Ordnung 
tischen  den  G  Coefficienten.  Drittens  wird  das  Quadrat  des 
nienelements  in  folgender  Form  entwickelt 

ds^=:=E'du'  +  2EGGOQ'2ü)dudt>  +  G'dv\ 
it  der  Bestimmung,  dass  die  Axen  in  der  Berührungsebene  die 
inkel  zwischen  den  Linien  u  =  const.  und  v  =  const.  halbiren. 
ach  Einführung  der  vorigen  Curvenbestimmungen  erhält  man 
Relationen  zwischen  E,  G,  m  und  den  6  Coefficienten,  nebst 
nem  Ausdruck  für  den  Tangens  des  Richtungswinkels  der 
togente   der    Curve.     Die   Anwendung   dieser    yFundamental- 

reln  der  Flächentheorie"  auf  ein  System  dreier  Flächenschaaren 
in  einem  späteren  Aufsatz  folgen.  H. 

'.  Bla&ek.    lieber  das  Flächendifferential.    Casopis  l.  30-31. 

(Böhmisch). 

Der  Verfasser  zeigt  in  dieser  kurzen  Notiz,  Wie  man  in 
ifacher  Weise  die  bekannten  Formeln  für  das  Flächendifferential 
'  rechtwinklige  und  Polar-Coordinaten  entwickeln  könne,  wenn 
LH  von  dem  Satze  ausgeht,  dass  das  Quadrat  einer  ebenen 
iche  gleich  ist  der  Summe  der  Quadrate  ihrer  Projeetionen 
F  die  Ebene  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems.     W. 

Cayley.      Oll   the  transformation  of  the  equation  of 
a  surface  to  a  set  of  chief  axes.    Quart  J.  xii.  34-38. 
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Die  bezügUchen  Axen  sind  Axen  in  einem  Punkt  der  Ober 
fläche,  eine  von  ihnen,  z.  B.  die  von  Z  in  der  Richtung  der  Nor- 
male, und  die  anderen  in  den  Richtungen  der  Tangenten  zu  den 
beiden  resp.  Krümmungscurven.  Die  Gleichungen  nehmen  die 
Formen  an 

V»  +  i—  +i  —  + Gliedern  in  XZ,YZ,Z*+  etc.  =0, 

^  9i  e2 

wo  Vft?  Vft  die  Krümmungsradien  sind.    Das  Neue  besteht  ii 
der  Bestimmung  der  Coefficienten  von  XZ,  YZ  und  Z*.    Es  wirf] 
bemerkt,  dass  wenn  man  X,  Y  als  kleine  Grössen  erster  Ordnuoi 
betrachtet,  Z  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  also  die  Glieder  ü 
XZ,  YZ  von  der  dritten  und  in  Z'  von  der  vierten  Ordnung  sini 

Cly.-(0.) 


W.  0.  JoNSON.  Den  Cauchyanska  kontaktsteorien  jemte 
en  kort  framställning  af  den  generela  kontaktsteorien« 
uppkomst  och  utveckling.    üpsaia. 

Sehr    ausführliche    Darstellung    der    Berührungstheorie 
Curven  und  Flächen.    Der  Verfasser  citirt  als  Quellen  sowohl 
betreflfenden  Originalwerke  von  Cauchy,  als  auch  die  Vorlesi 
des  Herrn  Prof.  Daug  an  der  Universität  in  Upsala.    In 
Einleitung    wird    über    die    vorläufigen    Arbeiten    in    dei 
Richtung  von  Lagrange  und  seinen  Vorgängern  Bericht  e: 

Bg. 


A.  Cayley.      Sur  les  surfaces  orthogonales.    C.  R.  LXÄ 

324-330,  381-385. 

Man  kann  sich  die  Aufgabe  stellen:  „Es  sei  eine  FIfiell 
einer  Familie,  die  einem  orthogonalen  System  angehört,  gegeben; 
man  soll  die  Familie  auf  die  allgemeinste  Art  finden". 

Der  Verfasser  versucht  die  Lösung,  indem  er  die  drei  Coor* 
dinaten  nach  den  Potenzen  eines  Parameters  entwickelt,  \isi 
bemerkt,  dass  die  gewonnenen  Resultate,  obgleich  er  erst  die 
drei  ersten  Glieder  der  drei  Entwickelungen  bestimmt  hat,  demwi 
schon  Beachtung  zu  verdienen  scheinen.  Mi. 


u 
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k.  Cayley.     Sur   la   condition  pour  qu'une  famille   de 
surfaces     donnees    puisse    faire    partie    d'un    Systeme 

orthogonal.    C,  R.  LXXIV.  1800-1803,  LXXV.  177-185,  246-250. 

Ist  Q  =  f(x,y,z)  die  Gleichung  einer  Flächenfamilie,  die 
eineni  orthogonalen  System  zugehört,  so  genügt  q  einer  partiellen 
Diflferentialgleichung  dritter  Ordnung.  Der  Verfasser  leitet  diese 
aasfdbrlich  her.  Im  Anschluss  daran  fügt  der  Verfasser  eine 
Verbesserung   bei,   indem   er  aus   der   gefundenen  Diflferential- 

fleichung   einen   fremdartigen   Factor:    Q-)  +(3^)  +C^) 
lusscheidet.  Mz. 

^.    Enneper.       Bemerkungen     über     die    orthogonalen 

Flächen.    Gott.  Nachr.  1872.  17-30,  226-239. 

Vereinfachung  des  Beweises  eines  Satzes  von  Darboux,  näm- 
ich:  „Schneiden  sich  zwei  Systeme  von  Flächen  orthogonal  in 
Krttmmungslinien,  so  existirt  ein  drittes  System,  welches  zu  den 
Mden  Systemen  orthogonal  ist.^'  Mz. 

CoDAZzi.      SuUe   coordinate  curvilinee  d'una    super- 
ficie   6  dello  spazio.     Memoria  quinta.    Brioschi  Ann.  (2) 
fv.  206-222. 

Diese  5*®  Abhandlung  ist  eine  Fortsetzung  des  zweiten  Theils 
^ir  ersten  Abhandlung  (siehe  F.  d.  M.  I.  212).  Eine  Flächenschaar 
^  so  bestimmt,  dass  ihr  Durchschnitt  mit  einer  zweiten  ortho- 
ifonal  zu  den  isothermischen  Linien  sein  soll,  und  daraus  eine 
^ihe  neuer  Relationen  entwickelt.  H. 

\..  Cayley.     A  demonstration  of  Dupin's  theorem. 

Quart  J.  XII.  185-191. 
Die  Notiz  will  den   geometrischen  Beweis  des  Satzes  klar 
Qi^achen,    dass  drei  Familien   von  Oberflächen,   die   sich   unter 
fechten  Winkeln  schneiden,   sich  längs   ihrer  Krftmmungslinien 
»«hneiden.  Cly.  (0.) 
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A.  Cayley.  Sur  les  surfaces  divisibles  eii  canes  par 
leurs  courbes  de  courbure  et  sur  la  thdorie  de  Dupiu. 
C.  R.  LXXIV.  1M5-1449. 

Der  Verfasser  beweist  folgenden  Satz: 
Es  seien  d  eine  willkürliche  Function  von  ä,ä;  und  a;,y,i 
Functionen  von  h  und  &,  so  dass: 

d'x         de    dx       de   dx 
^     dhdk       dh    dk       dk    dh  ~^' 

"     dhdk       dh    dk       dk    dh   "^^ 

,,^      d'z  de   _dz__dd_   dz    _ 

^    dhdk      dh  dk     dk   dh  ~^^' 


und  ferner: 


dx    dx    ,    dy     dy        dz     dz  __ 
'dh    öT  +  'öF  'dlT'^'dh  "öF  "■  ^* 


Dann  erhält  man  durch  Elimination  von  h  und  k  zwischen  2:,y,i 
die  Gleichung  V  =  0,  die  eine  Fläche  ausdrückt,  und  es  bestim- 
men die  Gleichungen  /*  =  const.,  k  =  const.  die  beiden  Systene 
von  Krtimmungslinien  dieser  Fläche.  Ausserdem  ist  diese  Fläeke 
durch  ihre  Krümmungslinien  in  Quadrate  theilbar. 


A.  Cayley.      On  the  surfaces  divisible  iuto  Squares  by 
their  curves  of  curvature.    Pr.  of  L.  M.  S.  iv.  120-121. 

Bericht  über  eine  Untersuchung,  die  neuerdings  der  Akadetfi 
der  Wissenschaften  zu  Paris  mitgetheilt  worden  und  in  den  C.  l 
publicirt  ist.    Siehe  das  vorhergehende  Referat.  I 

Cly.  (0.)       I 

A.  Cayley.  On  the  determination  of  the  surfaces  di- 
visible into  Squares  by  means  of  their  curves  of  cur- 
vature.   Pr.  of  L.  M.  S.  IV.  8-9. 

Der  Satz  ist  als  richtig  bekannt  für  Oberflächen  zweiten 
Grades,  aber  es  ist  nicht  zu  beweisen,  dass  er  auf  diese  Flftchen 
beschränkt  ist.     Das  Problem  der  Bestimmung  der  Oberflftehen, 
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e    diese    Eigenschaft    besitzen,    scheint   mit    bedeutenden 
ierigkeiten  verbunden  zu  sein,  die  bisher  noch  nicht  geprüft 

Cly.  (0.) 


OMBESCURE.    Sur  (juclques  problfemes  relatifs  k  deux 

•ies    de   SUrfaces.     Brioschi  Ann.  (2)  V.  23G-260. 

)er  erste  Theil  der  Abhandlung,  welche  ursprünglich  einen 
einer  andern  über  die  permanenten  isothermen  Linien  bil- 
die  noch  erscheinen  sollte,  enthält  eine  Anzahl  Formeln, 

londere  über  die  Einführung  der  Parameter  der  Krttmmungs- 

.     Die  Gleichung 


(i^)'+(0+(if)'='- 


ihre  vollständige  Lösung,  indem  man  x,  y,  z  zu  Coordinaten 
Punkts  auf  der  Normale  einer  willkürlichen  Fläche  im 
nd  u  vom  Fusspunkt  macht.  Sind  p,  g,  r  die  Richtungs- 
is  der  Normale,  |,  rj  die  Parameter  der  Krümmungslinien, 
die  Hauptkrümmungsradien,  und 


v=(||)'+(|[)"+Ct)'. 

für  eine  beliebige  Function  » 


dt  N*     /   dv  N* 


dy  y  ^V  Ö8  /         M— Ä   ~  M  — B,  ' 
dp  dp 

\dxJ     u-R'     dx       u  —  R^ 
-Ä,    dri'^Adn~    '     R^-R     d^    "*' V^l  ~ 


(7) 
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Q^,-tv  p-  ^Q^  öl?     A'  ö|  'äj' 

d'p  _  dA     dp       <9\7     dp 

d^dv      ~  Adt3~df^^^di~d^' 

Aus  diesen  Formeln  werden  dann  Resultate  von  Weingarte 
Lam6,  Brioschi  und  Bertrand  (Temperaturbewegung)  abgeleit 

Das  erste  Problem  verlangt,  2  Scbaaren  sich  schneidend 
Flächen  darzustellen^  so  dass  der  zwischen  den  2  Paar  con 
cutiven  Flächen  eingeschlossene  Ganal  einen  durchweg  s 
congruenten  Querschnitt  habe,  d.  i.  die  Integration  dei  61eichung( 

C  öj)  +  W^  +(  öi-;    =  ^' 
da    dß        da    dß        da    dß  _ 
dx    dx         dy     dy   ~l    dz     dz  ' 

(B'+(f)'+(B'=^ 

wo  g,  h,  k  beliebige  Functionen  der  Flächenparameter  a,  ß  sii 
Durch  Einführung  neuer  Parameter  «i,  t>  werden  die  Gleichung 
verwandelt  in: 

Von  den  2  Bedingungsgleichungen  enthält  die  eine  nur  u,  i 
andre  ist '  linear  in  v.  Die  Integration  der  ersten  der  so  t 
wonnenen  Gleichungen  ist  im  Anfang  angegeben;  der  zweiit 
gentigt  jede  Funktion  von  1,17;  die  dritte  verwandelt  sieb  ose 
den  Formeln  in 

Sind  nun  Ä,  Äj,  die  Hauptkrümmungsradien  der  Fläche  ii'=  conrt 
verschieden  und  endlich,  und  v  von  |,  i?  abhängig,  so  kann  di 
Gleichung  nur  bestehen,  wenn 
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"'">'  Adi'  r^dn' 
Leo  nach  Weingartens  Satz  auch  A  und  y  Functionen  von  v 
Hein  sind.    Dann  aber  ist  o  linear  in  |,  t)  und  kann  =  |  -f-i;  =  < 
esetzt  werden.    Jetzt  geht  die  Lam^'sche  Formel 

idem  man  A'  + v'  =  ^%  A  v  =  ^  setzt,  ttber  in 

d       ndn 

dt      tadt 
cd  giebt  integrirt: 

[ittelst  der  Formeln  (7)  erhält  man  dann: 

|£.+c.:^  =  o  (.  =  !-„.      . 

ach   deren  Integration   mit  Beachtung  von  Ä— Ä,  = —     die 

ioordinaten  durch  Quadraturen    erhalten    werden.     Das  Resul- 
it  ist: 

x=  Pp  —  Qq;  y  =  Vp-^-Qq;  x>  = ^ , 

"  2  2Cai    ö«'    ^""    2C«a>    ö^ 

Ist  hingegen  ß  =  ß^,  also  die  Flächen  u  =  const.  con- 
'Dtriscbe  Kugeln,  so  ergiebt  sich,  wofern  v  von  |  und  17  abhängt, 
Igende  Lösung: 

►8^  ==  8infcos(t?  +  ^);  co8(iy  +  <)  =  cotlcotg;  n  =  /cos£3«, 
o  1, 1^  Höhe  und  Azimut, 

sincü  =  -^  =  sin^sin(i?  +  «);  sin§co8a>  =  -^  =  cos^;; 

willkürlich. 
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Ist  0  nur  von  ^  abhängig,   so  sind  Ä,  A  desgleichen,  und 
man  hat: 


Das  zweite  Problem  verlangt,  dass  der  Querschnitt  jed« 
Canals  sich  durchweg  ähnlich  sei.  Sind  ft,  v  die  Parameter  der 
sich  schneidenden  Flächen,  so  sind  die  Bedingungen: 

(^)'+-=«.,«)((^)-+-)r 
^ -£  +  •■= f.'".')  O' +...)• 

Es  werden  neue  Parameter  |,  tj  eingeführt,  für  welche  di( 
Querschnitte  Quadrate  werden ,  so  dass  /*  =  1 ;  /'j  =  o.  Zw 
Lösung  dient  die  vorgängige  Integration  der  Gleichung 

welche  sich  zerlegt  in  die  Gleichungen 

du         .  du         du         .    ,        du 

die  nur  bestehen  können,  wenn 

da)    .     ,        d(0        .  dw 

costt)-^— 4-8inw-^= 1-3—  =  0 

dx  dy  dz 

ist.    Das  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

X  =  a  +  izcoBco]    y  = /9+i»sincü;     «  = /(a,/J), 

und  das  der  Diflferentialgleichung  fllr  u: 

u  =  (fda,  ß) 

.    h    d(f  ^  ,     ««      dg> 

'''"  +  TV--5S-;   »  =  ''+-»- -^i 


"-A^y +(%)'■ 


Jetzt  sind  a,  ß  zu  eliminiren,  fUr  u  zu  setzen  |+*^^  ^ 
erhält  man  eine  Gleichung 

^(a?,  y, »,  1, 17)  +  i  *t (a?,  y, »,  1, 1?)  =  0, 
und  die  Gleichungen  W  =  0]    *,  =  0  bestimmen  |,^  in  «»jf,* 
Hiervon  folgt  noch  ein  Beispiel.  E 
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.   CoMBESCURE.      Sur   Uli    poiTit   de   la  th^orie  des  sur- 

flices.     C.  R.  LXXIV.  1517-1520. 

Im  ersten  Theil  der  Note  wird  für   eine   beliebige  Fläche 
e  Formel  hergeleitet: 

o  a,  ß  Parameter  der  Krüramungslinien, 

—    ^P  j-    ^g  __  dm         __    dl 

»=(i?)'+(-^)'+(w)'' 

id  A,  B  willkürliche  Functionen  bzw.  von  a,  ß  sind.  Dieser 
leichung  müsse  die  von  Cayley  in  C.  R.  3.  juin  1872  eingeführte 
inction  0,  (siehe  das  obige  Referat  p.  364),  welche  identisch 
it  /  und  m  wird,  genügen,   sei  daher  nicht  willkürlich. 

Ferner  geht  jene  Gleichung,   wenn  0  Function  von  (a-^ß) 
t,  und  man 

d         ' 
5tzt,  über  in 

ad  f  wird  eine  inverse  elliptische  Function  erster  Gattung  von 

«  +  /?).  *H. 

i.  RiBAUCOUR.      Sur  la  thdorie  des  lignes   de  courbure. 
C.  R   LXXIV.  1489-1491,  1570-1572. 

Sind 

Ax  +  By  +  Cz  =  D;   A'x  +  B'y  +  Cz  =  D' 

i  BerUhrungsebenen  zweier  orthogonalen  Systeme  abwickelbarer 

Sehen  in  ihrer  Schnittlinie,  und  w, »  deren  Parameter,  so  sind 

B,  C,  D  Lösungen  der  Gleichung 


dudv  du       '     dv 

:y  A,  y,  i9"  Functionen  von  w,t5  bezeichnen.     Der  Verfasser  lässt 
in   ein  System   von  Flächennormalen  (S),   die  nach  den  von 
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ihnen  gebildeten  Abwickelbaren  rangirt  sind,  auf  einer  Fläche 
2'*'"  Grades  (^4)  reflectiren,  betrachtet  den  Fall,  wo  die  2  Netee, 
welche  die  beiderseitigen  Abwickelbaren  auf  QA)  ausschneideOf 
conjugirt  sind,  und  gelangt  zu  folgenden  Sätzen: 

Hat  ein  System  von  Geraden  die  Eigenschaft  von  (S)  ii 
Bezug  auf  eine  Familie  homofocaler  Flächen  2**°  Grades,  so  ist 
jede  der  davon  gebildeten  Abwickelbaren  einer  dieser  homo- 
focalen  Flächen  umschrieben. 

Der  Pol  der  Normalebene  einer  unter  den  Abwickelbarei 
längs  ihrer  Erzeugenden  in  Bezug  auf  jene  eingeschriebeie 
Fläche  liegt  auf  der  Tangente  der  Bertlhrungscurve  dieser  Ab- 
wickelbaren mit  der  Abwickelbaren  des  Systemes  (S). 

Als  interessantestes  Beispiel  bezeichnet  er  das  Normalen- 
System  einer  anallagmatischen  Fläche  4*^' Ordnung. 

H. 


A.  RiBAUCouR.     Note  sur  les  ddveloppdes  des  siirfaces. 

C.  R.  LXXIV.  1399-1403. 
Sind  u,  t>  Parameter  der  Ertimmungslinien,  ist 


sind 


die  Hauptkrömmungsradien  auf  einer  Fläche  (A),  und  (Ä), 
deren  Mittelpunktsflächen,  A,  J8,  C  ihre  entsprechenden  PunH 
ferner  |  der  Abstand  eines  Punktes  M  der  Normale  in  5  von  J 
und  1^  der  Winkel  zwischen  der  Berührungsebene  der  Normalei- 
fläche  für  beliebige  Variation  du,  dv  und  zwischen  der  Berlk- 
rungsebene  von  (^),  so  ist 


|K«,-«,)+-^fja»-^a. 


.1 


Ist  M  Krttmmungsmittelpunkt^  so  gilt  die  Gleichung  unak- 
hängig  von  du,  dv,  zerfällt  also  in  zwei,  deren  eine  sieh  tob 
differentiirten  R^   frei  machen  lässt.    Hieraus  folgt  ssonäehst  ei> 
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yon  Mannheim  (C.  R.  12.  ftvr.  1872  siehe  p.  293)  geometrisch 
bewiesener  Satz,  nach  welchem  die  Verbindungslinie  eines  Haupt- 
^rümmungsmittelpunkts  mit  dem  Durchschnitt  der  Bertthrungs- 
bene  der  Mittelpunktsfläche  von  (ß)  und  der  Normale  von  (C) 
1  C  ein  Paraboloid 

^  Z  +  Ä,    fgdu  "^      Z  +  R,    fgdv  "^  ^  "  ^ 

zeugt,  dasselbe  nach  Vertauschung  der  Hauptkrümmungen  und 
isselbe  für  alle  Flächen  (^),  die  sich  in  A  in  2^^'  Ordnung  he- 
hren. —  Längs  einer  Krümmungslinie  von  (B)  ist  &  unab- 
,ngig  von  |,  die  Gleichung  zerfällt  wieder  in  zwei,  aus  denen 
B  Sätze  hervorgehen: 

Damit  die  Ertimmungslinien  auf  (£)  und  (C)  einander  oder 
njugirten  Systemen  auf  (A)  entsprechen,  muss  bzw.  R^  —  R^ 
[er  R^  R^  constant  sein. 

Eine  andere  einfache  Betrachtung  ergiebt:  Die  asymptoti- 
hen  Curven  auf  (E)  und  (C)  entsprechen  sich,  wenn  R^  Function 
►n  R^  ist.  Hiervon  wird  auf  Flächen  2*^"  Grades  Anwendung 
3macht.  H. 

L.  RiBAUCOUR.    Sur  la  repr^sejitation  sph^rique  des  sur- 
faces.     C.  R.  I^XXV.  533-536. 

Auf  der  Eugel  vom  Radius  1,  auf  welcher  eine  gegebene 
H&che  nach  gemeinsamer  Normalenrichtung  sich  abbildet,  wird 
In  isometrisches  orthogonales  Netz,  bestimmt  durch 

ngenommen^  und  für  die  Parameter  u,v  conjugirte  Complexe 
tiderer  Parameter  substituirt.  Dadurch  treten  Vereinfachungen  in 
tauchen  Relationen  ein.  So  werden  dargestellt  die  gemeinsame 
rleiehung  der  Hauptkrttmmungsradien,  die  Bedingungsgleichung 
onjugirter  Tangenten  und  die  der  Minimalflächen.  In  Betreff 
«r  letztem  ergiebt  sich,  dass  die  sphärische  Abbildung  der 
Jnien  ö«  =  0  auf  einer  Minimalfläche  Generatricen  der  Kugel- 
Uche  sind,  und  dass  sich  ein  isometrisches  Netz  einer  Minimal- 
läcbe  auf  der  Kugel  als  isometrisches  Netz  abbildet.    Hiernach 
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untersucht  der  Verfasser  die  Bedingung,  unter  der  eine  Fläche 
familie    einem   dreifacli    orthogonalen    Flächensystem    angehö 
welche  sich  in  der  Form  ergiebt: 
db 


dx  —  ll       ^y 

dx     1   ,t  öa 

dx 


Y'M'^) 


\  dz       dy  dz      dx ) 


dy 


0. 


Das  orthogonale  System  erhält  man  durch  Elimination  t( 
dx,  dy,  ds  zwischen  dieser  und  den  2  folgenden  Gleichungen: 

wo 

P  =  K^j  Vi  «) 

die  Gleichung  der  vorliegenden  Flächenfarailie, 

dp        ,           dp                     d^p 
—   •   b  ==    ..^    :    c  = ^— 


~    Vdx  '  k'dy  '  X'dxdy 

ist,  und  /  die  Entfernung  eines  Punkts  der  Normale  von  der 
Ebene  bezeichnet,  die  parallel  der  Bertthrungsebene  durch  H 
Kugelcentrum  geht.  H. 

A.  Enneper.      Ueber    die  Fläclien    mit   einem  Sysi 
sphärischer  Krttmmungslinien.    Gott.  Nachr.  1872.  80-100.* 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  zur  Behandlung  der  in 
Ueberschrift  angegebenen  Flächen  nicht  eine  partielle  Diffei 
gleichung,  sondern  nur  eine  gewöhnliche  integrirt  sni  w( 
braucht,  wobei  aber  die  auftretenden  Constanten  als 
einer  Variabein  aufzufassen  sind.  Diesen  Weg  hatte  Serrrt  A* 
geschlagen,  jedoch,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  unter  Hinzanabni 
einer  ganz  willkürlichen  Beschränkung.  Der  Verfasser  gicK 
dann  im  Folgenden  eine  hiervon  freie  Auflösung. 

Ml. 
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.  Enneper.      Ueber    die   Flächen,    welche    gegebenen 
Flächen  der  Krümmungsmittelpunkte  entsprechen. 

Gott.  Nachr.  1872.  577-600. 

Behandlung  des  Falles,  in  welchem  eine  Schale  der  Krttm- 
iingsmittelpunktsiläehe  eine  Kugel  ist.  Mz. 

..   ExNER.      Ueber    das^^  Wachsthum    der    Krümmung 
ebener  Schnitte    krummer    Flächen.     Schiömiich  z.  xvir. 

416-418. 

Ein  schräger  Schnitt  einer  krummen  Fläche  wird  mit  dem 
ormalschnitt  von  gemeinsamer  Tangente  verglichen;  k  und  k* 
ien  die  Krümmungen  des  Normal-  und  schrägen  Schnitts,  «  der 
inkel  zwischen  beiden  Ebenen,  w  und  «>'  ihre  Diflferential- 
lotienten  nach  dem  Bogen,  p  der  DifFerentialquotient  von  k  nach 
m  Winkelabstand  der  Tangente  von  der  Hauptkrümmungs- 
Jhtung.    Dann  wird  gefunden: 

w?'  cos  a  =  tv-\-^kp  ig a, 
tsprechen  w^  und  w"  zwei  symmetrischen  Schnitten  zu  beiden 
ten  der  Normalebene,  so  ist 

i(w'  +  W^')   cos«  =  W,  jj 

.  Levy.     Sur  une  propridtö  des  focales  des  surfaces. 

€.  R.  LXXIV.  176-177. 

Aus  einem  allgemeineren  Satze,  wegen  dessen  Beweises  ver- 
csen  wird  auf  die  1870  von  Herrn  Laguerre  veröffentlichte 
>handlung:  Sur  l'emploi  des  imaginaires  dans  la  g6om6trie 
che  F.  d.  M.  IL  p.  339),  wird  abgeleitet,  dass  irgend  eine  Ober- 
•«he  und  ihre  Focal-Curve  (Doppel-Curve  der  der  Oberfläche 
L^  dem  unendlich  entfernten  Kreise  umschriebenen  Developpa- 
Bn)  sich  in  allen  ihren  Punkten  in  einem  rechten  Winkel 
fcneiden.  Schz. 

•  M,  Jeffery.      On  the  principal  radii  of  curvature 

of   a  surface  referred   to  quadriplanar  and  tangential 

coordinates,    Quart.  J.  xii.  86-111. 

Cly. 

?Ortßchr.  d.  Math.  IV.  2.  "  25 
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ü.  DiNi.     SuUe  superficie  che  hanno  un  sistema  di  linee 
di  curvatura  plane.  Ann.  d.  ün.  Tose,  XI.  1871.  5-43. 

L.  Painvin.     Courbure   en   un   point  dWe  surface  di- 
finie  par  son  dquation  tangentielle.    LiouviUe  J.  (2)  XYE 

219-248. 
Der  Aufsatz   enthält   eine   grosse  Anzahl  von  Transforo» 
tionen  des  Ausdrucks  der  Krümmung  einer  Fläche;  unter  andea 
wird  sie  dargestellt  durch  den  Quotienten  zweier  Determinant» 
4*"  und  5*^' Ordnung  von  Diflferentialquotienten  2**' Ordnung. 

H. 


R,  Pendlebury.     Note  on  the  indicatrix.    Messenger  (2)  l 

148-149. 
Es  wird  bemerkt,  dass  an  gewissen  Punkten  auf  gewiM 

Oberflächen   (wie  z.  B.  (a?*+j/')  9^(— )  =  /*W)  die  Indicatrii 

nicht  nothwendig  ein  Kegelschnitt  ist,   sondern   eine   beliebJR 
Form  haben  kann^   indem  die  Zahl  der  Krümmungslinien,  diii 
durch  diese  Punkte  gehen,  gleich  ist  der  Zahl  der  Wendepi 
in  der  Indicatrix,  Glr.  (0.) 

A.  V.  Bäcklund.     Om  orten  för  ytors  krökningsc 

Öfvers.  af  Forh.  Stockholm  1872. 
Von  Herrn  Darboux  sind  in  den  C.  R.  LXX.  (siehe  F.  All 
IL  p.  558)  die  Ordnung  und  Classe  der  Krümmungsmittelpindd^l 
Fläche  gegeben.  Die  vorliegende  Arbeit  enthält  ausser  der  B>| 
Stimmung  derselben,  auch  die  einiger  anderer  SingulariäMl 
dieser  Fläche,  wie  z.  B.  die  der  Ordnungszahlen  ihrer  Dopp*| 
und  Rttckkehr-Curven.  Sodann  giebt  der  Verfasser  eine  Ifoflwd^l 
um  Sätze  über  die  Krtimmungsmittelpunkts-Fläche  aus  SU/f^\ 
über  die  gegebene  Fläche  zu  gewinnen.  Diese  allgemeiteMl  I 
Betrachtungen  werden  dann  auf  Flächen  2**'  Ordnung  angewan*  | 
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•  Enneper.     Bemerkungen  über  die  Enveloppe  einer 

Fläche.    Clebsch  Ann.  V.  304-309. 

Der  Verfasser  gelangt  durch  Rechnung  zu  folgendem  Lehr- 
tz:  „Für  die  einhüllende  und  eingehüllte  Fläche  verhalten  sich 
einem  gemeinschaftlichen  Punkte  die  Summen  der  Haupt- 
limmungshalbmesser,  vermindert  um  den  Krümmungshalbmesser 
«  Normalschnitts  durch  die  Tangente  der  Charakteristik,  zu 
nander  wie  die  Producte  der  Hauptkrümmungshalbmesser." 
teran  schliessen  sich  noch  weitere  Folgerungen.  Mz. 

.  Painvin.  Determination  des  eMments  de  Tarnte  de 
rebroussement  d'une  surface  d^veloppable  d^finie 
par    ses  ^quations    tangentielles.     Liouviiie  J.  (2)    xvir. 

177-218. 

Es  werden  die  Relationen  zwischen  den  Bestimmungsstücken 
ner  Raumcurve  in  tangentiellen  Coordinaten  w,  t?,  w  dargestellt, 
orunter  die  Coordinaten  des  Fusspunkts  des  Lothes  vom  An- 
Jigspunkt  auf  eine  zu  bestimmende  Ebene,  hier  die  Berührungs- 
oene  der  Tangentenfläche,  dividirt  durch  das  Quadrat  des  Lothes 
3  verstehen  sind.  Als  neues  Element  tritt  der  osculirende  ge- 
de  Kegel  hinzu,  d.  i.  derjenige,  dessen  Spitze  der  laufende 
lakt  ist,  und  der  drei  consecutive  Tangentialebenen  berührt, 
erauf  folgt  erst  eine  Bemerkung  über  den  Fall,  wo  die  Tan- 
atenfläche  in  den  imaginären  Kegel  a^'  +  y^^  +  Ä*  =  0  degenerirt, 
lün  eine  Anwendung  auf  den  Schnitt  eines  EUipsoids  und  einer 
cicentrischen  Kugel.  H. 

.  Oayley.  Corrections  -and  additions  to  the  memoir 
on    tbe   theory    of  reciprocal    surfaces.     Trans,  of  Lond. 

CLXII.  83-85. 

Berichtigung  eines  Fehlers  in  der  früheren  Arbeit,  Phil, 
^ns.  CLIX.  201  (siehe  F.  d.  M.  II.  556),  auf  den  Zeuthen  auf- 
^rksam  gemacht  hat.  Er  betriffi;  die  Singularitäten,  die  der 
Erfasser  „oflf.  points"  und  „oflF.  planes"  genannt  hat,  und  einige 
ihlenwerthe,  die  durch  ein  falsches  Zeichen  eines  Gliedes  in 
unrichtig    geworden   waren.      So   wird  bemerkt,  dass  der  in 

25* 
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No.  51—64  der  Abhandlung  sich  ergebende  Werth  von  /?'  nicht 
übereinstimmen  konnte  mit  dem  in  dem  „Zusatz^  gefundene]), 
und  dass  er  in  der  That  unrichtig  war;  hier  wird  ein  Werth 
von  ß'  gefunden,  der,  mit  Ausnahme  der  Glieder  in  w,  <  der« 
Goefficienten  nicht  bestimmt  sind,  mit  dem  in  dem  „Zusatz"  ge- 
fundenen Werth  übereinstimmt.  Die  ßesultate  sind  in  voL 
ständigerer  Form  wiedergegeben  in  der  neuesten  Auflage  y« 
Salmon's  Solid  geometry.  Cly.  (M.) 

W.  Spottiswoode.     Oll   the  contact  of  surfaces.    Tra» 

of  Lond.  CLXII.  259-282. 
Fortsetzung  der  Arbeit,  Trans,  of  Lond.  GLIX.  289  (sieh 
F.  d.  M.  IL  556).  In  der  vorliegenden  Untersuchung  betrachtet 
der  Verfasser  einen  Punkt  P,  der  zwei  Oberflächen  V  und  I 
gemeinsam  ist,  eine  durch  P  willkürlich  gezogene  Axe  und  ei 
durch  die  Axe  gelegte  Ebene,  die  um  die  Axe  gedreht  werde( 
kann.  Indem  der  Verfasser  wie  in  der  früheren  Arbeit  verfM 
und  die  Gleichungen  für  die  Berührung  verschiedener  Grade 
bildet  und  sie  zuletzt  von  dem  Azimuth  unabhängig  macht;  o^ 
hält  er  die  Bedingungen  der  Berührung  für  alle  Lagen  (taj 
schneidenden  Ebene  um  die  Axe  herum.  Solche  Berührung 
„circumaxiale"  genannt,  und  speciell  „uniaxial"  „biaxial" 
je  nachdem  sie  für  eine,  zwei  oder  mehr  Axen  besteht 
sie  für  alle  durch  den  Punkt  gehenden  Axen,  so  heisrt 
„Oberflächen-Berührung."  Der  folgende  Abschnitt  enthält  " 
allgemeine  Betrachtungen  über  die  Bestimmung  von  OberflL-,— 
die  eine  Oberflächen-Berührung  verschiedener  Grade  mit  gegdfrp 
neu  Oberflächen  haben;  und  zugleich  wird  hervorgehoben, 
sehr  die  allgemeine  Theorie  durch  die  besonderen  ümstöij 
eines  jeden  einzelnen  Falles  berührt  wird.  Specieller  wird  ehl 
Fläche  4*^"  Grades  untersucht,  die  eine  14-punktige  BerOhnsCl 
mit  einer  gegebenen  Oberfläche  hat,  und  es  wird  gezeigt,  witj 
im  Allgemeinen  solch  eine  Fläche  vierten  Grades  in  eine  Doppel*] 
Tangentialebene  degenerirt.  Cly.  (M.) 

W.  Spottiswoode.     On  tlie  contact  of  snifaces.  Proe.«ll 

-Lond.  XX.  179-180. 
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Auszug  aus  einer  inzwischen  in  den  Trans,  of  Lond.  ver- 
entlichten  Arbeit.    Siehe  das  obige  Referat.  Cly.  (M.) 

i.  LuNDBERG.     Om  parallela  kun^or.    üpsaia. 

Der  Verfasser,  der  in  einem  früheren  Aufsatz  (Upsala  1869) 
3  ebenen  parallelen  Curven  behandelt  hat,  erweitert  nun  seine 
itersuchung  zu  denen  von  doppelter  Krümmung,  mit  besonderer 
sriicksichtigung  des  Falles,  wo  die  Curven  equidistant  sind, 
h.  die  Entfernung  entsprechender  Punktfe  constant.  Die  Ver- 
adungslinie dieser  Punkte  ist  Normale  (im  allgemeinen  aber 
3ht  Haupt  -  Normale)  der  beiden  Curven;  diese  haben  folg- 
ih  gemeinsame  Evolute  und  Polar-Oberfläche.  Darauf  werden 
Grleichungen  für  die  Curven  entwickelt,  welche  mit  einer  gegebe- 
in parallel  und  equidistant  sind;  diese  Gleichungen  enthalten 
m  arbiträre  Constante,  von  denen  die  eine  die  betreffende 
irolute,  die  andere  den  Abstand  der  Curven  angiebt.  Folgen 
Dtersuchungen  über  die  Rückkehr-  und  Inflexionspunkte :  diese,  • 
►Wohl  die  einfachen  als  die  doppelten,  ti-eten  in  den  beiden 
arven  gleichzeitig  auf,  jene  nicht.  Die  Orte  der  Krümmungs- 
lUelpunkte  der  beiden  Curven  sind  im  allgemeinen  nicht  mit 
lander  parallel.  Anwendung  auf  einen  speciellen  Fall:  die 
mitive  ist  eine  Helix.  Zuletzt  wird  die  Diflferentialgleichung  d^r 
Allelen  und  equidistanten  Curven  entwickelt,  durcli  Benutzung 
P  Eigenschaft,  dass  sie  die  Linien  von  stärkster  Krümmung 
f  der  developpablen  Oberfläche,  die  von  den  Tangenten  der 
clute  erzeugt  wird,  sind.  Bg. 

Jordan.     Sur  les  lignes  de  faite  et  de  thalweg. 

C.  R.  LXXIV.  1457-1459,  LXXV.  625-627,  1023-1025. 

BoussiNESQ.      Sur   les  lignes  de  faite  et  de  thalweg. 

C.  R.  LXXV.  198-201,  835-837. 

In  einer  früheren  Arbeit  (siehe  F,  d.  M.  UI.  p.  357)  hatte 
ärr  Boussinesq  gezeigt,  dass  die  Linie  der  Minimalneigung  im 
Igemeinen  nicht,  wie  man  gewöhnlich  annimmt,  mit  der  Kamin- 
lie  und  Thallinie  zusammenfällt.  Herr  Jordan  sieht  den  Grund 
uer  irrthümlichen  Annahme  in  dem  Mangel  einer  exacten  De- 
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finition  von  Kammlinie  und  Thallinie.  Er  definirt  dieselben  so: 
Eine  Kammlinie  ist  diejenige  von  den  Falllinien,  die  von  eiooi 
Gebirgspass  (Sattel)  zu  einem  Gipfel  führt,  eine  Thallinie  die- 
jenige, die  von  einem  Pass  nach  einer  Vertiefung  hingeht,  fa 
Uebrigen  unterscheiden  sich  Kammlinie  und  Thallinie  in  niclili 
von  den  übrigen  Falllinien. 

Ueber  diese  Definition  erhebt  ^sich  dann  eine  Discusawi 
zwischen  den  Herren  Boussinesq  und  Jordan,  die  zu  keinem  Be« 
sultat  führt.  Herr  Boussinesq  behauptet  unter  Anderem,  die  % 
finition  des  Herrn  Jordan  sei  deshalb  nicht  zutreffend,  weil 
in  kesseiförmigen  Thälern  eine  Thallinie  gebe,  ohne  dass  y 
einem  Gebirgspass  die  Rede  sei.  Er  setzt  jedoch  keine  exa* 
Definition  an  Stelle  der  obigen.  Wn. 


B.     Theorie   der  algebraischen  Flächen  und 
Raumcurven. 

Laguerre.      Sur   la  repr^sentation  des  formes  binair« 
dans  le  plan  et  dans  1  espace.   inet.  XL.  221-222. 

Die   binären  Formen  lassen  sich  durch  Punkte   einer 
raden  oder  einer  rationalen  (ebenen  oder  Raum-)  Curve 
(vgl.  auch  Clebsch,  Theorie  der  binairen  Formen,  siehe  p.47.)- 
der  Kegelschnitt  zur  Repräsentation  quadratischer  Formen,  so 
sich   die  cubische  Raumcurve  zur  Darstellung   einer  cuIhi 
Form,  welche  man  durch  die  ihren  Wurzeln  entsprechenden 
Punkte,  oder  durch  die  diese  Punkte  enthaltende  Ebene, 
endlich  durch  den  Schnittpunkt  der  Schmiegungsebenen  der 
Punkte  abbilden  kann.     Von  irgend  6  Punkten  einer  cubi 
Raumcurve  lässt  sich  ein  dem  PascaVschen  Satz  über  6  P' 
eines  Kegelschnitts  analoger  Satz  bezüglich  der  jene  Punkte  v( 
denden  Sehnen  aussagen,  welchen  der  Verfasser  formulirt.    TBl 

Laguerre.     Sur  las  surfaces  algebriques.  inst  XL.  »* 

Sowie  in  der  Arbeit:  Memoire  de  giomötrie  analytiqiM  p*^ 
die  Theorie  der  binären  Formen  zur  Untersachaiig  von  ebeü 
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urven  verwendet  ist,  so  lägst  sich  die  der  ternären  Formen  bei 
etrachtuDg  der  Oberflächen  gebrauchen.  Man  geht  von  der  „ge- 
igchten  Gleichung  der  Oberfläche"  aus,  die  man  aus  der  Glei- 
»QDg  der  Tangential-Ebene  im  Punkte  xyz  der  Fläche: 

[»leitet,  indem  man 

Xx -{-  fiy  -\- vz 

V 

Is  algebraische  Function   von    —  und  —  darstellt,   was   mit 

[Ulfe  der  Gleichung  der  Oberfläche  in  Ebenen-Coordinaten  un- 
littelbar  ausgeführt  werden  kann.  Diese  Gleichung,  homogen 
iA,ft,  1/,  kx+^y  +  vz,  lässt  sich  als  ternäre  Form  der  Ver- 
nderlichen  l,fi,v  betrachten,  deren  Coefficienten  ganze  Functionen 
er  X,  y,  z,  jedoch  als  solche  nicht  völlig  willkürlich  sind. 

St. 

.  Bardelli.  SuUe  normali  e  sulle  taiigenti  a  super- 
ficie  ed  a  linee  algebriche.  Rend.  d.  ist.  Lomb.  (2)  V.  167-173. 

In  dieser  Note  werden  einige  Eigenschaften  von  Normalen, 
>  von  einem  Punkt  an  eine  algebraische  Oberfläche  gezogen 
kl,  bewiesen,  speciell  folgende:  „Wenn  die  Längen  p,,Pa,Pa'*' 
K  Normalen  einer  willkürlich  aufgestellten  Relation 

/*(Pi  P2  Pa^-O  =  0 
nügen   müssen,   so   geht  die  Normale   an   dem   durch   diese 
l^chung  dargestellten  Ort  durch  den  Mittelpunkt  der  Massen 
\      df        1      df 
Pi     öp,  ^    p,     dp,  ''"' 

dun  man  diese  an  den  Fusspunkten  der  Normalen  vertheilt  denkt.^ 
Ir  eine  ebene  Linie  ergiebt  sich  folgender  Satz:  „Wenn  die 
>ii  einem  Punkte  aus  gezogenen  Tangenten  /,,/aj^sr"  durch 
e  Relation 

^bunden  sind,  so  hat  der  durch  diese  Gleichung  repräsentirte 
t   zur  Normalen  eine  Gerade,    welche  den   Mittelpunkt  der 
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1  d(f  1  dcp 
X  dir  h  ö/.  '••• 
enthält,  wenn  mau  diese  vertheilt  denkt  in  den  Krümmungginittel' 
punkten  der  gegebenen  Linie,  die  den  Berührungspunkten  eiil> 
sprechen."  Der  erste  dieser  Sätze  ist  nach  dem  Verfasser  scb» 
von  H.  Painvin  (Nouv.  Ann.  (i)  XVI.),  jedoch  nur  fttr  den  M 
der  Ebene  bewiesen.  Jg.  (0.) 

M.  Nöther.  Sülle  curve  multiple  cli  superficie  algebriclw, 

Brioschi  Ann.  (2)  V.  163-176. 

Der  Verfasser  stellt  ein  für  die  Theorie  der  eindeutigei 
Transformation  von  Flächen  und  Bäumen  wichtiges  System  m 
Formeln  auf,  das  sich  insbesondere  auf  diejenigen  Zahlen  bezid^ 
die  Cayley  „Aequivalenz"  einer  Curve  und  ^Postulation^ 
Curve  in  Bezug  auf  eine  Fläche  genannt  hat. 

Wenn  drei  algebraische  Flächen  eine  Curve  C  gemeinsai 
haben,  so  ist  die  Anzahl  der  Schnittpunkte,  welche  die  Fläehei 
ausserdem  besitzen,  gleich  dem  Product  der  Ordnungen  dö^ 
selben  minus  der  „Aequivalenz"  der  Curve  C.  Diese  von  denOrf-j 
nungen  der  Flächen,  der  Ordnung  und  dem  Rang  der  Curve  C  ak-j 
hängende  Zahl  hat  Salmon  (Raurogeometrie,  bearb.  von  Fi( 
§  92)  bestimmt,  Cayley  auf  den  Fall,  dass  C  mehrfache 
jeder  der  drei  Flächen  ist,  ausgedehnt.  Hierzu  nimmt 
ausserdem  der  Verfasser  noch  ein  Zerfallen  von  C  in  mel 
sich  schneidende  Curven  an,  welche  femer  eine  Anzahl 
Zweigen  durch  einen  Punkt  hindurchsenden  können,  der 
vielfacher  Punkt  der  Fläche  sein  darf  (dessen  Bertthrunj 
alsdann  indess  nicht  in  Folge  der  Annahmen  in  Theile  zei 
soll,  welche  für  die  drei  Flächen  übereinstimmen),  und  steD^j 
ausgehend  von  dem  Falle,  dass  jene  Zweige  Gerade  sind, 
Formel  für  die  Aequivalenz  eines  solchen  Systems  von  Currei^ 
und  vielfachen  Punkten  auf. 

Unter  „Postulation"  einer  »-fachen  Curve  C  in  Bezog  wf 
eine  Oberfläche  F  hat  man  die  Zahl  der  linearen  Bedingongei 
zu  verstehen,  welche  von  F  erfüllt  sein  müssen,  damit  0  t-üf^ 
Curve  von  F  ist.     Ist  zunächst  C  der  vollständige  Dorehsdioitt 
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eier  Flächen,  so  ergiebt  sich  durch  eine  von  Jacobi  auf  einen 
nlichen  Fall  angewandte  Methode  (Grelle  J.  XV.)  eine  Recur- 
>n8formel,  welche  die  Postulatiou  einer  i-fachen  Curve  auf  die 
cier  (i  — l)-fachen  zurückführt,  und  sie  so  für  eine  vollständige 
arcbschnittscurve  zu  ermitteln  gestattet.  Lässt  man  diese  zer- 
Uen,  so  erhält  man  den  Ausdruck  für  die  Postulation  einer 
^liebigen  Raumcurve. 

Auch  für  den  allgemeinsten  Fall  eines  Systems  von  sich 
hneidenden  vielfachen  Curven,  welche  durch  einen  vielfachen 
inkt  von  F  mehrfach  hindurchgehn,  bildet  der  Verfasser  die 
)stulation  in  Bezug  auf  F,  wobei  er  auf  das  ebene  Problem 
iflihrt  wird :  die  Postulation  einer  Anzahl  von  vielfachen  Punkten 
on  übrigens  allgemeiner  Lage)  für  eine  ebene  Curve  aufzu- 
ellen,  wenn  diese,  um  den  Bedingungen  zu  genügen,  in  zum 
heil  mehrfach  zu  rechnende  Curven  niederer  Ordnung  zerfällt. 
r  findet,  dass  die  letztere  Eigenschaft  eine  Reduction  der  Postu- 

tion  um  — ^^ — --  für  jede  a-fach  auftretende  Curve   ver- 

ilasst. 

Den  Schluss  bilden  Anwendungen  auf  das  Flächengeschlecht 
d  auf  eindeutige  Transformation  von  Räumen.  Für  die  letztere 
11t  Verfasser  ein  geschlossenes  System  von  Formeln  auf, 
dches  dem  von  Cremona  für  diese  Transformationen  gebildeten 
lüg  analog  ist,  und  aussagt: 

a.  dass  die  Flächen,  mit  deren  Hülfe  die  Transformation 
eier  Räume  in  einander  bewerkstelligt  wird,  so  viele  Elemente 
urven,  Punkte)  gemeinsam  haben  müssen,  um  eine  dreifach  un- 
dliche  Schaar  zu  bilden; 

b.  dass  irgend  3  Flächen  dieser  Schaar  sich  im  Allgemeinen 
X  in  einem  Punkte  schneiden; 

c    dass  die  Postulation  der   Allen  gemeinsamen  Elemente 
Bezug  auf  eine  Fläche  gleich  ist  der  Zahl: 
(7^-1)  (y^-2)  (n~3) 
6 
n  der  Grad  der  Flächen  ist.  Bl. 
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G.  Darboux.   Memoire  sur  les  surfaces.   Ann.  de  l'Äc.Norm. 

(2)  I.  273-292,   Inst.  XL.  45-46. 

Der  Verfasser  hat  in  C.  R.  LXVUI.  1311  (s.  F.  d.  M.  D.  p.571) 
die  Flächen  4'^"  Grades,  die  den  unendlichen  Kreis  doppelt,  obI 
die  vom  3**",  die  ihn  enthalten,  untersucht.  Hiervon  ist  üe 
Cyklide  Dupin's  ein  specieller  Fall,  während  sie  wiederum  A 
speciellere  Flächen  in  Moutard's  Anallagmatiques  enthalten  iA 
Für  diese  allgemeineren  Flächen  will  er  den  Namen  CykliJi 
vorbehalten.  Eine  umfassende  Definition  giebt  er  nicht,  senden 
ftthrt  nur  als  Beispiel  4*^"  Grades  an 
(^'+ !/'+  ^y-  iÄx'-AAy-  44  V-  8ßp-  SOy—  8C"»-4D  =(H 
nach  Erwähnung  der  von  Moutard  bewiesenen  Eigenschaft,  das 
die  doppelt  berührenden  Kugeln  in  5  Reihen  getheilt  sind,  dei 
jede  eine  besondere  Kugel  unter  rechtem  Winkel  schneidet, 
deren  Mittelpunkte  auf  einer  Quadrique  liegen.  Andere  elegaoil 
Eigenschaften  habe  Laguerre  mitgetheilt.  Er  leitet  folgende 
Theoreme  her: 

1)  Das  anharmonische  Yerhältniss  der  sechs  Punkte,  ii 
denen  die  Normale  der  Cyklide  ((7)  die  fünf  Quadriken  (fi)  m 
(C)  trifft,  ist  constant. 

2)  Der  Ort  des  Punktes  auf  der  Normale  der  (C),  der 
den  Mittelpunkten  der  fünf  doppelt  berührenden  Kugeln  und 
Fusspunkt  eine  homographische  Theilung-  zu  einer  festen 
lung   bildet,   ist  eine   Fläche   4*^"  Grades  (Jüf)  mit  Doppelk( 
schnitten  in  endlicher  Entfernung. 

3)  Auf  jeder  Cyklide  giebt  es  eine  Reihe  sphärischer  Kegelt 
schnitte,  welche  den  Doppelkegelschnitten  auf  den  Flächen  (I) 
entsprechen. 

4)  Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kugeln,  welche  die  (0] 
längs  eines  sphärischen  Kegelschnitts  treffen^  ist  eine  mUii^ 
Fläche  (6r),  welche  die  Mittelpunkte  von  fünf  orthogomhl 
Kugeln  (S)  und  die  Ecke  des  conjugirten,  den  fünf  Flächen  (0 
gemeinsamen  Tetraeders  enthält.  Auf  den  Flächen  G  liegen  & 
Fusspunkte  der  30  Doppelnörmalen,  gefällt  von  den  SfittelpiiokM 
der  (S)  auf  die  (0). 
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5)  Die  Fusspunkte  der  von  einem  Punkte  (4)  an  eine  Qua* 
•ik  gezogenen  sechs  Normalen  liegen  auf  einer  cubischen  Fläche, 
eiche  durch  (^),  durch  den  Mittelpunkt  der  (ß)  und  durch  die 
r«i  unendlich  entfernten  Punkte  in  der  Bichtung  der  Symmetrie- 
Ken  geht. 

6)  Jede  Cartesische  Ovale  auf  einer  Cyklide  liegt  auf  einer 
ngel,  deren  Mittelpunkt  in  die  singulare  Focalfläche  (eine  der 
ocalflächen  der  fünf  (Q))  fällt. 

7)  Die  von  den  Normalen  der  (C)  in  allen  Punkten  einer 
ihärischen  Curve  erzeugten  Begelflächen  gehören  zur  Classe 
erjenigen,  deren  Generatricen  die  Seiten  eines  Tetraeders  in 
ler  Punkten  von  constantem  anharmonischem  Verhältniss  schnei- 
eo.  Sie  sind  8*®"  Grades  und  schneiden  die  Seiten  des  Tetrae- 
ers  in  4  Geraden,  und  eine  Curve  4**"  Grades  in  2  Doppel- 
onkten. 

Hieran  schliesst  sich  eine  Untersuchung  über  die  Belationen 
frischen  den  5  Kugeln  und  den  5  homofocalen  Flächen,  aus 
elcher  eine  längere  Beihe  von  Sätzen  hervorgeht. 

Im  Inst,  ist  ein  Auszug  der  Besultate  gegeben.  H. 


Raumgebilde  ersten,  zweiten  und  dritten  Grades. 

•  Darboüx.     Sur  les  relations   entre  las  groupes    de 
points,  de  cercles  et  de  sphferes  dans  le  plan  et  dans 

Tespace.    Ann.  de  rfic.  Norm.  (2)  I.  323-392. 

Die  relativ  umfangreiche  Literatur,  welche  seit  Euler  und 
igrange  über  das  Tetraeder  entstanden  ist,  (vgl.  Baltzer,  De- 
rminanten,  §§  15 — 17),  hat  eine  Fülle  von  eleganten  Sätzen 
li  Relationen  zu  Tage  gefördert.  Diese  sowie  die  auf  Kugeln 
id  Kreise  bezüglichen  Belationen  leitet  nun  der  Verfasser  aus 
Der  gemeinsamen  Quelle  ab,  indem  er  die  Beziehungen,  welche 
nschen  den  In-  und  Covarianten  einer  quadratischen  bezw. 
linearen  Form   und   einer   durch  lineare  Transformation   aus 


384  I^-  Abschnitt.    Atiuly tische  Geometrie. 

dieser   abgeleiteten    Form   bestehen,    aufstellt   und  geometrigcli 
deutet.  i 

Seine  Untersuchungen  zerfallen  in  3  Abschnitte. 

1.  Theil.  Die  Gleichung  der  einem  Tetraeder  umschrieben« 
Kugel  lässt  sich,  unter  Zugrundelegung  desselben  als  Coordinatei' 
tetraeder,  auf  die  einfache  Form  bringen: 

(I)  -^üdijfiifij  =  0,  ij  =  1,  2, 3, 4, 
wenn  man  unter  fi^^ii^  barycentrische  Coordinaten  (nachte 
Bezeichnung  von  Möbius,  vergl.  auch  Baltzer,  Determinanteii 
3.  Aufl.  p.  197,  Note)  und  unter  di^  die  Quadrate  der  Kante 
längen  versteht.  Bezieht  man  andererseits  die  Kugel  (Radios  I) 
auf  ein  rechtwinkliges  Goordinatensystem  mit  dem  Mittelponk 
als  Ursprung,  so  erhält  man  (wenn  durch  T  homogen  gemacht  wird) 

(2)      r  +  y'+  z'  -^R'r  =^  0, 

wo  nun  die  X,  •••  T  mit  den  fi  durch  lineare  Gleichungen,  wekll 
die  Coordinaten  der  4  Eckpunkte  als  Coefficienten  enthalt«, 
verbunden  sind.  Die  Invarianten  etc.  der  Formen  (1)  und  (2) 
unterscheiden  sich  dann  nur  noch  um  eine  Potenz  der  TraD«- 
formationsdeterminante.  Jede  der  hieraus  entspringenden  B^ 
lationen,  geometrisch  gedeutet,  liefert  einen  Satz.  Bildet  mal 
z.  B.  die  Hesse'sche  Determinante  der  beiden  Formen,  so  erhfi( 
man  den  bekannten  Ausdruck  für  das  Quadrat  des  Prodai 
aus  Tetraedervolumen  und  Radius  der  umschriebenen  Kugel  duii 
die  Kantenlängen;  durch  zweimaliges  Rändern  der  Hesse'f 
Determinante  entsteht  eine  zugehörige  Form  (Contravarii 
vermöge  deren  sich  die  auf  die  Seitenflächen  und  die 
der  eingeschlossenen  Winkel  bezüglichen  Relationen  darstdkij 
lassen ;  u.  s.  w.  Der  Verfasser  wird  bei  diesem  Anlass  anf 
auch  schon  von  Anderen  betrachtete  Dreieck  geführt,  d( 
Seiten  aus  dem  Product  der  gegenüberliegenden  Kanten  des 
traeders  gebildet  sind,  und  beweist  mit  Hülfe  desselben  die  Ji^\ 
kehrung  des  Ptolemäischen  Lehrsatzes  über  das  ebene  (redk) 
Viereck,  indem  er  jenes  Dreieck  auf  eine  gerade  Ltnie,  to 
Tetraeder  auf  ein  ebenes  Viereck  sich  zusammenziehen  lä«t 

Aus  diesen   Sätzen   über  die   Eckpunkte   eines  Teiraedflii 
lassen  sich  solche  über  Kreise  in  einer  Ebene  ableiten, 
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n  sich  einer  von  Chasles  und  Cayley  eingeführten  (imaginären) 
bildung  der  Punkte  des  Raumes  auf  Kreise  in  einer  Ebene 
lient,  welche  darin  besteht,  dass  man  einem  reellen  Kreise 
b  dem  Halbmesser  R  diejenigen  beiden  imaginären  Punkte 
3  Raumes  (der  Verfasser  nennt  sie  „Brennpunkte"  des  Kreises) 
ordnet,  welche  man  erhält,  indem  man  senkrecht  zur  Ebene 
ch  beiden  Seiten  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  aus  die  Länge 
•/— 1  aufträgt  (Cayley,  Demonstration  du  th6or6me  de 
.  Casey,  Brioschi  Ann.  (2)  I.  132—134,  siehe  F.  d.  M.  I.  p.  180). 
lasles  [66ometr.  supör.,  Liouville  J.  (2)  V.]  hatte  sich  umgekehrt 
r  Abbildung  imaginärer  Kreise  auf  reelle  Punkte  des  Raumes 
idient.  Der  Länge  der  gemeinsamen  (äusseren  oder  inneren) 
iDgente  zweier  Kreise  entspricht  alsdann  der  Abstand  der  (auf 
rselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite  der  Ebene  liegenden) 
ennpunkte  der  Kreise.  Dieses  fruchtbare  Princip  lässt  sich 
ch  auf  Kugeln  ausdehnen,  welchen  alsdann  die  Punkte  eines 
lumes  von  4  Dimensionen  zuzuordnen  sind. 

2.  Theil.  Der  Gleichung  (1)  kann  man  noch  eine  andere 
ehtige  Bedeutung  beilegen.  Haben  2  Kugeln  von  den  Radien 
und  Rj  den  Mittelpunkts-Abstand  d^,  und  bezeichnet  man  mit 
die  folgende  als  „gemeinsame  Potenz  der  beiden  Kugeln" 
ieichnete  Grösse: 

kij  =  dfj  —  Ri — Rj, 
ist: 

(3)      ^s^k.jf^ifAj  =  r+  y^+  z'—R'  r  =  o, 

Gleichung  einer  Kugel,  welche  4  Kugeln,  deren  Mittelpunkte 
den  Eckpunkten  des  Tetraeders  der  barycentrischen  Coordi- 
;en  fji  liegen,  orthogonal  schneidet  (sphöre  radicale).  Bildet 
n  wiederum  die  In-  und  Covarianten  der  beiden  quadratischen 
rmen  (3),  welche  durch  lineare  Transformation  in  einander 
erführbar  sind,  so  erhält  man  auf  dem  oben  bezeichneten  Wege 
eressante  und  theilweise  neue  Sätze  und  Relationen. 

Aehnlich  ergeben  sich  durch  Betrachtung  von  bilinearen 
nnen  Sätze  über  zwei  einander  zugeordnete  Gruppen  von  Te- 
edern  bezw.  je  4  Kugeln.  Der  Verfasser  geht  dabei  von  der 
mtität  aus: 
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(4)      iü-hi^ii^'j  =  xx'+  rr+zz^+^TT, 

wo  die  k  die  gemeinsamen  Potenzen  wechselweise  der  Kugeb 
der  beiden  Gruppen,  H  die  gemeinsame  Potenz  der  Orthogonal- 
Kugeln  je  der  einen  und  der  anderen  Gruppe  sind,  und  bildet 
hierfür  die  invarianten  Formen,  Das  Verschwinden  der  Grunilr 
form  (4)  drückt  die  Bedingung  aus,  dass  zwei  Kugeln  mit  da 
Mittelpunkten  fi  und  ^',  welche  je  zu  den  Orthogonalkugehi  der 
einen  und  der  anderen  Gruppe  orthogonal  sind,  sich  auch  gegeiir 
seitig  orthogonal  schneiden. 

Diese  Betrachtungen  werden  endlich  noch  auf  Gruppen 
einer  beliebig  grossen  Anzahl  von  Kugehn  ausgedehnt,  und  rLL 
die  Bedingung  für  die  gemeinsamen  Potenzen  von  5  Kugeln  aut 
gestellt,  die  von  einer  sechsten  orthogonal  geschnitten  werd( 
können. 

Der  dritte  Theil  beschäftigt  sich  zunächst  mit  der  consl 
tiven  Lösung  des  von  Steiner  gestellten  Problems:   Einen  Ki 
zu  finden,   der  drei  gegebene  Kreise  unter  gegebenen  Wi 
schneidet.     Nachdem   der   Verfasser   eine  Lösung  der  Ai 
mitgetheilt,   welche  das  Imaginäre  hinzuzieht,  giebt  er  die  con* 
structive  Lösung  in   der   Ebene   unter  Benutzung   bloss  r( 
Elemente,  indem  er  sich  auf  eine  Betrachtung  über  diej 
Schaaren  ton  Kreisen  stützt,  deren^Brennpunkte  (siehe  oben) 
einer  Geraden,  einem  Kreis  im  Raum,  einer  Kugel  an; 
sind. 

Leichter  zeigt  sich  die  constructive  Lösung  der  Aaf( 
4  Kreise  sollen  von  einem  fünften  unter  gleichen  Winkehi 
schnitten  werden.  Diese  Probleme  werden  sodann  auch  anal; 
behandelt  und  auf  Kugeln  ausgedehnt. 

Zum  Schluss  stellt  der  Verfasser  eine  Relation  zwischen 
Potenzen  eines  Punktes  in  Bezug  auf  5  Kugeln  und  deren  (fr< 
meinsamen  Potenzen  auf,  welche  mit  Untersuchungen  desseOM' 
über  die  Darstellung  der  Punkte  eines  dreifach  ausg^ebntoi 
Raumes  durch  5  homogene  Coordinaten,  zwischen  denen  ätf 
quadratische  Relation  existirt,  in  Verbindung  steht 

BL 
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r.  Darboux.  Sur  les  relations  entre  les  groupes  de 
points,  de  cercles  et  de  sphferes  dans  le  plan  et  dans 
Tespace.  inst.  XL.  100-101. 

Referat  über  die  oben  besprochene  Abhandlung. 

Bl. 

rENTY.  Solution  de  la  question  996.  Nouv.  Ann.  (2)  xi. 
139-141. 

Gegeben  ist  eine  Oberfläche  2"""  Grades  und  ein  Tetraeder 
bcd.  Bezeichnet  man  mit  A,  jB,  C,  D  die  Seiten  dieses  Tetraeders, 
Le  den  Ecken  a,  6,  c,  d  entgegengesetzt  sind,  und  mit  A'jB\C,D' 
ie  Polarebenen  dieser  Ecken,  so  ist 

cosdA.A*)     . 

ro  o  der  Mittelpunkt  der  Oberfläche,  constant,  welches  auch 
)tt  Tetraeder  ahcd  ist.  Man  soll  den  Werth  dieser  Constante 
Mammen,  [(a,  A)  bezeichnet  die  Entfernung  des  Punktes  a  von 
Ita*  Ebene  A'].  0. 

GuEBHARD.     Solution  de  la  question   975.     Nouv.  Ann. 
^ß)  XL  177-181. 

Gegeben   ist  eine  Oberfläche  2*^"  Grades  und  eine  Ebene, 
soll  auf  der  Oberfläche  ein  Netz  von  conjugirten  Curven 
IJäen,  deren  Projection  auf  die  Ebene  ein  orthogonales  Netz  ist. 

^*  K.  Clifford.      On   the  contact  of   surfaces  of  the 
second  order  with  otlier  surfaces.    Rep.  of  Brit.  Ass.  1872. 

Cly. 
!.   Faure.     Thdor^me   de    gdom^trie.     Nouv.  Ann.  (2)  xL 

444-450. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  2.  C.  p.  337. 
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A.  Steen.      Om  Betingelsen  for  at  tre  cirkler  aller  fire 
Kugler  gaa  gjennem  samme  Punkt.    Zeuthen  TidBakr.  (3) 

IL  56. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  2.  C.  p.  341. 

Ed.  Weyr.     üeber  den  Kegel  zweiten  Grades.    CaaopUl 

31-32.  (Böhmisch.) 

Wenn  rp^,  (f^j  cp^  die  Winkel  der  drei  Paar  Hauptkanten  ein« 
quadratischen  Kegels  sind  (die  in  den  Hauptebenen  liegende^ 
Kanten-Seheitel-Kanten),  so  gilt  die  Gleichung 

cosqpi  cos  (Jpg  +  co8<y),  cos ^3  4-^08^3  -cos y,  4-1=0. 
Einer  der  drei  Winkel  ist  immer  imaginair.  W. 

C.  Taylor.   The  right  circular  cone.    Messenger  (2)  n.  39-J 

Beweis  der  Eigenschaft:  „Im  geraden  Kreiskegel  ist  fi 
kleine  Axe  eines  ebenen  Schnittes  die  mittlere  ^ Proportional 
zwischen  den  Durchmessern  der  entsprechenden  Focalkogdi 
und  Herleitung  zweier  andrer  bekannter  Eigenschaften  des  Eegd 

Glr.  (0.) 

G.  Dostor.     Surfaces  de  r^volution  du  second  de 

Nouv.  Ann.  (2)  XL  362-373. 
Es  werden  die  Relationen,  welche  zwischen  den  Coefficie 
der  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  in  rechtwink 
Coordinaten  bestehn,  wenn  dieselbe  eine  Rotationsfläche 
soll,  im  Allgemeinen  und  für  gewisse  singulare  Fälle  entwicW 
ebenso  die  Gleichungen  für  die  Rotationsaxe^  AequatorialebeneeM 
und  die  Flächen  werden  discutirt.  Neues  enthält  die  AiM 
nicht.  A 

J 

U.  DiNi.   Sopra  aicune  formole  di  trigonometi'ia  sferoidid 

Ann.  d.  Un.  Tose.  XL  1871.  78-91.  i 

Hertens.      Bemerkung  über    die    ebenen  Schnitte  im 
Flächen  zweiten  Grades. .  Borchardt  j.  I^xiv.  d62-86i 


Capitel  2.    Analytische  Geometrie  des  Baames.  569 

Ableitung  der  Formeln;  durch  welche  man  die  Axen  eines 
f  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegenden  Kegelschnitts  findet 

Mz. 


d'Ovidio.     SuUe  linee  e  superficie  di  2"  ordine. 

Battaglioi  G.  X.  313-320. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  2.  C.  p.  338. 

W.  BoRCHARDT.  Ucber  das  ElHpsoid  von  kleinstem 
Volumen  bei  gegebenem  Flächeninhalte  einer  Anzahl 

von    Centralschnitten.    Berl.  Monatsber.  1872.  505-515. 

Nachdem  gezeigt  worden  ist,  dass  die  Aufgabe  nur  bei  3,  4 
d  5  Centralschnitten  einen  Sinn  hat,  werden  diese  drei  Fälle 
^r  gesonderten  Behandlung  unterworfen. 

Im  ersten  Falle  bietet  clie  Aufgabe  keinerlei  algebraische 
hwierigkeiten  dar.  Der  zweite  Fall  ergiebt  dieselben  Gleichungen, 
f  welche  in  einer  früheren  Abhandlung  des  Verfassers  (Berl. 
Ifc.  1866)  das  Problem,  ein  Tetraeder  von  grösstem  Volumen 
i  gegebenem  Flächeninhalt  seiner  4  Seitenflächen  zu  bestimmen, 
lekgefUhrt  worden  ist,  und  findet  daher  seine  Erledigung 
die  Resultate  jenes  Aufsatzes.  Der  letzte  Fall  dagegen 
lert  eine  selbstständige  Untersuchung,  und  hier  wird  die 
Qg  zurückgeführt  auf  zwei  hinter  einander  auszuführende 
Iratwurzelausziehungen.  Mr. 

>  Cayley.     On  geodesic  lines,  in  particular  those  of  a 
iquadric  surface.   Pr.  of  L.  M.  s.  iv.  191-211. 

Die  Abhandlung  enthält  eine  Untersuchung  der  Differential- 
ichungen  (zweiter  Ordnung)  der  geodätischen  Linien  auf  einer 
drfläche,  in  welcher  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  der 
brfläche  betrachtet  werden  als  gegebene  Functionen  von  zwei 
^ametem  p,  q,  und  Untersuchungen,  die  damit  in  Verbindung 
ien:  Eine  Herleitung  von  Jacobi's  Differentialgleichung  erster 
Inung  in  dem  Fall  einer  Fläche  zweiten  Grades,  wo  die  Pa- 

9rt»chr.  d.  Math.  IV.  2.  26 
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rameterp,  q  die  sind,  welche  die  zwei  Zweige  der  ErümmTi 
curven  bestimmen;  Formeln,  wo  die  Parameter  die  sind,  wi 
die  2wei  geraden  Linien  durch  die  Punkte  auf  der  Ober! 
bestimmen,  und  eine  Discussion  der  Formen  der  geodätii 
Linien  in  den  zwei  Fällen  eines  EUipsoids  und  eines  sei 
Hyperboloids.  Cly,  (0. 

A.  Cayley.     On  the  geodesic  lines  on  an  ellipsoid. 

MonthLNot.  XX XIL  35-36,  1871,  Mem.  of  R.  Astr.  Soc.  XXXIX. 
31-53. 

Die  Fundamentalgleichungen  für  die  geodätischen  Linie 
einem  Ellipsoid  sind  von  Jacobi  aufgestellt  worden.    Ist  nl 

/p«  |.a  a« 

— r+    tj"\ 9"?  wo  a>6>c,  das  Ellipsoid, 

(i  0  c 

so  ist,  wenn  wir  die  elliptischen  Coordinaten  A,  k  einführei 

o'+Ä   ^   b*+h   ^   c'+A    ~  '' 
»»  ..»  «» 


+  ^?TTr  =  1 


-      a'+*   ^    6*+*   ^    c'+ft 
schreiben,  oder  was  dasselbe  ist: 

,^    g(o  +  ft)  (o+*)        ..,  _  b(,b  +  h)(_b  +  k) 
(a-6)(a-c)     '     '  (b—c)(b-ay 

.,  _   c(c  +  ft)(c+ft) 
~     Cc-a)(c-6)    ' 
die  Differentialgleichung  einer  geodätischen  Linie: 


C=fdh-\l 


+  A)(6  +  A)(c+*)(/J+A) 


V^l/^ 


(a  +  Ä)  (6+*)  (C  +  &)  (/?+*) 
wenn  /9  eine  willkttriiche  Constante  ist. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  wird  gezeigt,  wie 
mittelst  der  ersten  dieser  Gleichungen  den  Lauf  der  geodttii 
Linien  auseinandersetzen  kann,  und  wie  man  für  gegebeB( 
merische  Werthe  von  a,  6,  c  ihren  Lauf  berechnen,  conrtP 
und  durch  Zeichnung  darstellen  kann.     Speciell  bebanM 
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Nasser  Reihen  von  geodätischen  Linien  durch  einen  Nabel- 
inkt, (diese  Linien  gehen  auch  durch  den  entgegengesetzten 
KbelpuQkt)  und  den  Fall^  wo  die  Halbaxen  durch  die  Gleichung 
^— 6'  =  0  verbunden  sind;  eine  Relation,  welche  die  Formeln 
minfacht.  Die  Titel  der  einzelnen  Theile  der  Abhandlung  sind: 
i-  Allgemeine  Betrachtungen  ttber  den  Lauf  der  Linien ;  2)  Linien 
irch  einen  Nabelpunkt:  3)  Formeln  für  den  Fall  oc  — 6'  =0; 
Berechnung  der  durch  die  Nabelpunkte  gehenden  geodätischen 
nien  eines  Ellipsoids  (a:b:c  =  4:2:1);  4a)  Graphische  Gon- 
ruction:  Projection  auf  die  Ebene  der  Nabelpunkte;  5)  EUip- 
iche  Functions -Formeln.  Im  vierten  Theil  werden  die  vorher 
iialtenen  Formeln  angewandt,  und  die  ganze  Methode  veran- 
haulicht  an  der  Bestimmung  der  geodätischen  Linien  durch  den 
abelpunkt  auf  dem  Ellipsoid,  für  welches  a  =s  1000,  b  =  500, 
F=  250.  Die  erforderlichen  Integrale  werden  durch  Quadratu- 
n  berechnet  und  die  Resultate  in  Tabellen  zusammengestellt, 
it  Hülfe  deren  die  geodätischen  Linien  wirklich  gezeichnet 
erden.  Ein  Theil  der  Zeichnungen  ist  in  reducirter  Grösse  der 
bhandlung  beigefügt.  In  dem  speciellen  Fall  ac— 6'  =  0  hätte 
tch  die  Rechnung  (wie  im  fünften  Theil  gezeigt  wird)  durch 

[Gebrauch  von  Legendre's  Tafeln  vereinfacht,  die  Methode 
Quadraturen  wurde  jedoch  vorgezogen,  weilsie  in  ihrer  An- 
Roberts.     Sur  la  rectification  des  lignes  de  courbure 

d'un   ellipsoide.    Brioschi  Ann.  (2)  V.  17-19. 

Ein  Ellipsoid  wird  von  einem  einschaligen  und  einem  zwei- 
maligen homofocalen  Hyperboloid  orthogonal  in  seinen  KrUm- 
Ungslinien  geschnitten.  Auf  Erttmmungsbogen  der  erstem  Art 
t  der  Verfasser  in  Brioschi  Ann,  (2)  II.  19.  das  Abersche 
Iditionstheorem  angewandt  (vergl.  F.  d.  M.  L  139)  und  betrachtet 
M;  den  Schnitt  des  zweischaligen  Hyperboloids.  Ein  Bogen 
illt  sich  als  hyperelliptisches  Integral  erster  Klasse  dar.  Es 
Igen  sieh  daher  unter  Annahme  zweier  Relationen  zwischen 
Amplituden    die   diesen  entsprechenden,   von  einem  Scheitel 

26*  ' 
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beginnenden  Bogen  einer  und  derselben  Krttmmungslinie  addiren, 
so  dass  die  Summe  dreier  der  Summe  der  beiden  andern  und 
einer  algebraischen  Function  gleich  ist,  welche  sich  als  coDstanta 
Vielfaches  des  Products  der  s-Coordinaten  aller  5Endpunkte  erweÜ 
In  Betreff  der  erstem  Abhandlung  holt  der  Verfasser  noch  dasfr 
gebniss  nach,  welches  aus  der  Verlegung  des  Anfangs  der  Bog» 
aus  dem  einen  Scheitel  in  den  andern  entspringt.  E 

G.   Darboux.      Sur  las  thÄ)rferaes   d'Ivory    relatifs 
surfaces  homofocales  du  secoiid  degrc5.   M6m.  de  Bordi 

Vni.  197-280. 
Siebe  Abschn.  IX.  Gap.  5. 

F.  Joachimsthal.     Sur  le  nombre  des  normales  r&Ui 
que  Ton  peut  mener  d'un  point  donn6  h  un  ellipsoidfi 

NouY.  Ann.  (2)  XL  8-14,  149-156. 

Fortsetzung  einer  Uebersetzung  der  in  Borchardt  J.  LIX.  111. 
veröffentlichten  Arbeit. 

Vgl.  F.  d.  M.  U.  p.  573.  A. 

J.  J.  Walker.     Solution  of  question  3453.     Educ.  Tia 

XVL  36. 
Seien  Fy,  Py'  die  Senkrechten  von  den   Brennpunkten 
irgend  eine  Tangente  des  Schnittes  eines  geraden  Kreiskegels,  i 
seien  CO  die  Mittelpunkte  der  Kugeln,  welche  dem  Kegel 
geschrieben  sind  und  die  Schnittebenen  berühren,  so  siodd 
Geraden  Cy,  yy',  Cy'  rechtwinklig  zu  einander.  Hi. 

MiLLiCEUT  CoLQUHAM  and  G.  S.  Carr.  Solution  of  questi 

3441.    Educ.  Times  XVL  32-33. 

Wenn  l^m^n  Richtungscosinus  einer  Geraden  bedeuten,  »' 
sind  alle  in  der  Gleichung 

^"  +  y'  +  »'  +  2/y»  +  2m»aj-[-2na?y=:  1 
enthaltene  Flächen  ähnlich,  so  lange  das  Product  Imn  denselboj 
Werth  hat. 
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Die  Fliehen  sind  in  der  That  nicht  nar  ähnlich  ^  sondern 
leich.  Hi. 

r.  WOLSTENHOLME.  Solutlon  of  qUCStlon  3166.  Educ.  Times 
XVI.  57. 

Durch  eine  der  Geraden  auf 

/»•         «f*         «» 

a'  ^    b'         c» 
jBd  durch   die  kürzeste  Entfernung  zwischen   dieser  und    der 
Jtobsten  ist  eine  Ebene  gelegt.    Zeige,  dass  die  Gleichung  der 
parallelen  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  ist 

sm  ö        '         cos  ö  ^  ^ ' 

md  dass  diese  Ebenen  den  Kegel 

imhttllen.  Hi. 

J.  J.  Walker.     Solution  of  question  3010.     Educ.  Times 

XVI.  76. 

Die  Gleichung  einer  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  lässt 
rieh  auf  die  Form  bringen : 

.      (o»-~&0  «'+  (6'-*')  y'+  Cc'-*')  »'  +  2bcyz  +  2cazx 
l  +  2abxy  +  2dx  +  2ey  +  2ß  +  g  =^  0. 

Hi. 

•*  TowNSEND.  Oll  a  property  in  the  tlieory  of  coufocal 
conics  and  its  analogue  in  the  theory  of  confocal 
quadrics.    Messenger  (2)  II.  33-35. 

Beweis^  dass  eine  Fläche  zweiten  Grades,  die  doppelte  Be- 
l^hrung  mit  drei  festen  confocalen  Flächen  zweiten  Grades  hat, 
ne  feste  Directrix-Kugel  hat.  Glr.  (0.) 

k.  Clebsch.     Ueber  Modelle  von  Weiler.   Gott.  Nachr.  1872. 

402-40a. 

Vorlegung  und  Beschreibung  zweier  von  Weiler  ausgefahrten 
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Modelle,  die  sich  auf  eine  besondere  Fläche  drittem  Ordnung,  di< 
von  Oebsch  sogenannte  „Diagonalfiäche^^  beziehen. 

Kk. 

F.  Klein.     Ueber  ein  Modell  von   Neesen.    Gott.  Nieh 

1872.  403-404. 
Das  Modell  stellt  eine  Fläche  dritter  Ordnung  mit  vier  reelk 
Knotenpunkten  vor.  Mittheilung  des  Satzes,  dass  jede  Fläd 
dritter  Ordnung  ohne  Knoten  aus  der  Fläche  mit  vier  redk 
Knoten  durch  einen  einfachen  die  Knotenpunkte  betreffend 
Deformationsprocess  schematisch  abgeleitet  werden  kann. 

Kln. 

P.  Gordan.     Ueber   das  Pentaeder  der  Flächen  dritt 

Ol^dnung.     Clebsch  Ann.  V.  341-377. 

Es  handelt  sich  in  diesem  Aufsatze  einmal  darum,  c 
Theorie  des  Pentaeders  der  Flächen  dritter  Ordnung  auf  alg 
braische  Weise  ausführlicher  und  strenger  zu  begründen,  aU 
seither  geschehen  war,  dann  aber  namentlich  auch  an  eine 
entwickelten  Beispiele  die  Methoden  klar  zu  legen ,  welche  d 
Algebra  allmählich  zur  Behandlung  solcher  Probleme  ausgebüdi 
hat.  Mit  Rücksicht  auf  den  ersten  Punkt  sei  namentlich  hen« 
gehoben,  dass  die  Covariante  fünften  Grades  abgeleitet  yM 
welche  das  Product  der  fünf  Pentaederebenen  vorstellt.         ^ 

Kk  \ 

F.  E.  EcKARDT.  Beiträge  zur  analytischen  Geomefti 
des  Eaumes,  insbesondere  zur  Theorie  der  Flächei 
dritten  Grades  mit  vier  Doppelpunkten,  so  wie  zfl 
Lehre  von  den  Doppelpunkten.   Clebsch  Ann,  v.  30-ö0. 

Die  Arbeit  ist  eine  theils  abgekürzte,  theils  durch  Zositi 
erweiterte  Beproduction  einer  Programmabhandlung  mit  dei 
selben  Titel  aus  Reichenbach  im  Yoigtland  vom  Jahre  1869,  fi 
im   zweiten  Bande  dieses  Jahrbuches  p.  ö43  ohue  Befent  ad 
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»Mhrt  ist,  die  indess  sowohl  in  Hinsicht  auf  dieülethode,  als 
f  die  Resultate  wohl  besprochen^zu  werden  verdient. 

Sind  er,  /?,  y^  3  vier  den  Abständen  eines  Punktes  von  den 
4tenflächen  des  Tetraeders  ABCD  proportionale  Grössen,  welche 
B  die  Vierebenencoordinaten  des  Punktes  betrachtet  werden, 
kann  man  dem  betrachteten  Punkte  einen  zweiten  zuordnen, 
iwen  Goordinaten  den  umgekehrten  Werthen  der  entsprechen* 
fli  Coordinaten  des  ersten  Punktes  proportional  sind.  Dieser 
Veite  Punkt  liegt^  wie  unmittelbar  aus  dem  Zusammenhange 
yischen  den  Goordinaten  hervorgeht^  so,  dass  die  beiden  durch 
^nd  eine  Tetraederkante  und  je  einen  der  beiden  Punkte  ge* 
^en  Ebenen  mit  den  beiden  durch  dieselbe  Kante  gehenden 
rtraederfiächen  wechselweise  gleiche  Winkel  bilden. 

Die  gegenseitige  Beziehung  beider  Punkte  bildet  eine  im 
Igemeinen  eindeutige  Verwandtschaft^  welche  die  Basis  der 
litersuchungen  des  Verfassers  bildet. 

Einer  beliebigen  Ebene  mit  der  Gleichung: 
I.        Aa  +  Bß+Cr+DS  =  0 
Hipricht  auf  diese  Weise  die  Fläche  dritten  Grades 

iche   die  vier  Eckpunkte   des  Tetraeders  zu  Doppelpunkten 

Kten)  hat,  und  deren  Eigenschaften  mit  Hülfe  jener  Verwandt- 
[t  untersucht  werden.  So  entsprechen  z.  B,  den  drei  Ge- 
l«n  der  Ebene,  welche  die  Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit  je 
Qi  Gegenkanten  des  Tetraeders  verbinden^  diejenigen  drei 
raden,  welche  ausser  den  Tetraederkanten  auf  der  Fläche 
gen,  u.  dgl.  m.  Ausgezeichnet  unter  diesen  Flächen  ist  die- 
dge,  welche  der  unendlich  entfernten  Ebene  entspricht.  Sie 
der  Ort  der  Punkte,  deren  senkrechte  Projectionen  auf  die 
tr  Tetraederflächen  in  einer  Ebene  liegen,  und  welche  durch 
)  28  Halbirungspunkte  der  Geraden  geht,  die  je  zwei  Mittel- 
mkte  der  acht  dem  Tetraeder  eingeschriebenen  Kugeln  ver- 
öden. Einer  beliebigen  Geraden  entspricht  eine  Kaumcurve 
itten  Grades^  welche  durch  die  vier  Eckpunkte  des  Tetraeders 
»ht,  und  auch  für  diese  Curven  lassen  sich  viele  Eigenschaften 
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durch  die  Verwandtschaft  erkennen.     Besonders  hervomb 
sind  aber  die  folgenden  Resultate :   Einer  Fläche  zweiten  6r 
welche  durch  die  vier  Punkte  A,  ß,  C,  D  geht,  entspricht  i» 
eine  solche,  und  wenn  die  erstere  ein  Kegel  ist,  so  ist  es 
die  letztere.     Hat  man  nun  einen  beliebigen  Punkt  der  I 
dritten  Grades  IL,  so  entspricht  demselben  ein  Punkt  der  Ebi 
und    es   giebt,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,   zwei  Kegel  i\ 
^Grades,  welche  diesen  letztem  Punkt  zum  Scheitel  haben, 
die  vier  Punkte  A^  £,  C,  D  hindurchgehn  und  die  Ebene  I 
irgend   einer   durch    den   Scheitel  gehenden  Geraden  bei 
Diesen  beiden  Kegeln  entsprechen  zwei  Kegel  zweiten  C 
deren  Scheitel  in  dem  betrachteten  Punkt  der  Fläche  liege 
von  denen  jeder  die  Fläche  II.  längs  einer  Raumcurve 
Grades   berührt.     Da   nun   der   Berührungskegel   einer 
dritten  Grades   im   Allgemeinen   vom  sechsten  Grade  ist 
wenn    der  Scheitel   auf  der  Fläche   selbst  liegt^  zerfällt 
doppelt   zu  zählende  Tangentialebene  und  einen  Kegel 
GradeS;  so  folgt  das  Resultat:  „dass  für  Flächen  dritten 
mit  vier  Doppelpunkten  der  Bertthrungskegel  von  jedem 
der  Fläche  aus  in  zwei  Kegel  zweiten  Grades  zerfällt." 

Auf  ähnliche  Weise  wird  dann  noch  eine  Reihe  i 
Sätze  über  die  betrachteten  Flächen  bewiesen,  von  den 
folgende  hervorgehoben  werden  mag: 

„Die    gemeinschaftliche    umhüllende    abwickelbare 
zweier  Flächen  dritten  Grades  mit  vier  gemeinschaftlichen  I 
punkten  zerfällt  in  acht  Kegel  zweiten  Grades,  deren  Sch( 
der  Raumcurve   dritten  Grades  liegen,   die  beiden  Fläch 
meinsam  ist.^ 

Die  Betrachtung  der  Hesse'schen  Fläche  der  Fläch 
sowie  die  Anwendung  der  Verwandtschaft  auf  höhere  C 
und  die  wiederholte  Anwendung  der  Transformation  ftihi 
einer  Reihe  von  Resultaten,  die  hier  übergangen  werden  o 

Wendet  man  dieselben  Betrachtungen  auf  Vierpunkt-C 
naten  an,  d.  h.  auf  vier  Grössen,  die  den  Abständen  einer 
von  den  vier  Eckpunkten  eines  Fundamentaltetraeders  p 
tional  sind,  so  erhält  man  eine  Verwandtschaft,  in  welcher 
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inkte  (als  Centrum  eines  räumlichen  Ebenenbüschels)  eine 
ä^che  dritter  Klasse  entspricht,  welche  jede  der  Flächen  des 
traeders  ABCD  längs  eines  Kegelschnitts  berührt^  und  welche 
n  jeder  beliebigen  Tangentialebene  in  zwei  Kegelschnitten  ge- 
nnitten  wird,  und  die  unter  dem  Namen  der  Steiner'schen 
äche  bekannt  ist. 

Zum  Schluss  sei  bemerkt,  dass  die  hier  betrachtete  Yer- 
indtschaft  als  specieller  Fall  der  doppelprojectivischen  Ver- 
indtschaft  aufgefasst  werden  kann,  wie  Referent  sie  in  seiner 
aiugural-Dissertation:  ^Disquisitiones  de  superficiebus  tertii  ordi- 
I,  Berol.  1862"  betrachtet  hat.  Vergl.  auch  „Sturm,  synthetische 
itersuchungen  über  Flächen  dritter  Ordnung,  Leipzig  1867." 

A. 

LGUERRE.  Siir  la  surface  du  troisifeme  ordre  qui  est 
la  rdciproque  de  la  surface  de  Steiuer.  Nouv.  Ann.  (2)  xi. 

319,  337,  418. 

Referat  erfolgt  im  nächsten  Bande  nach  vollendetem  Er- 
leinen  der  Arbeit.  Kln. 


D.    Andere  specielle  Raumgebilde. 
.  Bertini.     Sulla  curva  gobba  di  4*^  ordine  e  2^specie. 

Rend.  d.  Ist.  Lomb.  (2)  V.  622-638. 

Der  Verfasser  will  die  Eigenschaften  der  Raumcurve  vierter 
rdnung  und  zweiter  Art  untersuchen,  welche  man  als  Schnitt 
ner  veränderlichen  Fläche  dritten  Grades  (OberiBäche  dritter 
rdnung  mit  einer  Doppelgeraden)  und  der  beiden  in  Beziehung 
if  einen  Punkt  des  Raumes  polaren  Hyperboloide  erhält.  Unter 
deren  beweist  er  folgenden  Satz:  „Die  4  Berührungspunkte 
I*  stationären  Ebenen  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  und  zweiter 
t  bilden  ein  äquianharmoniscbes  System.''.  Jg.  (0.) 
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A.  Cayley.     Sur  une  surface  quartique  aplatie. 

C.  R.  LXXIV.  1393-1395. 

Für  Flächen  giebt  es  eine  den  [abgeplatteten  Curven  analoge 
Theorie.  So  kann  z.  B.:  eine  Fläche  zweiten  Grades  in  m 
doppelt  zu  rechnende  Ebene  mit  einem  Grenzkegelschnitt  ttb» 
gehen.  Hier  wird  nun  von  einer  Cyclide  die  Abplattung  be- 
trachtet. Cyclide  ist  die  allgemeine  Fläche  vierten  Grades,  d» 
den  unendlich  entfernten  Eugelkreis  zur  Doppellinie  hat;  unlv 
Sphäroquartique  wird  der  Durchschnitt  einer  Kugel  mit  irgni) 
einer  Fläche  zweiten  Grades  verstanden;  der  Verfasser  w«iit 
nun  durch  rein  geometrische  Betrachtungen  nach^  dass  es  eoN 
abgeplattete  Cyclide  giebt,  die  zur  Kante  (oder  Grenzcnrve) 
eine  Sphäroquartique  hat  Mz. 

G.  Darboux.      Sur   les  th^orömes    cVJvory  relatifs  aui 
surfaces  homofocales  du  second  degre.   Mem.  de  Bordeaux 

Vni.  197-280. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  5. 


A.  Cayley.     On  the  cyclide.   Quart.  J.  xii.  148-165. 

Bezieht  sich  auf  die  Cyclide  im  ursprünglichen  Sinne 
Wortes,  nämlich  Dupin*s  Cyclide.  Cly.  (0.) 

E.  F.  Kummer.      Ueber    einige   besondere    Arten 

Flächen  vierten   Grades.     Berl.  Monatsber.  1872.  474-489.     ,jj. 

Es  handelt  sich  um  diejenigen  Flächen  vierter  Ordnuft 
welche  Enveloppen  von  Flächen  zweiter  Ordnung  sind.  IIb*: 
allgemeine  Gleichung  ist 

(A)        V«  =  ff>Xj 
wo  y,  xp  und  x  beliebige  Functionen  zweiten  Grades  der  Coö^ 
dinaten  sind.    Die  Schaar  der  einhüllenden  Flächen  ist  daigMtt 
durch  die  Gleichungen 

(B)        «>  +  2aqp  +  ;r  =  0, 
wo  a  den  veränderlichen  Parameter   bedeutet.     In  ditser  tA 


li 
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)n  Flächen  sind  die  meisten  bekannteren  Flächen  vieiler  Ord- 
ang  enthalten.  Eine  characteristische  Eigenschaft  dieser  Flächen 
t,  dass  das  Strahlensystem  12**'  Ordnung  und  28**'  Klasse, 
^elcdies  die  Doppeltangenten  einer  Fläche  vierter  Ordnung  im 
Ugemeinen  bilden,  für  sie  aufgelöst  ist  in  zwei  getrennte  Strahlen- 
pteme,  das  eine  von  der  vierten  Ordnung  und  der  zwölften 
lasse,  das  andere  von  der  achten  Ordnung  und  der  W"^  Klasse. 
H»  erste  derselben  wird  durch  die  Generatrices  sämmtlicher  ein- 
■Uender  Flächen  zweiten  Grades^  die  ja  stets  geradlinige 
ttchen  sind,  gebildet.  Das  andere  ist  dasjenige,  welches  ttbrig 
leibt,  wenn  man  jenes  erste  absondert. 

Das  erste  dieser  Strahlensysteme  enthält  in  sich  die  Strahlen 
er  acht  Kegel,  welche  in  der  Schaar  der  einhüllenden  Flächen  B 
nthalten  sind.  Die  Scheitel  dieser  acht  Kegel  treten  noch  zu 
ler  Fläche  A  hinzu,  um  die  vollständige  Brennfläche  des  ge- 
Achten  Strahlensystems  zu  bilden.  Hierin  liegt  ein  specieller 
'tll  des  folgenden  allgemeinen  Gesetzes:  Wenn  man  das  voll* 
Sndige  System  aller  Doppeltangenten  einer  Fläche  »**"  Grades 
8  Strahlensystem  auffasst,  so  besteht  die  Brennfläche  dieses 
Sterns,  aufgefasst  als  Ort  der  Punkte,  für  welche  zwei  Strahlen 
einen  zusammenfallen,  aus  jener  Fläche  und  aus  der  voll- 
kadigen  abwickelbaren  Fläche,  welche  von  allen  Doppeltangen- 
lebenen  jener  Fläche  eingehüllt  wird.  Der  Grad  jener  ab- 
ickelbaren  Fläche  wird  als  »(«  —  2)  («~3)  (»•+2»— 4)  an- 
[geben,  und  es  wird  dabei  bemerkt,  dass  in  Salmon's  „Analytic 
f>metry  of  three  dimensions**  p.  419  der  ersten,  so  wie  p.  455 
ir  zweiten  Auflage,  durch  ein  Versehn  zu  diesem  Ausdruck  der 
ictor  4  fälschlich  gesetzt  sei.  Das  betrachtete  Strahlensystem 
thält  ausserdem  noch  acht  Kegel  in  sich,  nämlich  diejenigen, 
ölche  gebildet  werden  von  den  Strahlen,  welche  durch  die  acht 
nrchschnittspunkte  der  Flächen  1^  =  0,  qp  =  0,  ;f  =  0  hindurch- 
shn,  die  sämmtlichen  einhüllenden  Flächen  zweiten  Grades  ge- 
ein  sind  und  zugleich  Knotenpunkte  der  Fläche ii  sind;  diese 
M  Kegel  sind  die  Orte  der  durch  die  Knotenpunkte  gehenden 
Äugenlen  der  Curve  und  vom  sechsten  Grade.  Die  von  den 
oppeltangentialebenen  der  Fläche  A   eingehüllte  abwickelbare 
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Fläche   160*^"  Grades  jserfällt   in  jeden    der   zuletzt  genannten 
Kegel  doppelt  gezählt,  in  jeden  der  zuerst  genannten  Kegel  dn-  ] 
fach  gezählt,  und  in  eine  abwickelbare  Fläche  48*®"  Grades. 

Es  wird  hierauf  erwähnt ,  dass  in  gewissen  Fällen  das  I»  i 
trachtete  Strahlensystem  vierter  Ordnung  in  zwei  StrahlensysteoK  j 
zweiter  Ordnung  zerfallen  kann,  und  dass  man  auf  diese  WomJ 
alle  Strahlensysteme  zweiter  Ordnung  erhalten  kann,  weU|J 
Brennflächen  und  nicht  Brenncurven  h^ben,  mit  Ausnahme  < 
Strahlensystems  zweiter  Ordnung  und  siebenter  Klasse, 
letzten  Theil  der  Veröflentlichung  nimmt  die  Betrachtung 
Flächen  ein,  deren  Gleichung  ist 

(C)        (jp*  =  p^r*, 
wo  <p  eine  Function  zweiten  Grades  und  p,g,r,«  lineare 
tionen  der  Goordinaten  sind.     Eine  solche  Fläche  lässt  sich  i 
drei  verschiedene  Arten  als  Einhüllende  einer  Schaar  von  \ 
zweiten  Grades  {A)  ansehen  und  hat  eine  Reihe  besonderer  ] 
Schäften,  von  denen  hervorgehoben  werden  mögen  die,  dass  < 
vier  Ebenen  p  =  0,  ?  =  0,  r  =  0,  «  =  0  die  Fläche  C  in  K(^| 
schnitten  berühren,  und  dass  die  zwölf  Durchschnittspunkte  ( 
sechs  Kanten  des  durch  jene  vier  Ebenen  gebildeten  Teti 
mit  der  Fläche  <;p  =  0   Knoten  der  Fläche  C  sind.     Die  v<k 
bei  der  allgemeinern  Fläche  A  besprochenen  Gebilde  modifid 
sich  für  die  Fläche  C,  was  hier  nicht  weiter  ausgeführt  we 
soll.     Der  Herr  Verfasser  beschreibt  zum  Schluss  eine 
von  Gypsmodellen  fiir  Flächen  der  zuletzt  besprochenen  Art| 
zu  denen  auch  die  Steiner'sche  Fläche  gehört,  welche  die  ] 
Schaft  hat,  dass  alle  Tangentialebenen  sie  in  zwei  Kegelsch 
schneiden.  A. 

R.  TowNSEND.     On  a  property  of  the  wave-surface. 

Messenger  (2)  IL  28-29. 

Beweis  von  Plücker's  Satz,  dass  die  beiden  Theile  der  \ 
sehen  Wellenfläche,  welche  apsidal  sind  zu  dem  EUipsoide,  deMJ 
Ualbaxen  a^h^c  sind,  reciproke  Polaren  zu  einander  in  Befl| 
auf  das  coaxale  EUipsoid  sind,  dessen  entsprechende  HalbiSttj 
ibc^  Yca,  }/ä6"sind.  ölr.  (0.) 
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L.  Mannheim.  Remarques  sur  une  classe  g^ndrale  de 
surfaces,  et  en  particulier  sur  la  surface  lieu  des 
points  dont  la  somme  des  distances  ä  deux  droites 

fixes   est  CODStante.    Darboux  Bull.  m.  119-122. 

Für  den  Fall,  wo  die  Geraden  sich  rechtwinklig  schneiden, 
Rt  J.  A.  Serret  das  dreifach  orthogonale  Flächensystem  gefunden, 
M,  dem  die  genannte  Fläche  gehört.  Die  Belgische  Akademie 
prlangte  darauf  Bestimmung  der  Krümmungslinien,  wenn  über- 
upt  die  Geraden  sich  schneiden.  Eine  darauf  eingesandte  und 
i  die  Memoiren  aufgenommene  Arbeit  von  Gatalan  löst  die  Auf- 
abe  nicht,  wie  er  selbst  sagt.  Mannheim  erweitert  die  Betrach- 
ng,  indem  er  beliebige  Gerade  nimmt,  geht  jedoch  nicht  auf 
fenittelung  der  Krümmungslinien  aus,  sondern  theilt  nur  eine 
i»  einigen  Bemerkungen  hervorgehende  Construction  der  Haupt- 
Wmmungs-Richtungen  und  Radien  mit,  die  auch  in  weiterem 
^fange  Anwendung  gestattet.  Seien  nämlich  um  die  2  Geraden 
otationscylinder  beschrieben,  deren  Durchschnitt  also  für  con- 
Änte  Summe  ihrer  Radien  auf  der  in  Rede  stehenden  Fläche 
fet.  Dann  werden  Lichtstrahlen,  die  von  dem  einen  Cylinder 
ier  seiner  Axe)  normal  ausgehen,  auf  der  Fläche  normal  zum 
dem  reflectirt  und  treffen  dessen  Axe  normal.  Die  Haupt- 
Kkmmungsrichtungen  sind  dann  bezeichnet  durch  die  Diagonalen 
m^  Rhombus,  gebildet  aus  den  Projectionen  der  Indicatriceu 
^der  Cylinder  auf  die  Berührungsebene  der  Fläche.  Man  fälle 
H  von  einem  Punkte  der  Fläche  Lothe  auf  die  2  Geraden, 
fichte  ein  solches  auf  der  Ebene  beider,  verbinde  die  2  Krüm- 
tngsmittelpunkte  der  Cyiinderschnitte,  welche  die  2,  durch  die 
liOthe  einzeln  mit  dem  dritten  bestimmten  Ebenen  bilden,  und 
Lge  die  Quadratwurzel  des  Stückes,  welches  die  Verbindungs- 
de  auf  der  Normale  der  Fläche  abschneidet,  auf  dem  dritten 
Hhe  ab;  dann  liegt  der  Endpunkt  auf  der  Indicatrix  der 
*che.  Mit  Hülfe  jder  Ecken  des  Rhombus  kann  man  dann 
ose  Curve,  ihre  Axen  und  dadurch  die  Hauptkrümmungsradien 
^nstruiren.  Das  gleiche  Verfahren  lässt  sich  anwenden,  wenn 
e  Fläche  durch  eine  lineare  Relation  zwischen  den  Normal- 
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abständeD   ihres  laufenden  Punktes  von  2  gegebenen  Fläch( 
definirt  ist.  H. 


G.  Darboux.     Sur  la  surface  des   centres   de  courbun 
de  rellipsoide  et  sur  les  coordonmSes  elliptiques. 

Darboux  Bull.  m.  122-128.  • 
Obgleich  das  Resultat  seiner  Darstellung  der  MittelpüiM' 
fläche  des  Ellipsoids  bereits  von  Joachimsthal  und  Catalaii  g» 
funden  worden  ist,  hält  doch  der  Verfasser  seine  Herleitoogf 
weise  im  Interesse  der  Theorie  der  elliptischen  Goordinaten  Ü 
mittheilenswerth.    Damit  der  Schnitt 

eines  Ellipsoids 

<2  9  9 

F=_f-  +  _i'      +      »      -1=0, 
a  —  d       b  —  d   '     c— d  ' 

und  einer  Kugel 

S  =  (a;-ay+(y-/?)'  +  (^-yy-Ä'  =  0 
ein  Kegel  sei,  ergiebt  sich  fllr  A  die  Bedingung 

(4)      ,^^+-eL.^^    n- 


a  —  k         b  —  X^   c  — A        d  — A 

Durch    die    Wurzeln    dieser   Gleichung  ß,  p|,(>2>p3    ausgedrtid 
findet  man: 

CG)        a«=-^-     ^--??^-    y«-J^.    R^—^JüL 

wo 

fu  =  C«— «)(«  — 6)(w--c)(ti~d) 

gesetzt  ist;  hierzu  kommen  die  Relationen: 

Diese  Formeln  nun  lösen  eine  Reihe  von  Fragen..  Für  R  ^i 
wird  eine  der  Wurzeln,  etwa  q^,  =  d.  Berührt  statt  desscol 
das  Ellipsoid,  so  hat  die  Gleichung  (4)  eine  DoppeLworad,  eM 
Q2  =  Q$7  u^d  (7)  definirt  em  krummliniges  Coovdinatenqstal 
gebildet  aus  Parallelen  mit  dem  EUipsoid  vmd  dJBMen  akwicklt 
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^ren  Normalflächen.  LäBst  man  q^  bei  constanten  g,  g^  rarüren, 
\o  durchläuft  der  Mittelpunkt  von  S  die  Normale  von  F,  während  S 
beständig  F  berührt;  dies  ist  anzuwenden  auf  den  genannten  Fall 
^,  =  dy  wo  g,  g^  gewöhnliche  elliptische  Goordinaten  des  Berüh- 
nmgspunkts  der  Kugel  werden.  Ist  g^  =z  a^b  oder  c,  so  berührt 
lie  Kugel  doppelt,  und  ihr  Mittelpunkt  fällt  in  eine  der  Haupt- 
^tlmmungsebenen;  &1t  g^  =  a  verschwindet  a,  und  die  Mittel- 
^nkte  liegen  auf  der  a;y-Ebene;  ist  zugleich  g^  ==:  d,  so  erhält 
Span  die  das  Ellipsoid  doppelt  berührenden  Kugeln  vom  Radius 
^nll.  Die  Punkte  auf  der  Normale  bestimmt  durch  gi  =  0,  a, 
^  c,  oo  sind  der  Fusspunkt,  die  3  Schnitte  der  Hauptebenen  und 
Ser  unendlich  ferne  Punkt;  die  Strecken  zwischen  diesen  sind 
3il8o  constant.  Sind  3  Wurzeln  X  einander  gleich,  so  liegt  das 
Eugelcentrum  auf  der  Mittelpunktsfläche,  und  so  gelangt  man  zu 
loachimstbaFs  Ausdruck  für  letztere: 

e  =  ft  =  e3> 

da'+  dß^^  df  =  dW+  <^g-g')'^g'   . 

Aus  diesen  Gleichungen  geht  die  Bestimmung  der  asympto- 
Behen  Linien  hervor: 

3ag'  dg] 

Ferner  wird  der  Fall  betrachtet,  wo  die  4  Wurzeln  paar- 
'«ise  gleich  sind.  Wie  Painvin  in  Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  (vergl. 
^11.  Math.  I.  57,  F.  d.  M.  II.  569)  gezeigt,  schneidet  dann  die 
l'ngel  das  Ellipsoid  in  einer  Geraden  und  einer  kubischen  Kegel- 
4tebe.  Die  Gerade  ist  Tangente,  wenn  alle  Wurzeln  gleich  sind; 
ie  Kugelcentra  liegen  dann  auf  8  Parabeln,  welche  die  Coordi- 
«tenebenen  und  sich  paarweise  in  den  den  Nabelpunkten  ent- 
|)reehenden  Krümmungsmittelpunkten  berühren,  welche,  wie 
^ebsch  bewiesen  hat,  Gratlinien  der  Mittelpunktsfläche  sind. 
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Schliesslich  wird  noch  auf  die  Vorzüge  hingewiesen,  die  es 
darbietet  9  wenn  man  statt  der  Kugel  eine  in  eine  der  bomofo- 
calen  Flächen  eingeschriebene  Fläche  2^^''  Grades  nimmt.    H. 

S.   Roberts.      On  parallel    surfaces    of    conioids    and 

COnics.    Pr.  of  L.  M.  S.  IV.  57-81. 

Enthält  eine  Classification  und  Bestimmung  von  Ordnung, 
Glasse  und  verschiedenen  Singularitäten  der  Parallelen  zu  einer 
Fläche  zweiten  Grades  (centralen,  parabolischen,  UmdrehunpF 
Flächen  etc.)  und  der  Oberflächen  (tubulär  surfaces)  parallel  n 
einer  Curve  zweiten  Grades  (centralen  und  parabolischen). 

Cly.  (0.) 

J.  WOLSTENHOLME.      Solutioil  of  question    3507.  Educ.TimJ 
XVI.  65-66. 

Wenn  Kegel  zweiter  Ordnung  durch  6  Punkte  gelegt  werden, 
so  ist  der  Ort  der  Scheitel  eine  Fläche  4'*''  Ordnung,  welche 
25  Gerade  enthält.  Für  Kegel  durch  7  feste  Punkte  ist  der  Ort 
der  Scheitel  eine  Curve  G***"  Ordnung.  Hi. 

E.  TowNSKND  and  J.  J.  Walker.     Solution  of  questionE' 

3677.    Educ.  Times  XVII.  60-62. 

Finde .  den  Winkel  zwischen  der  Normale  in  irgend 
Punkte  einer  ebenen  Curve  und  der  Geraden  von  dem  gegeb 
Punkte  zum  Mittelpunkt  der  Sehne,  die  der  Tangente 
und  unendlich  nahe  gezogen  ist.   Lässt  sich  die  Frage  auf  Punttj 
einer  Fläche  und  der  Indicatrix  ausdehnen?  Hi. 

J.   Wolstenholme,    Kitchin   and  others.      Solution 

question   3283.    Educ.  Times  XVI.  37-38. 

Der  Querschnitt  eines  geraden  Gylinders  sei  eine  Ellipse 
den  Axen  2a,  2b.    Bestimme   den  Ort  der  Brennpunkte  ü/Bt' 
ebenen  Schnitte,  welche  durch  einen  Punkt  in  der  Axe  des  Cf* 
linders  gelegt  werden  können. 

Der  Ort  ist  eine  Fläche  sechster  Ordnung.'  Hi. 
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.  CaYLEY.      On   a   certain   sextic   torse,    Trans,  of  Cambridjfe 
XI.  p.  III.  507-523.  1871. 

^  Der  betrachtete  Torsus  (eine  developpabele  Oberfläche)  ist 
er,  der  zur  Rückkehrlinie  eine  ^Excuboquartic^  oder  eine  uni- 
arsale  Curve  4'®"  Grades  hat.  Der  Verfasser  macht  darauf  auf- 
kerksam,  dass  (bei  Ausschluss  der  ebenen  Curven)  eine  Curve 
!•"  Grades  entweder  eine  „Quadriquadric",  d.  h.  der  vollständige 
chnitt  zweier  Oberflächen  zweiten  Grades  ist  oder  eine  „Excu- 
oquartic"  d.  h.  eine  Curve,  durch  die  nur  eine  Oberfläche  zwei- 
m  Grades  geht  und  die  der  partielle  Schnitt  dieser  Oberfläche; 
«weiten  Grades  mit  einer  cubischen  Fläche  durch  2  erzeugende 
flnien  (derselben  Art)  der  Oberfläche  zweiten  Grades  ist.  Die 
Ipadriquadric  kann  allgemein  sein,  mit  Knoten  oder  Rückkehr- 
bnkten ;  nämlich  wenn  die  beiden  Oberflächen  2**""  Grades  eine 
lewöhnliche  Berührung  haben,  so  ist  die  Schnittcurve  mit  Knoten 
'ersehen,  flndet  dagegen  eine  stationäre  Berührung  statt,  so  ist 
ie  mit  Rückkehrpunkten  versehen.  Die  unicursale  Curve  4**"' 
)rdnung  ist  so  beschaffen,  dass  die  Coordinaten  eines  Punktes 
^}  y,  '^y  «^)  auf  ihr  rationalen  und  ganzen  Functionen'  4**'''  Ord- 
ittig  (*)(ö,  1)*  eines  variabeln  Parameters  d  proportional  sind. 
fe  allgemeine  unicursale  Curve  ist  in  der  That  die  Excubo- 
(Ärtic,  die  aber  als  specielle  Fälle  der  unicursalen  Curve  (aber 
pit  der  Excuboquartic  in  dem  Sinne,  wie  sie"  oben  definirt  ist) 
fe  Quadriquadric  mit  Knoten  und  mit  Rückkehrpunkten  ein- 
bliesst.  Der  Torsus  nun,  der  als  Rückkehrlinie  eine  unicursale 
iTve  hat,  ist  ein  Torsus  vom  6*^"  Grade;  und  dies  ist  der  Grad 
'lösen,  der  aus  der  Excuboquartic  und  aus  der  Quadriquadric 
Lt  Knoten  abgeleitet  ist;  beim  Quadriquadric  mit  Rückkehr- 
iiikten  findet  sich  eine  Erniedrigung  des  Grades  um  eins,  und 
ir  Torsus  wird  vom  5*^"  Grade.  Der  Verfasser  hatte  nun  früher 
lion  erhalten  die  Gleichungen  1)  des  Torsus  6*^"  Grades  aus 
ir  Quadriquadric  mit  Knoten,  2)  des  Torsus  5*^"  Grades,  abge- 
ltet aus  der  Quadriquadric  mit  Rückkehrpunkten,  und  3)  des 
orsus  6**""  Grades,  der  aus  einer  gewissen  speciellen  Excubo- 
uartie  abgeleitet  ist;  die  Gleichung  des  Torsus  jedoch,  die  aus 

Fortechr.  d.  Math.  IV.  2.  27 
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der  allgemeinen  unicursalen  Curve  4**^"  Grades  hergeleitet  wird, 
hatte  er  noeh  nicht  ableiten  können.  Die  Ergänzung  dieser  Lficke 
ist  der  Hauptgegenstand  der  gegenwärtigen  Abhandlung.  Die 
Gleichung  dieses  Torsus  6*^"  Grades  wird  abgeleitet  und  mit  der 
Gleichung  der  Oberfläche  verglichen,  die  der  Ort  der  Krümmungfr 
mittelpunkte  eines  EUipsoides  ist.  Glr.  (0.) 

E.  Catalan.     Teorema  sulle  curve  anti-pedali.    Letter 

a  Boncompagni.    Att.  d.  Acc.  P.  d.  Line.  XXV.  349. 

JCurzer  Auszug  aus  einem  Briefe,  in  dem  die  Definition 
Schneckenlinie  gegeben  wird.    Der  Verfasser  giebt  dann  ohne 
Beweis  2  Sätze  über  die  antipedalen  Curven    einer  Reihe  yi 
Schneckenlinien.  Jg.  (0.) 

C.  W.  Bauer.  Orthogonale  Trajektorien  zu  der  Schaai 
von  Cycloiden,  w^elche  die  Bahnlinie  und  einen  Eück 
kehrpunkt  gemeinschaftlich  haben.  Schiömiich  z.  x^ 
424-428. 

Die  Gleichungen  der  orthogonalen  Trajektorienschaar  für 
System  der  Gycloiden,  welche  die  Bahnlinie  und  einen  Bückki 
punkt  gemein  haben,  und  den  einfach  unendlich  vielen  Wei 
des  Radius  des  erzeugenden  Kreises  entsprechen,   werden 
wickelt  und  discittirt.  Seht 

E.  Beltrami.     Sulla    superficie  di  rotazione   che 
di  tipo  alle  superficie  pseudosferiche,      Battagiini  G.  1 

147-160. 

Die  in  Eede  stehende  Fläche  wird  durch  die  Curve 
deren  Gleichung  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

y 

ist,  indem  diese  Cuitc  um  die  x-kxt  rotirt;  die  OlcJcbimgi 
Fläche  ist  also: 

^+y^  -y'-»'  =  rlog      ^  ^  — 1:= 

yy +» 
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.6  zahlreichen  hierttber  gegebenen  Theoreme  können  nicht  weiter 
»geführt  werden.  Mz. 

•  ToRELLi.     II  teorema  di  Viviani  sulla  pseudosfera, 

•  BattagliDi  G.  X.  128-129. 

Aus  einer  pseudosphärischen  Fläche  („erzeugt  von  einer 
nie  von  constanter  Tangente,  welche  um  ihre  Asymptote  rotirt") 
imeidet  ein  gewisser  gerader  Cylinder  ein  Stück  aus,  welches 
eich  dem  vierfachen  Rechteck  aus  dem  Radius  des  Cylinders 
id  dem  Pseudoradius  der  Fläche  ist.  *  H. 

^  Darboux.     Sur  une   classe  remarquable  de  courbes 
et  de  surfaces  alg^briques  et  sur  la  tliöorie  des  ima- 

iginaires.     I.  et  IL     Mem.  de  Bordeaux  VIII.  291. 

?  lieber  diese  Arbeit,  deren  dritter  und  umfangreichster  Theil 
I  Jahre  1873  erschienen  ist,  wird  im  nächsten  Bande  referirt 
fe'den.  A. 

f  

L  Capitel  4. 

Siniengeometrie  (Complexe,  Strahlensysteme). 

u 

t  Battaglini.      Intomo   ai  sistemi  di  rette  di  grado 

•qualunque.     Battaglini  G.  X.  55-76. 

Diese  Arbeit  schliesst  sich  an  frühere  Aufsätze  des  Verfassers 
fcr  Liniencomplexe  ersten  und  zweiten  Grades  (siehe  Battaglini 
VI.  VII.  F.  d.  M.  I.  205.  IL  544.)  sowie  an  Untersuchungen 
treiben  über  binäre  und  ternäre  Formen  an  (Battaglini  6.  IX.), 
fer  welche  bereits  berichtet  wurde  (siehe  F.  d.  M.  IlL  pag.  38). 
lern  der  Verfasser  die  Gleichung  des  allgemeinen  Complexes 
tibolisch  durch  die  Potenz  eines  linearen  Ausdrucks  oder  auch 
3  Product  verschiedener  linearer  Ausdrücke  ersetzt,  gelingt  es 
n,  gewisse  allgemeine  Bildungen,  wie  er  sie  in  den  genannten 

27* 
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Formen-Untersuchungen  entwickelt  hat,  flir  die  Theorie  der 
plexe  zu  verwerthen.  Diese  Symbolik  ist  mit  deijenigen,  \ 
Clebsch  eingeführt  hat  (Clebsch  Ann.  II.  F.  d.  M.  IL  p.  6C 
dem  Sinne  verwandt,  als  sie  eine  Vorstufe  derselben  dai 
Bei  Clebsch  erscheinen  die  in  Battaglini's  Darstellung  vo 
menden  Symbole  selbst  wieder  aus  anderen  Symbolen  als 
gliedrige  Determinanten  aufgebaut,  wodurch  eine  sehr  viel  gri 
Leichtigkeit  in  solchen  Fällen  erzielt  wird,  in  denen  es  gil 
Linien-Coordinaten  zu  Punkt-  oder  Ebenen- Coordinaten 
zugehen. 

Unter  den  von  Battaglini  abgeleiteten  Bildungen  sei 
sondere  eine  Fläche  2A**"''  Ordnung  hervorgehoben,  die  Ort  s 
Punkte  ist,  dass  Kegel,  die  drei  gegebenen  Complexen  &*^"  ( 
angehören,  nach  Battaglini's  Ausdrucksweise  zu  einande 
monisch  sind.  Setzt  man  k  =  2  und  lässt  die  drei  Comple 
sammenfallen,  so  geht  diese  Fläche  in  die  Singularitätei 
des  Complexes  zweiten  Grades  über,  die  sonach  in  an 
Sinne  als  erstes  Glied  einer  ganzen  Flächenfamilie  erschei 
dies  nach  der  von  Pasch  gegebenen  für  beliebige  Cod 
geltenden  Erweiterung  des  Begriffs  der  Singularitätenfläch 
Fall  ist  (siehe  F.  d.  M.  II.  p.  604).  Kli 

S.  LiE,  Ueber  Complexe,  insbesondere  Linien - 
Kugel -Complexe,  mit  Anwendung  auf  die  Th 
partieller  Differentialgleichungen.   Clebsch  Ann.  v.  U 

Diese  umfangreiche  und  ausserordentlich  reichhaltige 
handlung,  die  bestimmt  scheint,  der  analytisch -geometri 
Speculation  den  Zugang  zu  neuen,  wichtigen  Gebieten  za 
nen,  kann  gewissermaassen  nur  uneigentlich  unter  die  linie 
metrischen  Arbeiten  aufgenommen  werden.  Denn  so  wese 
sie  auf  liniengeometrischen  Vorstellungen  fusst  und  so  w! 
ihre  Besultate  eben  für  Liniengeometrie  sind,  .so  hat  siedoe^ 
rin  wohl  ihre  eigentliche  Bedeutung,  dass  sie  es  mit  Erfolg  i 
nimmt,  diese  neueren  geometrischen  Anschauungen  ftr  a 
weitige  Gebiete  zu  verwerthen. 
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Herr  Lie  geht  von  der  Betrachtung  von  dreifach  unendlich 
ielen  Gurven  im  Räume  aus,  deren  Inbegriff  er,  im  Anschluss 
n  die  in  der  Liniengeometrie  übliche  Terminologie,  einen  Curven- 
Somplex  nennt.  Ein  solcher  Curven-Complex  fllhrt  ein  gewisses 
ttegrationsproblem  mit  sich,  das  in  einer  partiellen  Differential- 
sichung  erster  Ordnung  zwischen  drei  Variabein  seinen  analy- 
leben  Ausdruck  findet.  Die  Curven  des  Complexes  nämlich, 
ehe  durch  einen  Punkt  gehen,  erzeugen  in  demselben  einen 
M^l,  und  man  kann  verlangen,  alle  Flächen  anzugeben,  die  in 
Sem  ihrer  Punkte  den  bez.  Kegel  berühren.  Diese  Flächen 
iben  dann,  wie  Herr  Lie  zeigt,  und  ^arin  liegt  eine  neue  Inter- 
etation  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
1^  Variabein  überhaupt,  die  characteristische  Eigenschaft,  von 
H  Curven  des  Complexes  osculirt  zu  werden.  Die  Integral- 
5heii  eines  Lini^n-Complexes  insbesondere  haben  also  die  Linien 
ftselben  zu  Haupttangenten. 

Weiter  entwickelt  dei  Verfasser  einen  allgemeinen  Begriff, 
r  seither  wohl  in  analytischen  Untersuchungen  (z.  B.  bei  Jacobi) 
l^ekommen  war,  aber  dem  geometrischen  Bewusstsein  fem  ge- 
Ben  hatte,  den  Begriff  der  Berührungstransformation.  Als  solche 
■d  jede  Transformation  definirt,  die  im  Allgemeinen  sich  be- 
tarende  Flächen  in  ebensolche  überführt.  Man  hat  drei  Classen 
Berührungstransformationen  zu  unterscheiden,  je  nachdem 
Punkte  (welche  man  dabei  als  zweifach  unendliche  Aggregate 
f-Flächenelementen  zu  denken  hat)  wiederum  in  Punkte,  oder 
irven,  oder  in  Flächen  übergehen.  Die  erste  Classe  deckt 
mit  den  gewöhnlichen  Punkt -Transformationen;  die  dritte 
se  entspricht  der  durch  Plücker  gegebenen  Verallgemeinerung 
dualistischen  Umformungen  des  Raumes.  Die  zweite  Classe 
ist  etwas  Neues:  sie  ordnet  den  Punkten  des  Raumes  die 
fVen  eines  Complexes  zu  und  setzt  also  die  allgemeine  Anf- 
ing dessen,  was  ein  Curven-Complex  ist,  voraus. 
^^  Ein  besonderer  Fall  dieser  Transformationen  zweiter  Classe, 
Herr  Lie  näher  untersucht,  ist  besonders  merkwürdig.  Er 
lit  in  genauester  Beziehung  zu  der  eindeutigen  Abbildung  des 
Iren  Complexes  auf  den  Punktraum,  wie  diese  gelegentlich 
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durch  Nöther  gegeben  wurde  (Gott.  Nachr.  1869,  siehe  F.  d.M. 
IL  p.  202),  wenn  man  voraussetzt,  dass  der  dabei  auftreteule 
fundamentale  Kegelschnitt  mit  dem  imaginären  Kugelkreise  ooia- 
cidirt.  Sie  führt  nämlich  die  geraden  Linien  des  einen  KaiuM 
(resp.  die  Flächenelemente,  welche  sich  an  eine  Gerade  tt- 
schliessen)  in  die  Kugeln  des  anderen  Raumes  über  (in  1 
Flächenelemeote,  welche  eine  Kugel  bedecken)  und  lägst  sodf 
der  Liniengeometrie  eine  Kugelgeometrie  als  etwas  Goordinirii 
entsprechen.  Geraden  Linien,  die  sich  schneiden,  sind  Kogt 
zugeordnet,  die  sich  berühren.  Es  führt  dies  mit  Leichtigki 
zu  dem  Theoreme:  „dass  den  Haupttangentencurven  derFläeh 
des  einen  Raumes  die  Krümmungscurven  der  Flächen  des  n 
deren  Raumes  entsprechen.''  Als  ein  aus  ihm  fliesseudes  Resid 
erscheint  die  Bestimmung  der  Haupttangenten -Curven  der  Kl 
merschen  Fläche  vierter  Ordnung  und  vierter  Classe  mit  leKnoti 
punkten,  von  der  bereits  berichtet  wurde  (siehe  F.  d,  M.  IL  p.  6fl 
Sie  entspricht  ^der  Bestimmung  der  krümmungscurven  auf  de 
Flächen  vierter  Ordnung,  die  den  Kugelkreis  doppelt  enihalM 
wie  diese  durch  Darboux  und  Moutard  gegeben  worden  war. 

Beide  Geometrieen :  Linien-  und  Kugel-Geometrie  bieten  i 
Anschauung  eigenartige  Yortheile  dar,  und  es  ist  nun  Lde's  wi 
teres  Bestreben,  je  nach  dem  Zwecke,  den  er  verfolgt,  z\ 
ihnen  abwechselnd,  die  Theorie  partieller  Differentialglei 
mit  drei  Variabein  zu  fördern. 

Er  beschäftigt  sich  zunächst  mit  drei  Classen  von 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung,   von  denen   die 
ersten  coordinirt  erscheinen,  während  die  dritte  eine  mebr 
ticuläre  Stellung  einnimmt.    Die  betreffenden  Gleichungei 
dadurch  ausgezeichnet,   dass   die  Monge'sehen  Chan 
ihrer  Integralflächen   auf  diesen    bez.   Haupttangenten- 
Krümmungs- Curven  und  geodätische  Curven  sind.     Es  iit 
wohl  nicht  möglich,  mit  kurzen  Worten  die  interessantoi 
Ziehungen  hervorzuheben,   in  denen  diese  Gleichungen  n 
Grundvorstellungen  der  Linien»  bez.  Kugel-Geometrie  stehen, 
die    zahlreichen   Berührungspunkte    dieser   Untersuehaogei 
früheren  Arbeiten  Anderer  hervorzuheben.   Lie  wendet  sich 
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i  zu  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  und 
2iift  aus  ihnen  wiederum  solche  heraus,  deren  Characteristiken 
.upttangenten-  oder  Krtimmungs-Curven  auf  den  Integralflächen 
id,  Es  gelingt  ihm,  einen  Einblick  in  die  Bedeutung  der- 
Iben  zu  gewinnen,  und  insbesondere  alle  diejenigen,  welche 
i,  bezw.  zwei  erste  Integrale  besitzen,  wirklich  anzugeben.  Die 
öichungen  mit  zwei  ersten  Integralen  enthalten  merkwürdiger- 
ise  keine  willkürlichen  Functionen  mehr,  sondern  sind  von 
Uig  bestimmter  Form. 

Zum  Schlüsse  wendet  sich  Lie  noch  insbesondere  zur  Theorie 
r  Linien-  Complexe  und  zeigt  unter  Anderem  die  Möglichkeit, 
i  Integration  des  allgemeinen  Complexes  zweiten  Grades  auf 
adraturen  hyperelliptischer  Differentiale  zurückzuführen.  Siehe 
5h  die  Referate  p.  161.  Kln. 

Klein.     Ueber  Linieiigeometrie   und  metrische  Geo- 
metrie.   ClebBch  Ann.  V.  257-278. 

Klein.     Ueber  gewisse  in  der  Liuiengeometrie  auf- 
tretende Differentialgleichungen.  Ciebsch  Ann.  v.  278-302. 

Die  beiden  vorgenannten  Arbeiten  sind  einmal  bestimmt,  die 
[gemeine  Auffassung  der  Liniengeometrie  und  die  daraus 
sende  algebraische  Behandlung  derselben,  wie  sie  der  Ver- 
Br  bereits  in  einer  früheren  Untersuchung  (Ciebsch  Ann.  IL 
tie  F.  d.  M.  IL  p.  605)  angebahnt  hatte,  darzustellen.  Sie 
|3ien  andererseits  in  der  engsten  Beziehung  zu  der  soeben  be- 
f^oehenen  Abhandlung  von  Lie  und  geben  in  Anlehnung  an 
68elbe  eine  allgemeine  Darstellung  der  Beziehung  zwischen 
öien-Geometrie  und  metrischer  Geometrie,  sowie  die  fertige  al- 
braische  Lösung  einer  Keihe  von  Integrationsproblemen,  die 
h  auf  Linien-Complexe  beziehen.  In  dem  ersten  Aufsatze  Uber- 
gt  der  Verfasser  insbesondere  die  Lehre  von  den  Orthogonal- 
temen  auf  Liniengeometrie  und  findet  als  Analogen  zum  Dupin'- 
en  Theoreme  einen  Satz,  der  die  Bestimmung  der  Haupttan- 
itencurven  auf  einer  grossen  Zahl  von  Flächen  ermöglicht.  Die 
jpttangenten-Curven  der  Kummer'schen  Fläche  z.  B.  unterliegen 
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als  specieller  Fall  eben  dieser  Bestimmungsweise.  In  dem 
ten  Aufsatze  formulirt  der  Verfasser  zunächst  gewisse  ii 
Liniengeometrie  auftretende  Differentialgleichungen  unter  Ai 
düng  von  Linien-Coordinaten  in  möglichst  symmetrisch^er  \ 
Er  wendet  sich  sodann  zur  Untersuchung  der  bez.  Problem 
besondere  bei  Complexen  zweiten  Grades  mit  gemeinsamei 
gularitätenfläche  und  erledigt  deren  Integration  durch  Einffll 
von  Linien-Coordinaten,  die  Jacobi's  elliptischen  Coordi 
nachgebildet  sind.  Auf  diese  Art  erhält  er  z.  B.  in  fertiger 
die  Integration  des  allgemeinen  Linien-Complexes  zweiten  6i 
wie  sie  von  Lie  ihrer  Möglichkeit  und  ihren  wesentlichen  E 
Schäften  nach  erkjinnt  war.  Kln 

M.  Pasch.     Zur  Theorie  der  linearen  Complexe. 

Borchardt  J.  LXXV.  106-153. 
Der  Verfasser  hat  sich  zur  Aufgabe  gestellt,  die  geometri 
Vorstellungen  von  dem  zwischen  Punkt,  Ebene  und  Gerade 
liehen  Lagenverhältnissen  und  die  Resultate,  welche  mai 
Bezug  hierauf  bei  der  Untersuchung  der  Complexe  ersten  G 
gefunden  hat,  in  fertigen  Formeln  wiederzugeben  resp.  i 
algebraische  Identitäten  im  Sinne  der  Invariantentheorie  z 
weisen.  Er  nimmt  dabei  durchaus  auf  die  Erweiterung  Be( 
welche  man  allen  liniengeometrischen  Formeln  ertheilen  1 
wenn  man  die  6  Linien-Coordinaten  als  unabhängige  Vera 
liehe  betrachtet  und  dem  entsprechend  als  Coordinaten 
linearen  Complexes  interpretirt.  Interessant  ist  dabei  besoi 
wie  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  in  diesen  „ 
plex- Coordinaten"  drei  verschiedene  Formen  erhält,  die  drc 
geometrische  Bedeutung  haben.  Sie  sagen  nämlich  aus,  entw 
dass  der  Complex  unter  den  Linien  der  einen  oder  der  an' 
Erzeugung  zwei  zusammenfallende  enthalte,  oder  dass  der 
plex  mit  dem  ihm  in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiten  Gradea 
jugirten  in  Involution  liege.  Geht  man  von  den  „Complex- 
dinaten"  zu  Linien-Coordinaten  zurtlck,  so  fallen  die  drei  F( 
geometrisch  wie  algebraisch  zusammen.  Kln 
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.    Clebsch.      Ueber  die   Complexfläclieii   und   die  Sin- 
gularitätenfläcben  der  C!omplexe.    Gott.  Nachr.  1872.  33-44, 

Clebsch  Ann.  V.  435-442. 

Es  wurde  bereits  in  Bd.  II.  p.  602  dieser  Fortschritte  und 
toch  soeben  bei  Besprechung  der  Battaglini'schen  Arbeit  (p.  407) 
Ler  Symbolik  gedacht,  welche  Clebsch  im  zweiten  Bande  von 
Sebsch  Annalen  fllr  Linien -Complexe  entwickelt  hat.  In  dem 
^fliegenden  Aufsatze  zeigt  er  nun,  wie  man  vermöge  derselben 
m  Stande  ist,  die  fertigen  Gleichungen  gewisser  zu  einem  Linien- 
omplexe  covarianter  Flächen,  frei  von  fremden  Factoren  zu  bil- 
en.  Gedenken  wir  insbesondere  der  Gleichung  der  Singulari- 
Itenfläche.  Dieselbe  wird  bei  einem  Complexe  n**"  Grades  von 
er  Ordnung  und  Classe  2/i(«— 1)';  bei  den  Complexen  dritten 
rades  insbesondere  besitzt  sie  eine  Riickkehrcurve  der  96*^"  Ord- 
mg,  sowie  eine  parabolische  Curve,  deren  Tangentenebenen 
ae  Developpable  der  96'^"  Classe  umhüllen.  Kln. 

.   Patnvin.     l^tude  d'un  complexe  du  secoiid  ordre. 

rouv.  Ann.  (2)  XI.  49-60,  97-108,  202-210,  289-297,  481-500,  529-589. 

Ein  specielles  Studium  desjenigen  Complexes  zweiten  Grades, 
jfisen  Linien  durch  die  Forderung  characterisirt  sind,  dass  die 
iLTch  sie  an  ein  gegebenes  Ellipsoid  gelegten  Tangentialebenen 
IC  einander  senkrecht  stehen.  Der  Complex  hat  die  FresneF- 
Ke  Wellenfläche  zur  Singularitätenfläche;  an  die  anschauliche 
brstellung,  welche  wir  von  der  Gestalt  der  Wellenfläche  haben, 
öttpft  sich  eine  übersichtliche  Discussion  der  Vertheilung  der 
Dmplexgeraden  im  Kaume.  Dieses  Beispiel  eines  speciellen 
dmplexes  scheint  daher  sehr  geeignet,  in  die  allgemeine  Theorie 
bis  Complexes  zweiten  Grades  einzuleiten.  Kln. 

•.  Zech.      Die  Geometrie    unendlich   dünner  Strahlen- 
büridel  und  die  Affinität  ebener  Systeme.    Schlomiich  z. 

XVII.  353-375. 
Um  die  Verhältnisse  in  einem  unendlich  dünnen  Bündel  eines 
weif  ach  unendlichen)  Strahlensystems  zu  erforschen,  genügt  es 
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nach  Möbius  dieses  BOndel  als  Theil  eines  Systems  zu  betn 
ten,  dessen  Linien  die  entsprechenden  Punkte  zweier  äff 
ebener  Systeme  verbinden.  Indem  der  Verfasser  hiervon  j 
geht,  giebt  er  die  Mittel,  um  bei  drei  gegebenen  Geraden  ei 
unendlich  dünnen  Bündels  die  Haupt-  und  Focalebenen  dessel 
etc.  zu  construiren.  KIn. 

F.   AscHiERi.     Sopra   i  sistemi  di   rette.     BattagUni  G. 

843-347. 

Ein  linearer  Complex  ist  bestimmt,  wenn  man  eine  seini 
Linien  sowie  die  conjugirte  Polare  kennt,  die  er  einer  zweite 
gegebenen  Geraden  zuordnet.  Hieran  anknüpfend  betrachtet  de 
Verfasser  ein  Entsprechen  zwischen  zwei  vierfach  unendliche 
Complexsystemen.  Kln. 

E.  d'Ovidiü.      Sopra   alcuue    formale   iu   coordinate  d 

rette.     Battaglini  G.  X.  33-37. 

Der  Verfasser  drückt  den  Winkel,  den  zwei  Gerade  im  Eaan« 
mit  einander  machen,  als  Function  ihrer  Tetraeder- Coordinat» 
aus.  Kln. 

E.  Padova.     Demonstration  de  deux  th^orfeines  de  ^^ 

m^trie.    Nouv.  Ann.  (2)  XL  210-216. 

Sind 

\  X"x  +  F'y  +  Z"z  +  T"*  =  0 

die  homogen  gemachten  Gleichungen  einer  Geraden ,  so  nens* 
der  Verfasser  die  sechs  Grössen 

F  =  rZ^'^Z'Y";   G  =  Z'X"-X'Z";    H  =  X'F"-^FX', 
L  =  XT'-  VX";    M  =  rr-  T'  F';    JV  =  ZT'-rX", 

zwischen  denen  die  Relation 

FL  +  GM+NH=0 
besteht,  die  sechs  Coordinaten  der  betrachteten  Geraden. 
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Versteht  mau  ferner  unter  a^y'zfl'  und  af'y''z'U"  die  Tetraeder- 
ordinaten  zweier  Punkte,  also  ihre  Abstände  von  den  Seiten- 
chen  a,  b,  c,  d  eines  Tetraeders,  dessen  Volumen  V  ist,  und 
ssen  Eckpunkte  den  gegenüberliegenden  Seiten  entsprechend 
it  Ay  B,  C,  D  bezeichnet  sind,  so  kann  man  in  analoger  Weise 
e  sechs  Grössen: 

f  =  y^z'^-z^yf';   g  =  z'x"-x'z'';   k  =  x'y'^—y'x''; 
l  =  x^f'-fx'^;    m  =  j/'("-  fy"j    n  =  7i(^-iz'\ 
zischen  denen  die  Relation 

fl-\-gm'{-hn  =  0 
steht,  als  die  Coordinaten  der  Verbindungslinie  beider  ansehen. 

Diese  Definitionen  unterscheiden  sich,  wie  man  sieht,  von 
m  in  Plücker's  neuer  Geometrie  des  Raumes  etc.  (vgl.  F.  d.  M. 
1. 1.  p.  198  ff.)  zu  Grunde  gelegten  nur  dadurch,  dass  die  Coor- 
naten  homogen  sind;  sie  gehen  in  dieselbe  über,  wenn  man  die 
und  T  gleich  Eins  setzt,  und  zwar  sind  die  ersten  sechs  Grössen 
s  Axencoordinaten,  die  letzten  sechs  als  Strahlencoordinaten 
ner  Geraden  zu  betrachten. 

Die  erste  Aufgabe,  mit  welcher  sich  nun  der  Verfasser  be- 
'bäftigt,  ist  die,  die  Distanz  r  der  beiden  Punkte  ^^iJ/i^s,  fj  und 
1/2  «2^2  ^^^^  Hülfe  der  Strahlencoordinaten  ihrer  Verbindungs- 
-rade  auszudrücken. 

Zur  Vereinfachung  der  Rechnung  werden  zunächst  statt  der 
•ordinaten  x,  y,  z,  t  die  Grössen 

j.         a  b  ^        c  d 

^ geführt;  (so  dass  man  also  auch  ^,  t],  f,  r  als  die  Coordinaten 
ä  betrachteten  Ppnktes  ansehen  kann,  wenn  man  für  jede  der- 
ben die  zugehörige  Höhe  des  Tetraeders  als  Längeneinheit 
trachtet),  unter  f^g^h^l^m^n^  werden  die  Grössen  verstanden, 
i  mit  In^T  ebenso  zusammenhängen,  wie  fghlmn  mit  xyz>L 

Dann  ist  der  Zusammenhang  zwischen  den  vier  Coordinaten 
^T  eines  Punktes  gegeben  durch  die  Gleichung  ^+i?+^-|-r  =  l, 
d  es  ergeben  sieh  ferner  die  Relationen: 
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Nun  geht  der  Verfasser  zur  Bestimmung  der  Grösse  r  von 
Formel  aus: 


^  ac  ^i^^«^^*^      ^«^^  ab 
und  entwickelt  daraus  schliesslich  die  Formel: 
r'  =  /•»  80"+  glle+hl  AB'+ 1]  AD'+  m]  BD'+  n\  DC" 

+  22:  fi  Ol  'BC'ACqo»(^BC, 
in  welcher  sich  das  Summationszeichen  auf  alle  Combinati 
von  je  zwei  Coordinaten  der  Geraden  bezieht. 

Als  zweite  Aufgabe  wird  die  Bestimmung  des  Volui 
einer  Pyramide  behandelt,  deren  Eckpunkte  G,  H,  J,  E  die  ( 
dinaten  {xyzt)  mit  den  Indices  1,  2,  3,  4  haben. 

Das  Endresultat  ist 


3JEGH=  "**"* 


^1 

Vi 

2. 

'. 

X, 

y. 

«a 

h 

^, 

y. 

»3 

K 

^4 

Vi 

»4 

h 

21V' 


(In  der  Arbeit  befindet  sich  auf  p.  216  Zeile  4  von  ober 
Druckfehler,  das  Additionszeichen  +  vor  der  Determinanti 
durch  ein  Multiplicationszeichen  zu  ersetzen.)  A. 
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Verwandtschaft,  eindeutige  TransformatioD 
Abbildungen. 

Laguerre.     Memoire  sur  Temploi  des  imaginaires  < 
la  g^omätrie  de  Tespace.    Nouv.  Ann.  (2)  XL  14-21,  101 

241-254. 
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Die  hier  vorliegende  Methode  der  geometrischen  Darstellung 
ler  complexen  Mannigfaltigkeit  besteht  in  der  Abbildung  der- 
ben auf  eine  reelle  Mannigfaltigkett  von  doppelt  soviel  Dimen- 
men.  Ein  Paar  von  coraplex  conjugirten  Punkten  a^a*  im 
•um  wird  dargestellt  durch  den  reellen  Kreis,  in  welchem  sich 
3  Kegel  schneiden,  die  von  jedem  der  Punkte  durch  den  un- 
dlichfernen  Kugel-Kreis  gelegt  werden.  Sein  Mittelpunkt  ist 
3  reelle  Mitte  der  Strecke  aa\  seine  Ebene  steht  senkrecht  auf 
T  reellen  Geraden  aa!.  Um  die  beiden  Punkte  aa!  zu  unter- 
heiden,  legt  man  diesem  Kreise  einen  bestimmten  Sinn  bei, 
dieser  Darstellung  ist  als  specieller  Fall  die  vom  Verfasser 
Touv.  Ann.  XXIX.  p.  241)  gegebene  Abbildung  der  complexen 
bene  enthalten. 

Soll  das  Paar  a,a!  einer  Raumcurve  G  angehören,  deren 
leichungen  in  einem  reell-definirten  Coordinatensysteme  demnach 
ir  reelle  CoefBcienten  enthalten  dürfen,  so  müssen  die  darstellenden 
reise  gewissen  Bedingungen  unterliegen.  Denkt  man  sich  durch  G 
Qe  Kegelfläche  gelegt,  deren  Erzeugende  die  Curve  G  in  zwei 
mkten  a^a*  schneiden,  so  liegen  die  zugehörigen  Kreise  auf  einer 
äche.  Betrachtet  man  z.  B.  eine  Curve  F  von  4***' Ordnung,  die  auf 
ler  Kugel  S  und  einer  Kegelfläche  A  von  zweiter  Ordnung  liegt, 
bilden  die  Kreise,  welche  den  Schnittpunkten  von  F  und  den 
zeugenden  desselben  Systemes  von  A  entsprechen,  eines  der 
eissysteme  der  anallagmatischen  Fläche  4*®*"  Ordnung,  die  aus 
Und  A  in  bekannter  Weise  entsteht  (siehe  F.  d.  M.  I.  300). 
'ht  diese  Fläche  in  eine  von  zweiter  Ordnung  über,  was  dann 
Schicht,  wenn  F  ein  Kegelschnitt  C  wird,  so  folgt  der  Satz: 
»ieht  man  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  C  Parallele  von 
^ter  Richtung,  so  liegen  die  den  Schnittpunkten  von  C  mit  jeder 
x-selben  entsprechenden  Kreise  auf  einer  Oberfläche  2**"'^  Ord- 
^ug,  die  C  zur  Focallinie  hat."  Diese  letztere  ist  demnach, 
nachdem  C  Ellipse  oder  Hyperbel,  ein  zweischaliges  Hyper- 
^loid  oder  ein  Ellipsoid. 

Zum  Schlüsse  folgen  Bemerkungen  über  die  Transformation 
irch  reciproke  Radien  und  feine  Reihe  von  Sätzen  über  die 
ormalen  der  anallagmatischen  Fläche.  St. 
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A.  Clebsch.     Ueber  ein  neues  Grundgebilde  der  aiialy- 
tischen  Geometrie  der  Ebene.     Gott.  Nachr.  1872.  429449, 

Clebsch  Ann.  VI.  205-215. 
Siehe  Abschnitt  IL  Cap.  3  p.  64. 

L.  Cremona.   Sülle  transformazioni  razionali  nello  spazio. 

Brioschi  Ann.  (2)  V.  131-163. 
Bereits  früher  (siehe  F.  d.  M.  III.  p.  426)  wurde  der  neuen 
Theorie  der  eindeutigen  Raumtransforraationen  gedacht,  welche 
von  den  Herren  Cayley,  Creinona  und  Nöther  unabhängig  be- 
gründet wurde.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  beginnt  Cremona 
eine  ausführliche  Darlegung  derselben,  über  die  wir  aber  ent 
berichten  können,  wenn  sie  vollständig  vorliegt.  Kln. 

A.  Clebsch.     Ueber  die  geradlinigen  Flächen  vom  Ge- 

schlechte  /?  =  0.    Clebsch  Ann.  V.  1-27. 

Linienflächen,  deren  ebene  Schnitte  das  Geschlecht  Null 
haben,  lassen  sich  bekanntlich  auf  die  Ebene  eindeutig  abbilden 
und  man  kann  eine  solche  Abbildung  unmittelbar  in  allgemeiner 
Weise  angeben,  indem  man  von  der  rationalen  Darstellung  zweier 
ebener  Schnitte  der  Fläche  ausgeht.  Herr  Armenante  hatte  na 
bereits  bei  einer  früheren  Gelegenheit  die  Möglichkeit  untersnÄ 
die  Abbildung  durch  Anwendung  Gremona'scher  EbenentransfiiP 
mationen  zu  reduciren  (Brioschi  Ann.  (2)  IV.  50-73,  siehe  F.  d.  El 
p.  636).  Aber  er  hatte  dabei,  sozusagen,  eine  allgemeine  Up 
der  in  der  Abbildung  auftretenden  Fundamentalpunkte  vortfi'i 
gesetzt.  Clebsch  zeigt  in  dem  vorliegenden  Aufsatze ,  wie  oi 
allerdings  immer  durch  Anwendung  passend  gewählter  quadrt'i 
tischer  Transformationen  der  Ebene  die  Abbildung  erniedrigei 
kann,  so  lange  getrennte  Fundamentalpunkte  in  hinreichender 
Zahl  vorhanden  sind.  Aber  die  Fundamentalpunkte  können  yob 
verschiedenen  Seiten  her  unendlich  nahe  rücken ,  und  dami  »< 
eine  weitere  Reduction  der  Abbildung  nicht  mehr  möglich.  Kß 
Linienflächen  vom  Geschlechte  Nnll^  welche  eine  g^ebene  Ord- 
nung  besitzen,   zerfallen  dem   entsprechend  in  eine  Beibe  voi 
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pen.  Flächen  desselben  Typus  können  ohne  Zwischentreten 
n  Fundamentalpunkten  eindeutig  auf  einander  bezogen  werden ; 
diesem  Sinne  lässt^sich  der  Typenbegriff  überhaupt  auf  alge- 
3iische  Flächen  anwenden.  KId. 


.  Nöther.     Zur  Theorie  der  eindeutigen  Ebenentrans- 
formationen.     ClebBch  Ann.  V.  635-639. 

Clifford,  Nöther  und  Rosanes  haben  vor  zwei  Jahren  unab- 
Dgig  von  einander  den  Satz  gefunden,  dass  man  jede  eindeutige 
ansformation  der  Ebene  in  sich  (jede  Cremona'sche  Transfor- 
ition),  durch  eine  Reihenfolge  quadratischer  Transformationen 
letzen  könne^  und  Nöther  und  Rosanes  haben  einen  allgemeinen 
weis  desselben  gegeben.  Aber  die  Fälle  waren  nicht  in  Re- 
cht gezogen  worden,  in  denen  ähnlich,  wie  bei  der  so  eben 
rührten  Abbildung  der  Linienflächen  vom  Geschlechte  Null,  ein 
isamraenrücken  mehrerer  Fundamentalpunkte  von  verschiedenen 
jiten  her  Statt  findet.  Nöther  zeigt  nun  in  der  gegenwärtigen 
ntersuchung,  indem  er  den  allgemeinen  Beweis  recapitulirt, 
ISS  der  Satz  auch  in  den  gemeinten  singulären  Fällen  seine 
Bltigkeit  behält.  Kln. 

nBrill.     Note   über   die   Gleichungen   der  auf  einer 
Bbene  abbildbaren  Flächen.    Ciebsch  Ann.  v.  401-404. 

Es  handelt  sich  darum,  von  den  die  Abbildung  einer  Fläche 
virkenden  Functionen  aus  durch  ein  symmetrisches  Verfahren 

Gleichung  der  Fläche  aufzusteigen.  Der  Verfasser  erörtert 
1  Resultat  insbesondere  an  dem  Beispiele  der  Steiner'schen 
•che.  Kln. 

Clebsch.  Ueber  die  ebene  Abbildung  einer  Fläche 
dritter  Ordnung.    Ciebsch  Ann.  V.  414-422. 

Die  bekannte  einfachste  Abbildung  der  Flächen  dritter  Ord- 
ög  auf  die  Ebene  erhält  man  auf  folgende  Weise  unmittelbar, 
in  wähle  drei  Gerade  der  Fläche,  a,  ft,  c,  von  denen  a  und  c 
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sich  nicht  schneiden,  b  aber  sowohl  von  a  als  von  c  getroSeo 
wird.  Dann  beziehe  man  die  Fläche  auf  das  StrahlensystoD, 
dessen  Leitlinien  a  und  c  sind,  und  schneide  letzteres  mit  einer 
durch  6  gelegten  Ebene.  Kln. 

G.  Darboux.     Sur  une   methode  nouvelle  pour  Utnk 
des  courbes  tracdes  sur  une  surface  algöbrique. 

Darboux  Bull.  IIT.  221-224,  251-256.  281-285. 
Eine  Reihe  von  Aufsätzen,  bestimmt,  den  Leser  in  die  Theorie 
der  eindeutigen  Flächenabbildung  einzuführen.  Kln. 

G.  Darboux.      Sur  les   tlieor^mes   d'Jvory   relatifs  m 
surfaces  homoföcales  du  second  degr6.  Mem.  de  Bordeai 

VIII.  197-280. 

Die  Arbeit  behandelt  die  von  Jacobi  zuerst  aufgedecktei 
Folgerungen  aus  dem  Ivory'schen  Theorem,  welche  im  Borchardf- 
sehen  Journal  Bd.  LXXIII  von  Herrn  Hermes  veröffentlicht  und 
von  demselben  weiter  durchgeführt  sind.  (Vgl.  dieses  Jahrbai 
Bd.  HI  p.  376,  379  und  380).  Es  ist  erklärlich,  dass  em  Tbeil 
der  Betrachtungen  des  Verfassers  nicht  wesentlich  von  denen  dar« 
genannten  Arbeiten  abweicht,  und  es  wird  deshalb  unter  Hinweij 
auf  die  Referate  über  jene  genügen,  diejenigen  Punkte  hen# 
zuheben,  welche  der  vorliegenden  Arbeit  eigenthümlich  sind. 

Die  Jacobi'sche  Verwandtschaft  ist  folgendermaassen  deJ* 
Es  sind  im  Räume  zwei  feste  Dreiecke  ABC  und  abc  gegeb* 
Die  Punkte  D  und  d  entsprechen  sich,  wenn  DA  =  da,  DB^k 
DC  =  de  ist.     Während  nun  in  cten  Arbeiten   von  Jacobi  ^ 
Herrn  Hermes  diese  Verwandtschaft  vorzugsweise  benutzt  wb^ 
um  gewisse  Eigenschaften  der  confocalen  Flächen  zweiten  Grtto 
zu  untersuchen,  geht  Herr  Darboux  auch  auf  eine  allgemdo^ 
Untersuchung  der  Verwandtschaft  ein,  und  findet  unter  anderem) 
dass  dem  unendlich  entfernten  Kugelkreise  in  dem  einen  System 
der  unendlich  entfernte  Kugelkreis  in  dem  andern  doppelt  en^ 
spricht.     Hiermit  hängt  zusammen,   dass  in  der  Definition  iß 
Verwandtschaft   die   sechs  Distanzen   DA,  DB,  DC,  da,  db,  * 
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setzt  werden  können,  durch  die  Tangenten  an  sechs  Kugeln  mit 
n  Centren  ABd  deren  Radien  auf  unendlich  viele  Weise  he- 
mmt werden  können. 

Um  den  analytischen  Character  der  Jaeobi'schen  Verwandt- 
tiaft  zu  untersuchen,  betrachtet  der  Verfasser  die  folgender- 
usen  definirte  zwei-  und  zweideutige  Verwandtschaft.  Seien 
X^X^X^  und  x^x^x^x^  die  homogenen  Goordinaten  zweier 
Lnkte,  so  soll  sein: 
•2Xi  =  a,,ia:i+«»-,2a?2+ «1,30:3+0., 4a?i+6fyi2    (i  =  1,  2,  3,  4), 

I  il  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  x  bedeutet, 
d  die  a  und  b  Gonstante  sind.  Diese  Verwandtschaft  kann 
i  passender  Wahl  der  Fundamentaltetraeder  in  bedeutend  ein- 
3herer  Weise  analytisch  ausgedrtlckt  werden,  nämlich  durch  die 
eichungen: 

QX,  =  Xj,   QX^  =  X„   QX^  =  X„   QX^  ^  ^Xl+Xl+Xl+Xl 

Lese  Gleichungen  aber  definiren,  wenn  man  sie  auf  rechtwinklige 
lordinaten  anwendet,  die  Jacobi'sche  Verwandtschaft,  so  dass 
€  allgemeinere  Verwandtschaft  durch  projectivische  Relation 
if  die  Jacobi*sche  reducirt  werden  kann. 

Eine  andere  Verwandtschaft  allgemeineren  Characters,  welche 
xt  Verfasser  in  Zusammenhang  mit  der  Jacobi'schen  bringt,  ist 
jgende:  Seien  R,  R\  Ä",  Ä'''  und  r,  r',  r",  r"'  die  Distanzen 
*  Punkte  */  und  m  von  je  vier  festen  Punkten,  oder  allgemeiner 
5  Tangenten   von   M  und  m  an  je  vier  feste  Kugeln,   dann 

II  sein 

Öse  ebenfalls  zwei-  und  zweideutige  Verwandtschaft,  welche 
i  wichtige  Eigenschaft  besitzt,  dass,  wenn  man  M  durch  reci- 
:>ke  Radien  (Inversion)  in  M,  trausformirt,.  die  Verwandtschaft 
ischen  M^  und  m  denselben  Character  hat,  wie  die  zwischen 
und  m,  ist  scheinbar  anderer  Natur  als  die  Jacobi'sche.  Man 
tm  aber  zeigen,  dass  sie  in  gewissen  singulären  Fällen  durch 
Version  einerseits  von  M  und  andererseits  von  m  in  eine  der 
cobi'schen  ähnliche,    aber  etwas   allgemeinere  Verwandtschaft 

?ort»chr.  d.  Math.  IV.  2,  28 
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übergeftthrt  wird,  in  welcher  nur  statt  der  Gleichheiten  *i=wfl, 
MA'  =  iwa'  etc.  die  Relation 

r'    _    r''    _    r^^'     _ 

auftritt. 

Die  Jacobi'sche  Verwandtschaft  erscheint  hierdurch  ab  di 
ziemlich  specieller  Fall  einer  allgemeinen  Verwandtschaft  m 
sehr  einfacher  Gesetzmässigkeit  und  grosser  TransformatioM* 
fähigkeit. 

Was  nun  die  grosse  Zahl  von  speciellen  Resultaten  betrii^ 
so  enthält  die  Arbeit  abgesehen  von  einigen  Eigenschaften  ooi| 
focaler  Flächen  zweiten  Grades,    welche  sich  in  den  frühewi 
Arbeiten  nicht  finden,  die  analogen  Eigenschaften  der  Cyclii 
d.  h.  derjenigen  Flächen  vierten  Grades,   welche  den  unei 
entfernten  Kugelkreis  als  Doppellinie  enthalten  und  welche  di 
die    besprochenen   Verwandtschaften   als  die   den   Kugeln 
sprechenden  Gebilde  auftreten.   Diese  Eigenschaften  können 
nicht  einzeln  aufgezählt  werden. 

Erwähnt  sei  noch  ein,   auch  abgesehen  von  dem  specielisj 
Gebiet  der  Arbeit  interessanter  Httlfssatz,  der  in  der  Einlei 
u.  A.  entwickelt  ist: 

Wenn  zwei  Flächen  zweiten  Grades  A  und  A'  so  bi 
sind,  dass  sich  irgend  zwei  ihnen  bezüglich  confocale 
längs  eines  Kegelschnittes  berühren,  so  berührt  jede  zu  A 
focale  Fläche  M  eine  zu  4'   confocale  Fläche  M'   längs 
Kegelschnittes,   und    der  gemeinsame  Pol  der  Berührungselle* 
oder  der  Scheitel  des  gemeinsamen  Berührungskegels  P  istfci 
alle  Flächenpaare  identisch.    Wenn  man  ferner  irgend  eine* 
A  confocale  Fläche  A'  und  irgend  eine  zu  A'  confocale  Fll*j 
W  auswählt,  und  die  diesen  beiden  umschriebene  abwiekdta*] 
Fläche  bestimmt,  so  ist  diese  stets  auch  einer  Kugel  umschrieb   C 
deren  Mittelpunkt  der  erwähnte  feste  Punkt  P  ist.  k 


R.  Heger.    Bemerkung  über  zwei-zweideutige  Verwand*' 

Schaft.    Schlömilch  Z.  XVn.  71-78. 


I 
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Besondere  Betrachtung  derjenigen  zwei-  zweideutigen  Be- 
lehungen  zweier  Mannigfaltigkeiten  erster  Stufe  auf  einander, 
ei  der  die  Elemente  des  einen  Gebildes  so  zu  Paaren  zusammen- 
Bhören,  dass  ihnen  dasselbe  Elementenpaar  des  anderen  Gebildes 
itsprieht.  Kln. 

'. .  ToGNOLi.      Sulla    corrispondenza   multipla   fra    due 
Bpazii  a  tre  dimensioni.    BattagliniG.  X.  1-16,  141- U7. 

Im  dritten  Bande  von  Clebsch  Annalen  (p.  1 1 — 33,  siehe  F. 
M.  IL  p.  375)  hat  Wiener  ein  mehrdeutiges  Entsprechen  zweier 
)enen  in  der  Weise  untersucht,  dass  er  zwei  Curvenbtlschel  der 
len  Ebene  zwei  Curvenbüscheln  der  anderen  entsprechend  setzte, 
sp.  die  Schnittpunktssysteme  der  beiden  Büschel  der  einen  Ebene 
f  die  Schnittpunktssysteme  der  Büschel  der  anderen  Ebene 
zog.  In  dem  vorliegenden  Aufsatze  dehnt  Tognoli  in  genauem 
usehlusse  an  Wiener  die  bez.  Beti*achtungen  auf  drei  Dimen- 
^nen  aus,  indem  er  in  zwei  Bäumen  bez.  drei  Flächenbüschel 
linder  entsprechend  setzt.  Dabei  betrachtet  er  insbesondere  den 
tll,  dass  eines*  der  Büschel  beiderseits  aus  Ebenen  besteht.  So 
.Itöch  dieser  allgemeine  Gedankengang  der  Arbeit  ist,  so  mangel- 
jstk  scheint  die  Ausführung,  denn  es  findet  sich  z.  B«  auf  p.  3 
be  Tabelle  mitgetheilt,  und  auf  p.  144  eine  Transformation  auf- 
Hlellt  (No.  2),  deren  Unrichtigkeit  die  einfachste  geometrische 
Brachtung  lehii;.  Kln. 

C-  Nöther.     SuUe   curve  multiple  di   superficie   alge- 

briche.    Brioschi  Ann.  (2)  V.  163-176. 
Siehe  Abschnitt  IX.  Cap.  3.  B.  p.  380. 

•  Oremona.  Rappresentazione  plana  di  alcune  super- 
ficie algebriche  dotata  di  curve  cuspidali.  Mem.  di  Bologna 
(3)  II.  117-128. 

In  seiner  „Teoria  delle  trasformazioni  razionali  dello  spazio 
tre  dimensioni"  (Gott.  Nachr.  1871.  siehe  P.  d.  M.  IH.  p.  426), 
^^en  Publication  auch  im  fünften  Bande  der  Annalen  begonnen 

28* 
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hat,  gab  der  Verfasser  eine  Methode  zur  Abbildung  von  Ober- 
flächen mit  cuspidalen  und  Rückkehr-Linien  auf  einer  Ebene. 
Da  aber  bisher  weder  der  Verfasser  noch  ein  Anderer  ein  Beispki 
zu  einer  wirklichen  Abbildung  gegeben  hat,  so  will  er  in  der 
vorliegenden  Arbeit  diese  Lücke  ausfüllen,  indem  er  2  solelier 
Beispiele  behandelt.  Er  giebt  erstens  die  ebene  Abbildiq| 
einer  gewissen  Oberfläche  fünfter  Ordnung  mit  einer  DoppA 
geraden,  2  einfachen  Geraden  und  einer  cuspidalen  GurTe, 
eine  specielle  Raumcurve  vierter  Ordnung  ist.  Diese  Oberflid 
erhält  der  Verfasser  mittelst  einer  Transformation  dritter  Ordui^ 
aus  einer  gewissen  Oberfläche  zweiten  Grades.  Zweitens  ft 
einer  gewissen  Oberfläche  vierter  Ordnung  mit  einem  cuspidik 
Kegelschnitt,  welche  er  mittelst  einer  Transformation  zwdl 
Grades  aus  einer  speciellen  Fläche  dritten  Grades  erhält. 

Jg.  (0.) 

8.  Roberts.      On    Professor   Cremona's    transfomiatioi 
between  two  planes  and  tables  relating  thereto. 

Proc.  of  L.  M.  S.  IV.  121-139. 
Weitere  Entwickelung  der  Theorie,  die  in  Cremona'0 
handlungen  und  in  Cayley's  Arbeit:    „On  the  rational 
mation  between  two  Spaces"  (Pr.  of  L.  M.  S.  III.  127,  sieke 
d.  M.  III.  426-430)  enthalten  ist.    Tafeln  für  die  Fälle  n  =  V 

9,  10,  Sp  +  I,  3p  +  2,  4p,  4p  +  lj  4p  +  2,  4p+3. 

C\y.  (0.) 

H.  G.  Zeuthen.     Etudes  g^omdtriques  de  quelques-u 
des    propri^t^s   de    deux    surfaces    dont  les  pointBi 
correspondent  un-a-un.    ciebsch  Ann.  IV.  1871.  21-49. 

Siehe  F.  d.  M.  IIL  p.  295. 
B.  Igel.     Ueber  Abbildung  eines  Kreisbogenzweiecb 

Schlömilch  Z.  XVII,  251-255. 

Nachdem  die  durch  Gleichung  W  + w  =  tg  (p+ji)  MiaäB 

Abbild^ng  discutirt  ist,  wird  gezeigt,  dass  das  Inner«  (w)  ** 
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eisbogenzweiecks  auf  das  Innere  eines  Kreises  s  abgebildet 
rd  durch  die  Gleichung: 

Die  imaginäre  y-Axe  verbindet  die  Ecken  des  Zweiecks  un  d 
rd  von  der  rr-Axe  halbirt,  die  Hälfte  der  zwischen  den  Ecken 
legenen  y-Axe  ist  als  Einheit  angesehen,  die  Treffpunkte  der 
gen  auf  der  rr-Axe  sind  vom  Goordinatenanfang  um  tgp^  und 
D,  entfernt  (tgp,  <tgpj,    die  Winkel  p,   und  p^    zwischen 

-|-  und  +  -^  gewählt.     Für  p,  =  0  erhält  man  die  Abbil- 

ttg  eines  Segmentes,  für  p^  =  —  ^^r  bildet  Function«?  eine 
Ibebene,  der  ein  Kreissegment  angefügt  ist,  auf  den  Kreis  ab; 

Pi  =  — o-  7  Po  =  0,  so  wird  die  einfache  Halbebene  auf  den 

»—1 
eis  abgebildet,  und  es  wird  to  =  — -j-r- ,  wie  schon  Schwarz 

orchardt  J.  LXX.  112,  siehe  F.  d.  M.  H.  p.  626)  angegeben  bat. 

K. 

Igel.     Zur  Theorie  der  quadratischen  Transforma- 
tionen.   Schlömilch  Z.  XVII.  516-518. 

Denkt  man  zwei  aufeinanderliegende  Ebenen  x  und  y  so 
dnander  bezogen,  dass  zwischen  den  homogenen  Coordinaten 
u  ^v  Hl  Hz  Vz  zweier  Punkte  folgende  Gleichungen  bestehen : 

*=3i=3  x=3Z=3 

JS^hX  x^yi  =  0,        2hl  a?x  yi  =  0, 

Bind  alle  Punkte  des  einen  Blattes  eindeutig  auf  die  des 
ern  bezogen.  Verlangt  man  nun,  es  solle  dem  Punkt o;  des 
:en  Blattes  der  Punkt  y  des  zweiten  entsprechen,  während 
leich  dem  Punkt  y  des  ersten  Blattes  der  Punkt  x  des  zweiten 
spricht,  so  müssen  entweder^  wie  schon  früher  bekannt, 
;ende  Bedingungen  erfüllt  sein: 

dxl  =  «Ax,   h^x  =  6ix, 

}r  —  und  dieser  Fall  ist  noch  nicht  erörtert  worden: 
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In  diesem  Falle  nehmen  die  obigen  Gleichungen  die  Form: 

0  =  «1 1  ^,  yi  +ö,.  ^t  ^2  +  033  ^3  y3+«i3  («1  yt+«f!f,) 

+  «2  3  (^t  »3+^3»«)  +  »1  3  (^1   Vz  +^3!/l) 

an. 

Setzt  man 

^1 1  ajj  +2033  0?,  ajj  -) —  =  fx, 
so  lässt  sich  diese  Gleichung  auch  schreiben: 
dfx  dfx    .        dfx         _ 

während  die  zweite  Gleichung  die  Form  erhält: 

«1  (^2y8-^3y2)+«2(^3yi— ^iy3)+«3(^iy3— ^2yi)  =  o- 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  fttr  den  betrachtet 
Fall  der  quadratischen  Transformation  folgende  Eigenschaftt 
1)  Die  Verbindungslinie  zweier  entsprechender  Pankte  x  und 
geht  immer  durch  einen  festen  Punkt  «j  a^a^.  2)  Jeder  Gerad 
des  einen  Blattes  (y)  entspricht  ein  Kegelschnitt  im  andern  (i 
alle  Kegelschnitte  haben  ^  wie  in  dem  gewöhnlich  behandelt! 
Falle,  drei  Punkte  a, /?,  y,  gemein;  während  aber  sonst  jed 
Ecke  des  Dreiecks  die  Gegenseite  entspricht,  so  entspricht  lii 
zwar  einem  Punkt  a  die  Gegenseite  ßy^  aber  dem  Punkt /Sei 
spricht  a/S;  y  +  ay.  Endlich  haben  in  diesem  Falle  alle  PanU 
des  Kegelschnittes  fx=0  die  Eigenschaft^  sich  selbst  ludt 
sprechen^  während  es  im  Allgemeinen  nur  4  solcher  FodUi 
giebt.  K. 

H.  DuREGE.     Ueber  Curveii   dritter  Ordnung    und  te 
Abbildung  auf  einem  Kreise.   Schiömiich  z.  xvii.  4334fc 

Glebsch  hat  nachgewiesen  (Borchardt  J.  LXIV  p.  94)^  dattflt 
die  Coordinaten  einer  ebenen  Curve  3*"  Ordnung  durch  elliptiaol 
Functionen  eines  Argumentes  ausdrücken  lassen  imd  im  Ü 
drei  Curvenpunkte  in  einer  Geraden  die  Summe  der  zugehörig 
Argumente  verschwindet.  Dasselbe  fiesultat  entwickelt  Q 
Dur6ge,  indem  er  von  der  Erzeugung  der  Cui*ven  3*®''0rdiwi 
durch  zwei  projectivische  Strahleninvolutionen  o  und  o'  aasge 
von  der  besonderen  Lage,  dass  in   oo'  zwei,   entsprechend 
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;rahlenpaaren  zugehörige  Strahlen  vereinigt  sind  (cf.  Clebsch 
an.  V.  83.  s.  Abschn.  VIII.  Cap.  5  p.  283).  Für  den  Fall,  in 
elchem  ein  Scheitel  o  in  einen  Wendepunkt  tn  verlegt  wird,  der 
kdere  o'  Berührungspunkt  m  einer  von  w  aus  gezogenen  Tangente 
b,  während  die  Strahlenpaare  der  Involution  nach  den  conju- 
:rten  Polepaaren  desjenigen  Systems  gerichtet  sind,  welchem  w 
xi  m  als  conjugirte  Pole  angehören,  bilden  mtc  und  die  har- 
onische  Polare  W  von  tc  die  Doppelstrahlen  der  Involution  m. 
ezeichnet  J  die  Wendetangente  des  Punktes  w,  W  äie  harmo- 
fiche  Polare,  T^  T,  T^  die  von  w  gezogenen  Tangenten,  und  nimmt 
an  T  =  a?j  =  0,  J  =  a?2  =  0,  W  =  x^  =  0  zu  Seiten ;des  Fun- 
amentaldreiecks, so  erhält  die  Gleichung  der  Curve  die  Form: 

(1)        x,xl  =  r\  (a'x,  +  x,Xß'^^  +  ^ty> 
*a;j4-a?2  =  0  und  ß^x^  +  x.^  =  0  bedeuten  die  Tangenten  T^  und 
g.    Die  Schnittpunkte  einer  Geraden  x^  =  fix^  erhält  man  als- 
ann  aus  der  Gleichung: 

f^x,xl^r\a'+f^Xß'+f^)xl 
efzt  man  nun 

findet  sich,  dass  ein  beliebiger  Curvenpunkt  x^x^x^  mit  Hilfe 
8  Parameters  fi  ausgedrückt  werden  kann;  man  hat: 

(3)        x^  :x^:x^  =  lifiiL 

o 

'tzt  man  —  =k  (Modul);  fi  =  —/J^sin'amt/,  so  ergiebt  sich: 

^    ajj :  x^ :  x^  =  sinamw  :  —  ß^sinam^u  :  ^  —lya^o^amu*  Jamu. 
t^  Bedingung,  dass  drei  Curvenpunkte  u,  u\  w"  in  einer  Geraden 
^gen,  fordert  das  Verschwinden  der  Determinante: 
sin  am u,    sin ^amu,    cos  am i^  •  Jam u 
sin  am u*,    sin^ am u',   co^amu^'Jamu* 
sin  am m",  sin' am  w",   0OBamu^'*Jamu^' 

ach  einigen  Umformungen  ergiebt  sich,  dass  der  Werth  dieser 
eterminante  Null  wird,  wenn  w  +  w'+w"  =  0  oder  =  einem 
ielfachen  von  4£  ist. 

Es  ist  zu  bemerk.en,  dass  reellen  Argumenten  u  nicht  auch 
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reelle  Werthe  von  fi  und  damit  reelle  Punkte  der  Curve 
sprechen.  Um  Gleichung  (4)  so  zu  gestalten,  dass  dies  gesc 
theilt  der  Verfasser  alle  Curven  3*®'' Ordnung  in  zwei  Hau 
tnngen:  1)  in  solche,  die  aus  zwei  getrennten  Tbeilen  besi 
welche  auch  nicht  im  Unendlichen  zusammenhängen  (der  ' 
der  sich  der  reellen  Asymptote  mit  zwei  in*s  Unendliche  g 
den  Aesten  auschliesst,  heisse  U,  der  andere  S);  2)  in  s< 
welche  aus  dem  Theile  U  bestehen,  während  S  imaginär  g( 
den  ist.  Die  Curven  mit  isolirtem  Doppelpunkt  bilden  den  ü 
gang.  Nun  werden  die  Punkte  w  und  m  auf  U  gewählt, 
liegen  die  Berührungspunkte  der  beiden  anderen  von  w 
gehenden  Tangenten  (Tg  und  7\)  auf  S  oder  sind  in  Fall  2) 
ginär;  d.  h.  a  und  ß  sind  entweder  reell  oder  imaginär.  Als 
setzt  man: 

(5)        ^  =  a-/?tg^iy,     l  ^  yl^^ni^—^-J^ JL 

Durchläuft  Bogen  qp  alle  Werthe  von  0  bis  2;r,  so  durchläuft 
entsprechende  Curvenpunkt  den  ganzen  Theil  ü  und  nur  die 
jedem  Punkt  dieses  Curventheiles  entspricht  ein  Werth  von  (f 
umgekehrt,  so  dass  die  Curve  V  durch  Gleichung  (5)  einde 
auf  die  Peripherie  eines  Kreises  abgebildet  wird. 
Für  Curve  (1)  setzt  man  in  (5) 

"Lnß^u     Ju,.ik\ 

«  + 

dann  findet  sich: 


|  =  ft,   ^^am(h!u^y 


(med.  = 


Jamu-^-aosamu'  sinamw 

Für  die  Curven  (2)  setzt  man: 

«  — /?  ,     . 

und  erhält: 

(7)      ^=:«.^|^£2!f!^,    ;i  =  yy2(^-^4flü^. 
^         ^  l+co&amu'  ^'    ^     ''^"^sinomM 

Die  Gleichungen  (6)  und  (7)  geben  die  gewünschte  Danrtelli 
und  auch  für  diese  gilt  der  oben  erwähnte. Satz  über  dieSoB 
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)r  Argumente  von  drei  Punkten  in  einer  Geraden.  Besonderes 
iteresse  verdienen  diese  Umformungen,  weil  sie  lehren,  dass  die 
m  Herrn  Durige  für  Curven  mit  isolirtem  Doppelpunkt  (Clebscb 
nn.  I.  520,  lieber  fortgesetztes  Tangentenziehen  etc.  siehe  F.  d. 
.II.  p.  507)  entwickelten  Sätze  auch  fllr  die  Curvengattung  (2) 
ad  für  Theil  U  der  Gattung  (1)  giltig  bleiben.  K. 


.  Saltel.  Sur  rapplicatioii  de  la  transformation  ar- 
gu^sienne  k  la  gen^ration  des  courbes  et  des  surfaces 
geomötriques.    M6m.  de  Belg.  XXII.  1-53 

,  Gilbert.   Eapport  sur  ce  memoire.  Bull,  de  Belg.  (2)  xxxii. 

334-353,  XXXIII.  374. 

.  Saltel.     Sur  quelques  questions  de  g^om^trie. 

Bull,  de  Belg.  (2)  XXXIV.  51-52. 

Die  von  Herrn  Saltel  aufgestellte  Argues'sche  Transformation 
K>  genannt  nach  Desargues)  ist  eine  sehr  einfache  eindeutige 
Bd  umkehrbare  Transformation,  die  folgendermassen  definirt 
ird.  Es  sei  K  eine  Curve  m*®«^  Ordnung,  P  ein  Punkt  ihrer 
>ene,  Pol  der  Transformation  genannt,  S  und  T  zwei  Kegel- 
titiitte,  Fundamentalkegelschnitte  genannt  (coniques  de  räf^- 
Xce),  die  sich  in  vier  Punkten  schneiden  R^,  R^,  R^y  R^.  Durch 
U  Punkt  P  wird  eine  Secante  gezogen,  die  K  im  Punkte  M 
d  die  Kegelschnitte  in  den  Punkten  s^  s',  t,  t  schneiden  möge, 
'i"  geometrische  Ort  des  Punktes  Jlf' ,  der  in  der  durch  die  vier 
tikte  «,  s\  ty  t  definirten  Involution  zu  M  homolog  ist,  ist  die 
gues'sche  Transformirte  ( arguösienne )  von  K.  Die  genannte 
Hnsformation  geht  in  die  Transformation  durch  reciproke  radii 
Stores  über,  wenn  S  und  T  Kreise  sind,  in  die  Transformation 
"^eiter  Ordnung  (transf.  quadrique)  von  Hirst,  wenn  S  und  T 
«ammenfallen. 

Wie  man  sieht,  ist  nach  dem  Satze  von  Desargues  über  In- 
flation fftr  den  Punkt  P  die  Argues'sche  Transformirte  der 
egelscbnitt  C,  der  durch  PR^  R^  A,  R^  geht;  fttr  R^  ist  es  die 
erade  PÄj,  für  fi,  Pß,,  fttr  Ä,  PB,,  für  R^  PR^.    Die  Punkte 
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P,  ß„  Äj,  A3,  R^  sind  die  Argues'schen  correspondirendeu  der- 
jenigen Punkte,  in  denen  C,  PR^,  PR^,  PÄ3,  PR^  die  Curvef 
schneiden. 

Die  Argues'sche  Transformirte  />'  einer  Geraden  D  ist  eine 
Curve  dritter  Ordnung.  Denn  D  trifft  C  in  zwei  Punkten,  nnil 
daher  ist  P  ein  Doppelpunkt  von  />',  und  eine  durch  P  gelegte 
Secante  triflft  D'  ausser  in  P  nur  noch  in  einem  Punkte.  Da  dk 
Gerade  D  jede  der  Geraden  PR  in  einem  Punkte  triflft,  so  mi 
R^,  B2,  Ri,  A4  einfache  Punkte  von  D'.  In  mehreren  Fällen  zer 
fällt  2>'  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade:  1)  Wenn  öduri 
Äj  geht,  zerfällt  D'  in  die  Gerade  Pßj  und  einen  durch  P,R^,Rt,t^ 
gehenden  Kegelschnitt,  und  analog  für  Ä,,  A3,  ß^.  2)  Gehtflduwl 
P,  so  besteht  die  Transformirte  aus  D  selbst  und  C  3)  Lifi|f 
P  auf  ßj  ßj,  so  zerfällt  D'  in  die  Gerade  Pßj  ß,  und  einen  duri 
ßg,  ß^  und  P  gehenden  Kegelschnitt. 

Geht  eine  Curve  K  vom  Grade  m  durch  die  Punkte  P,  Ä,, 
ßj,  ßj,  ß^  resp.  p,  r^y  r^,  r^y  r^  mal,  so  zerfällt  ihre  Transfonnirle 
in  pmal   den   Kegelschnitt  C,   r,  mal  die  Geraden  PR^,  r^id 
PR^y  Tj  mal   Pßj,   r^  mal  Pß^    und  eine  Curve  JST'.    SchnekWjif 
man   diese  Transformirte   durch   eine  Gerade  D,   so  sehndMl 
die  Transformirte  D*  von  />  die  Curve  K  in  3i»  Punkten,  ^m 
mit  schneidet  auch  D  die  Transformirte  von  ÜT  in  3m  Punkt«! 
von  denen  2p  auf  den  p  Kegelschnitten  C,  ^^+r3  +  ^J+^^ 
den   rj+r.  +  rj  +  r^  Geraden  Pß,,   Pß,,   Pßg,    Pß^,  m's» 
""(^1  +  ^2 +''3 +^4+ '2p)  auf  K\  der  eigentlichen  Argues*«!* 
Transformirten   von  K,  liegen.     Die  Gerade  Pß,   trifit  IT  ii  • 
Punkten.   Demnach  ist  ß^  ein  mfacher  Punkt  der  Transfontiitt 
er  liegt  nämlich  r,  mal  auf  den  r^  Geraden  Pß,,  pmal  arffc 
p  Kegelschnitten  C.r'^^m  —  (r,  -fp)mal  auf  IC.   Der  Kegdsehi 
C  triflft  K  in  2w  Punkten.     Daher  ist  P  ein  2w  facher  Punkt  te 
Transformirten;  er  liegt  resp.  r,,  r,,  r3,  r^  mal  auf  PÄ,,  Pß,,  "i» 
Pß^,  p  mal  auf  den  p  Kegelschnitten  C,  p'  =  2m— (rj+fj+fi+fj  i 
mal  auf  K*.    K'  ist  somit  vom  Grade  m\  und  die  Punkte  f,  li> 
ßj,  ßj,  ß^  sind  resp.  p',  r',,  r'g,  r',,  r'^  fache  Punkte  dieser  Osf* 
Femer  ist  fast  evident,  dass  jedem  vielfachen  Paukte  v<m  1^  <■* 
Punkt  gleich  hober  Ordnung  von  K  entspricht,  -r  Dies  U^ 
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ite  Fundamental-Theorem  von  Herrn  Saltel.  Dasselbe  geht  in 
i  anderes,  einfacheres  über,  wenn  P  auf  einer  gemeinsamen 
eante  der  beiden  Fundamentalkegelschnitte  liegt.  Die  Trans- 
mation  ist  eine  reciproke,  d.  h.  man  kann  überall  die  accen- 
rten  Buchstaben  mit  den  nicht  accentuirten  vertauschen. 

Haben  zwei  Curven  n  gemeinsame  Punkte,  so  findet  dasselbe 
t  ihren  Transformirten  statt.  Demnach  hat  man  ein  Mittel, 
I  Tangente,  den  Osculationskreis,  die  osculirende  Parabel,  den 
iulirenden  Kegelschnitt  in  einem  Punkte  einer  Curve  zu  con- 
uiren,  wenn  man  diese  Linien  in  dem  correspondirenden 
nkte  der  Transformirten  construiren  kann.  Soll  man  z.  B.  die 
ngente  in  M'  an  K'  construiren,  so  construire  man  einen 
gelschnitt,  der  Kin  M  berührt  und  durch  P,  R^,  R^  geht.  Seine 
msformirte  ist  ein  Kegelschnitt,  der  K'  in  W  berührt  und 
eh  P,  A3,  R^  geht.  An  diesen  hat  man  nur  in  W  eine  Tan- 
ite  zu  ziehen.  —  Mittelst  der  Argues'schen  Transformation 
m  man  aus  der  Construction  einer  Curve  von  gegebener  Art 

Construction  von  unzählig  vielen  successiven  Transformirten 
selben  Art  ableiten;  z.  B.  die  Curve  sechster  Ordnung,  welche 
P  einen  vierfachen  Punkt,  in  Ä^,  R^,  A3,  R^  Doppelpunkte 
,  transformirt  sich  in  einen  Kegelschnitt,  wenn  man  P  zum 

einer  Argues'schen  Transformation  nimmt  und  die  Funda- 
italkegelschnitte  durch  Ä,,  R^,  R^,  R^  gehen  lässt.  Die  Con- 
Lction  einer  solchen  Curve  ist  daher  auf  die  eines  Kegelschnitts 
Öckgeftthrt,  und  es  brauchen  von  der  Curve  nur  5  Punkte 
eben  zu  sein,  die  nicht  mit  P,  R^,  R^,  R^,  R^  zusammenfallen. 

Das  Princip  der  Dualität  findet  auf  alle  Sätze  von  Saltel 
le  Anwendung.  Er  zeigt  ausserdem,  noch  kurz  die  Ausdeh- 
ig  der  Argues*schen  Transformation  auf  Oberflächen.  Er  hat 
sh  eine  andere  eindeutige  Transformation  gefunden,  die  ihm 
lubt,  mit  Hülfe  der  Desargues'schen  Involution  ebene  Curven, 
imcurven  und  Flächen  zu  untersuchen.  Von  den  gefundenen 
lultaten  möge  noch  das  eine  hier  Platz  finden:  Die  Transfor- 
ionen einer  Geraden,  welche  Cremona  auf  homographische 
nsformationen  einer  andern  Geraden  und  auf  Transformation 
?h  reciproke  radii  vectores  zurückführt,  können  ersetzt  wordoQ 
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durch  eine  Reibe  von  Argues'schen  Transformationen ,   die  an 
einer  dritten  Geraden  vorgenommen  werden.        Mn.  (Wn.) 


H.  J.  Stephen  Smith.     Oii   the  circular  transformation 

of  Möbius.     Rep.  of  Brit.  Ass.  1872. 

Cly. 

G.  Frattini.     Sülle  coordinate  curvilinee.    BattagUni  G.  X. 

235. 
Es  werden  einige  Sätze  ohne  Beweis  angeführt^  welche  AA 
auf  die  (durch  Parallelen  zu  den  Normalen  bewirkte)  Abbildonj 
einer  beliebigen  Fläche  auf  der  Kugel  beziehen;  der  Inhalt  U 
dem  Referenten  wegen  mangelnder  Erläuterung  einiger  Zeidiei 
unverständlich  geblieben.  E. 

J.  C.  Maxwell.  On  the  conditions  that  in  the  traiM- 
formation  of  any  figure  by  curvilinear  coordinates  in 
three  dimensions  every  angle  in  the  new  figure  shaD 
be  equal  to  the  corresponding  angle  in  the  origiMi 

figure.   Proc.  of  L.  M  S.  IV.  117-119. 

Beweis  des  bekannten  Satzes,  dass  die  einzige  Transf( 
tiousmethode  einer  Figur  in  drei  Dimensionen,  bei  welcher 
Winkel  unverändert  bleiben,  die  Methode  der  Inversion  oder 
reciproken  Radiusvectors  ist.  Der  Verfasser  bezieht  sich  aaf 
Arbeit  von  Herrn  Haton  de  la  Goupilli^re  im  Journ  d.  Vfic 
Cahier  XXV.  Cly.  (0.) 

W.  K.  Clifford.     Geometry  on  an  ellipsoid.    Proa<rft| 

M.  S.  IV.  215-218. 

Die  Darstellung  des  EUipsoides  in  der  Ebene  hängt  abvoi 
vier  concyklischen  Punkten  0^  0,0304,  entsprechend  dem  SArii 
der  Oberfläche  durch  den  Kreis  im  Unendlichen,  welche  die  ^A- 
soluten^  genannt  werden,  und  von  zwei  anderen  Ponkten  i,j'^ 
der  Ebene.    Die  ebenen  Schnitte  des  EUipsoides  werden  dirge* 
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eilt  durch  die  Kegelschnitte,  durch  die  Punkte  ij,  die  Krttm- 
ungscurven  durch  confocale  anallagmatische  Linien,  die  als  Foci 
ewisse  Punkte  ti  haben,  welche  die  Gegenpunkte  der  Punkte  0 
nd.  .  Cly.  (0.) 

L.  Cayley*     On  the   representation  of  a  spherical  or 
other  surface  on  a  plane.   Messenger  (2)  11.  36-37. 

Kurzer  Versuch  der  Chart  ographie,  geschrieben  als  ein  Spe- 
men,  dessen  es  bei  „Smith's  prize  Examination«  zu  Cambridge 
5durfte.  Glr.  (0.) 

K  Hentschel.    Ueber  einige  conforme  Abbildungen. 

Schlöoylch  Z.  XVII.  39-66. 

Die  Aufgabe,  das  Innere  eines  einfach  zusammenhängenden 
lächenstttckes  w  auf  den  Einheitskreis  Z  conform  abzubilden, 
ird  (cf.  Riemann  Doctor-Dissert.  §  21)  auf  die  Lösung  der  Dif- 

Wntialgleichung  "3^+3^  =  0  (1)  hinausgeffthrt.    Ist  Vi  der 

>  U  gehörige  imaginäre  Theil  und  setzt  man  die  complexe 
ttnction  P+Ft  =  MT,  so  kann  die  Abbildung  der  aj+yi  («?)- 
i>ene  auf  die  Z- Ebene  wegen  der  Einfachheit  der  Grenzbe- 
t^gungen  vortheilhaft  vermittelt  werden  durch  die  Gleichung 
^  (ir  — «(?o)c"^.  Dabei  bezeichnet  m?o  den  Punkt,  der  dem  Mittel- 
Ukt  Z  =  0  des  Einheitskreises  entspricht.  Die  Abhandlung  stellt 
i^  die  Form  der  Function  W  fest  für  den  Fall,  dass  das  Flächen- 
'ck  w  begrenzt  wird:  1)  von  einem  Kreise,  2)  von  einer  Ellipse, 
Ton  einem  Rechteck,  4)  von  einer  Lemniskate,  5)  von  drei 
'eisen,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden  liegen,  während 
1^  eine  die  beiden  anderen,  congruenten  rechtwinklig  schneidet, 
allen  Fällen  wird  Function  W  durch  eine  Reibe  bestimmt, 
ilche  sich  nachträglich  summiren  lässt.  Ftlr  jede  der  genannten 
^bildungen  wird  die  Gleichung  (1)  in  passender  Weise  trans- 
rmirt;  für  die  Abbildung  I  setzt  man  x  =  ßcosi*,  y  =  Q%m&; 
.durch  verwandelt  sieh  die  Gleichung  (1)  in 


434  I^-  AbschniU.    Analytische  Geometrie.  . 

Diese  hat  das  allgemeine  Integral 

U  =  ^n{(^e"  +  *ne-'*)COS«t^  +  (Cne"  +  />ne-*)sinn*}. 
U 

Nennt  man  den  Radius  des  abzubildenden  Kreises  q^j  ist  fer 

Wq  =  p  (reell),  und  berüeksichtigt  man  die  Bedingung,   dasE 

fttr  alle  Werthe  von  p<^p^>0  endlich  bleiben  soll,  dass  fllr 

®    1  o** 

g  =  Q,     U  =  logVeJ  — 2peiCOSt9'+p'  =  l^gPi  -  ^n-^oosn 

1    n  e, 

80  verwandelt  sich  obige  Reihe  für  U  in 

löge -l„-^(^)  cosnö-; 
daraus  findet  sich 

»f  =  r+ Fi  =  log^l:::^  und  z  =  ft -^^=1^. 

In  entsprechender  Weise  wird  in  Fall  2)  bis  5)  verfahren^ 
Begrenzung  bildet  jedesmal  ein  Paar  der  krummlinigen  Cooi 
naten;  in  Fall  3)  benutzt  man  als  abbildende  Function 

Z  =  tang|.e-^ 

weil  sich  logtang—  in  passender  Weise  entwickeln  lässt  Nl 

der  Ermittelung  der  Form  der  abbildenden  Functionen  wird  j 
Entsprechen  des  Innern  der  auf  einander  abgebildeten  Figv 
erörtert.    Siehe  auch  F.  d.  M.  II.  624—628,  III.  423.        K. 
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Mechanik. 

Capitel  L 
Allgemeines,     (Lehrbücher  etc.) 

Klein.    Die  Principien  der  Mechanik,  historisch  und 

kritisch   dargestellt.     Leipzig.  Teubner. 
,  Siehe  Abschn.  I.  Cap.  2.  p.  34. 

.  Mathieu.     Sur  la  publication  d'un  Cours  de  physique 

mathömatique.    Liouville  J.  (2)  XVIL  418-42L 

Anzeige  eines  grösseren  Werkes^  über  welches  im  nächsten 
pnie  zu  berichten  sein  wird.  Wn. 

'.  Grashof.     Theoretische  Maschinenlehre.    Band  I. 

Carlsruhe. 

Das  vorliegende  Buch  werden  wir  nach  dem  vollständigen 
"Scbeinen  des.  ersten  Bandes  besprechen.  Ein  kurzes  Referat 
er  die  1872  erschienene  Lieferung,  die  mechanische  Wärme- 
-orie  enthaltend,  findet  sich  in  Z.  d.  Ing.  XVI.  534-535. 

Wn. 

>BERT  Stawell  Ball.     Elemcntary  lessons  on  applied 

Tnechanics.      12'"®.    (Casseirs  Techn.  Mans.)    Cassell. 
Ein  gutes  Buch  über  experimentelle  Mechanik.  Hi. 

J^ortschr.  d.  Math.  IV.  3.  29 
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Wm.  John  M.  Rankine.     Manual  of  applied  mechamcs. 

6«»»:ed.  post  8vo    Griffin. 

Hi. 

K.  VON  Ott.    Die  Grundzüge  des  graphischen  Rechnai 
und  der  graphischen  Statik.   2.  Aue.  Prag.  Calve. 

Die  neue  Auflage  dieses  Werkes  (die  erste  ist  im  2**"  Banil 
d.  F.  d.  M.  p.  661  besprochen)  ist  einmal  dadureh  verbessert, 
die  Figuren  in  den  Text  aufgenommen  sind,  andrerseits  w( 
lieh  gegen  die  frühere  vermehrt,  indem  sie  die  Bestimmung 
in  Fachwerkträgern  auftretenden  Kräfte  enthält.   Neu  hinzogefl 
ist  auch  der  dritte  Theil,  der  die  Elemente  der  FestigkeitslAi 
giebt.    Theorien  sind  aber  nur  soweit  berücksichtigt,  als  e« 
elementarer  Mathematik  möglich  war.  0. 
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Kinematik. 
8.  H,  Aronhold.     Grundzüge   der  kinematischen 

metrie.    Verh.  d.  Vereins  z.  Beförd.  d.  Gewerbfleisses  in  Pr. 

Der  Verfasser  versteht  unter  kinematischer  Geometrie 
jenige  Disciplin,  welche  sich  mit  der  Erzeugung  geometrii 
Gebilde  durch  wirkliche  Bewegung  beschäftigt  und  zwar 
der  Voraussetzung,  dass  die  bewegten  Elemente,  d.  h.  P 
Linien,  Flächen  u.  s.  w.  starren  Systemen  oder  Verbindungei 
starren  Systemen  angehören. 

Die  Aufgabe  des  Verfassers  ist  folgende:  Die  Bewegan; 
starren  Systems  sei  dadurch  definirt,  dass  eine  notbwendige 
hinreichende  Anzahl  beliebig  gewählter  Elemente  deiselbeB 
absoluten  Räume  gegebene  geometrische  Gebilde  beachndK; 
sollen  die  Gebilde  bestimmt  werden,  welche  von  den 
Elementen  des  Systemes  erzeugt  werden.    Er  nennt  das  gaa* 
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^■^  aus  dem  stabilen  Gleichgewicht  herausger 
EI> rillung  um  eine  harmonische  Schraube,  so 
**     immer  um  diese  Schraube  oscilliren. 

Csy.  (M.) 

winetrical  study  of  the  kinematics, 
all  oscillations  of  a  rigid  body. 

,  die  in  der  Royal  Jrish  Academy 
*.  Referat.  Cly.  (0.) 


:.  \ 


lovimeuto    di   im    sistema 

Nap.  1871. 

u  auf  ein  Fundamentalte- 

^eichungen  der  Bewegung. 

,-  Augenblick  die  Geschwin- 

wiiien  Rotationen  des  Systems  um  die 

s^aers  und  dadurch  die  Lage  der  Rotationsaxe, 

i  entsprechenden  Geschwindigkeiten  der  Rotation 

des  Systems  schneidet.  Jg.  (0.) 


Del  moto   geometrico  di  un  solido  che 

ra  un   altro   solido.     Battaglini  G.  X.  103-115. 

besteht  in  einer  neuen  Herleitung  von  Resultaten, 
mson  und  Tait  bei  der  Untersuchung  der  Bewe- 
nander  berührender  Körper  in  ihrem  Werke: 
Ural  philosophy,  Oxford  1867*  gelangt  sind.  Es 
die  Relation 


) 


fr?  +  (tr,-^)(ir,-.i-)  =  0 


omponenten  der  momentanen  Rotationsgeschwin- 
logonalen  Systems  bestehend  aus  der  Tangente 
mrve,  der  Flächennormale  und  der  geodätischen 
ezüglich  auf  die  erste,   w^  auf  die  letzte,  und 
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E.  S.  Ball.      On    the  theory  of  screws,  a  geometrical 
study  of  the  kinematics,  equilibrium  and  small  osdl- 

lations   of  a  rigid   body.    Trans,  of  Dublin.  1872. 

Eine  Schraube  (screw)  entsteht  dadurch,  dass  man  mit  eioei 
geraden  Linie  im  Räume  eine  lineare  Grösse  (pitch,  Höhe  oder 
Steigung)  in  Verbindung  bringt;  ein  Körper  erhält  eine  Drülnij 
(twist),  wenn  er  parallel  zu  einer  Schraube  verschoben  wird  mii 
zu  gleicher  Zeit  um  die  Schraube  rotirt.  Das  Product  aus  der 
Steigung  und  dem  Drillungswinkel  ist  gleich  der  VersehiebuBj. 
Eine  längs  der  Schraube  wirkende  Kraft  und  ein  zur  SchrMh^ 
senkrechtes  Kräftepaar,  dessen  Moment  gleich  dem  Product  am 
jener  Kraft  und  der  Steigung  ist,  geben  eine  SchraubendrehuDj 
(wrench).  Eine  jede  Drillung  (oder  Schraubendrehung)  längs  ei« 
gegebenen  Schraube  kann  in  G  Drillungen  (oder  Schraub» 
drehungen)  längs  6  gegebenen  Schrauben  zerlegt  werden.  Wem 
ein  Körper,  der  gerade  frei  ist,  für  eine  Drillung  um  eine  Schrank 
A,  durch  eine  Schraubendrehung  um  die  Schraube  B  in  Gleiek' 
gewicht  gehalten  wird,  so  kann  umgekehrt  ein  um  B  freier  Körpff 
durch  eine  Schraubendrehung  um  A  nicht  gestört  werden; 
nennt  A  und  B  reciproke  Schrauben.  Man  kann  eine  Schraiih| 
so  bestimmen,  dass  sie  zu  5  gegebenen  Schrauben  reciprokü 
Nun  giebt  es  eine  Fläche,  Cylindroid  genannt: 

is(a?'4-y')  — 2ma:y  =  0,  '; 

welche  verschiedene  mechanische  Eigenschaften  besitzt.  Up 
einem  Cylindroid  eine  Schraube  gegeben,  so  kann  eine  redpri^ 
Schraube  auf  demselben  Cylindroid  gefunden  werden.  Es  iA|, 
gezeigt,  dass  wenn  ein  Körper  den  höchsten  Grad  der  mögüd*^ 
Freiheit  hat,  er  6  Grade  von  Freiheit  besitzt,  und  diese  werfä 
ganz  allgemein  durch  Systeme  von  Schrauben  und  redpwl* 
Schrauben  entwickelt.  Die  vorliegende  Arbeit,  welche  höeW 
wichtige  Erweiterungen  für  die  theoretische  Mechanik  giebt,  ent« 
hält  zahlreiche  neue  Theoreme,  von  denen  wir  als  Beispiel  w» 
die  beiden  folgenden  anführen:  1)  Sind  X  und  Y  ein  Pa»rw^^ 
kender  Schrauben,  A  und  B  die  entsprechenden  momentvMi 
Schrauben,  so  ist,  wenn  A  reciprok  zu  F  ist,  B  reciprokzaX 


^ 
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Wird  ein  Körper  aus  dem  stabilen  Gleichgewicht  herausger 
acht  durch  eine  Drillung  um  eine  harmonische  Schraube,  so 
rd  der  Körper  für  immer  um  diese  Schraube  oscilliren. 

Csy.  (M.) 

.  S.  Ball.  On  geometrical  study  of  the  kinematics, 
equilibrium  and  small  oscillations  of  a  rigid  body. 

Quart.  J.  XIL  41-47. 

Auszug  aus  einer  Arbeit,  die  in  der  Royal  Jrish  Academy 
lesen  ist.    Siehe  das  obige  Referat.  Cly.  (0.) 

.  Battaglini.  Nota  sul  movimeuto  di  im  sistema 
di  forma  invariabile.    Rend.  di  Nap.  187L 

Der  Verfasser  bezieht  das  System  auf  ein  Fundamentalte- 
leder  und  untersucht  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Bewegung, 
iese  Gleichungen  bestimmen  för  jeden  Augenblick  die  Geschwin- 
^keiten  der  unendlich  kleinen  Rotationen  des  Systems  um  die 
toten  des  Tetraeders  und  dadurch  die  Lage  der  Rotationsaxe, 
I  sich  mit  den  entsprechenden  Geschwindigkeiten  der  Rotation 
1  Translation  des  Systems  schneidet.  Jg.  (0.) 

Belträmi.  Del  moto  geometrico  di  un  solido  che 
ruzzola  sopra  un  altro  solido.    Battaglini  G.  X.  103-115. 

Die  Arbeit  besteht  in  einer  neuen  Herleitung  von  Resultaten, 
vrelchen  Thomson  und  Tait  bei  der  Untersuchung  der  Bewe- 
ig  zweier  einander  berührender  Körper  in  ihrem  Werke: 
reatise  on  natural  philosophy,  Oxford  1867*  gelangt  sind.  Es 
txdelt  sich  um  die  Relation 

(9)  «'?+(«'.-^)(«'-:s:)  =  ö 

ischen  den  Componenten  der  momentanen  Rotationsgeschwin- 
^keit  des  orthogonalen  Systems  bestehend  aus  der  Tangente 
r  Berührungscurve,  der  Flächennormale  und  der  geodätischen 
rmale,   tv^  bezüglich  auf  die  erste,   w^  auf  die  letzte,  und 
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zwischen  den  Hauptkrümmungsradien  R^,  R.^  Der  Aufsatz  beginnt 
mit  der  Betrachtung  einer  beliebigen  Curve,  ausgehend  aaf  dk 
Bestimmung  der  momentanen  Rotation  eines  orthogonalen  Ax» 
Systems,  welches  mit  dem  begleitenden  Axensystem,  d.  i.  k 
Tangente,  Hauptnormale  und  Binormale,  die  erste  gemein  hat,  ni 
um  einen  variablen  Winkel  xp  um  dieselbe  gedreht  ist.  Da  dkn 
ip  einfach  additiv  oder  subtractiv  zum  Torsionswinkel  hinzutrii^ 
so  hätte  das  Resultat  unmittelbar  zutage  gelegen,  wenn  derte^ 
fasser  nicht  im  Anschluss  an  die  curventheoretischen  FotdA 
von  Serret  (er  ilihrt  als  Autor  dieser  unzweckmässigen  Anori^ 
nung  Freuet  an,  ohne  über  Serret's  Antheil  an  der  Anfstellmi 
zu  entscheiden)  den  Torsionsradius  statt  des  Torsionswinkels  dt 
geführt  hätte.  Doch  ist  der  gewonnene  Ausdruck  bedentoogA 
für  die  weitere  Untersuchung,  wo  nunmehr  jede  Curve  ab 
Bahn  des  Berührungspunktes  zweier  auf  einander  folj 
(bezw*  auch  gleitender)  Flächen  oder  Körper  betrachtet 
Die  momentane  Rotation  des  genannten  Axensystems  wird 
aus  ihm,  sondern  direct  aus  den  Richtungscosinus  der  Axen 
bekannten  Formeln  berechnet.    So  ergiebt  sich: 

während  der  Ausdruck  von  w^ ,  Gomponente  nach  der  Non 
weil  er  die  zweiten  Ableitungen  von  u  und  e  enthält, 
Anwendung  kommt.    Die  Bedeutung  der  Goefficienten  ist  i 
deutlich,  dass  to^  die  Krümmung  des  die  Curve  s  her 
Normalschnitts   darstellt,   und   w^   für  KrümmungsliDien  i 
schwindet,  während  u,  v  beliebige  Flächenparameter 
Als  dritte  Qleichung  kommt  der  Ausdruck  von  ds*  binza: 

Dann  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  -^,  —-  eine  Bell* 

ds       d$ 


zwischen  to^,  fr,  und   den  Coefficienten.     Beachtet  num, 
identisch 


I 
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(JB«?,-6)(Gir,-ff)-(:Fir.-0'+JIVj  =  0 
ird,  wenn  man  den  Aasdruck  mittelst  der  dritten  Gleichung 
omogen  macht,  so  ergiebt  sich  daraus  gemäss  der  bekannten 
Berthe  der  Summe  und  des  Products  der  Hauptkrttmmungen  die 
ormel  (9).  Weil  diese  nicht  über  das  Vorzeichen  von  tr^  ent- 
^heidet,  so  zieht  der  Verfasser  ihre  Zerlegung  in 

cos'i?'  ,  sin'd  .    ^       ^/  1        1  \ 

^^  =  ^Br  +  "Br^'   tr,  =  sin^cos*(^-^) 

DTj  und  vereinigt  beide  Gleichungen  wieder  zu 

cosdcosö'  ,    siniS-sinö  /a    ä^n  •  ^a    ä^x 
= H = =  fr,cos(d-©)-M?o8in(i9'-©), 

0  G  willkürlich  ist  und  sich  zur  Vermittelung  der  Beziehungen 
irischen  den  beiden  >einander  berührenden  Flächen  verwenden 
ksst,  indem  man  die  &  fttr  beide  Flächen  von  den  respectiven 
auptkrümmuDgstangenten  bis  zu  einer  beliebigen  gemeinsamen 
'4Dgente,  died'  gleichfalls  von  erstem  bis  zur  Tangente  der  Rollbahn 
dehnet.  Folgende  Resultate  hebt  der  Verfasser  hervor.  Zwischen 
er  momentanen  Richtung  der  Rollbahn  und  der  der  momentanen 
otationsaxe  findet  Reciprocität  statt.  Die  Paare  (demgemäss) 
Qematisch  conjugirter  Richtungen  bilden  eine  quadratische  In- 
lution.  Es  ist  die  unterscheidende  Eigenschaft  der  Doppelradien 
r  Involution,  dass  sie  den  Normalschnitten  gleicher  Krümmung 
t  der  einen  und  andern  Fläche  entsprechen.  Es  existirt  ein, 
td  im  allgemeinen  nur  ein  Paar  von  Richtungen,  welche  im 
igen  cinematischen  und  zugleich  im  bekannten  Dupin'schen 
Eine  conjugirt  sind.  Im  erstem  Sinne  existirt  immer  ein  ortho- 
'Hales  Paar. 

Zum  Verständniss  ist  zu  beachten^  dass  durch  Druckversehen 
^selben  Zeichen  E,  F,  G  zweierlei  bedeuten.  Ihre  zweite  Be- 
^titung  haben  sie  zur  Rechten  der  den  GL  (8)  vorhergehenden 
Leiehungen,  durch  welche  sie  definirt  sind,  ferner  in  der  ersten 
k,  (8)  und  der  dritten  Gleichung  des  darauf  folgenden  Systems. 

H. 

L  Durrande.      Propriöt^s    g^ndrales    du    döplacement 
d'une  figure  de  forme  variable,   c.  R.  Lxxiv.  1243-1247. 
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Es  wird  angeDommen,  dass  ein  räumliches  Gebilde,  während 
es  in  eine  Nachbarlage  übergeht^  so  seine  Gestalt  ändert,  da» 
die  Projectionen  der  Geschwindigkeiten  seiner  Punkte  lineare 
Functionen  der  Coordinaten  dieser  Punkte  sind.  Sind  X,  Y,  Z 
diese  Functionen,  so  erscheinen  die  Bedingungen  in  der  Fora 

-^  =  X,  — -  =  F,  —  =  Z.    Die  Untersuchung  der  Veränderung 

eines  solchen  Gebildes  schliesst  als  besonderen  Fall  die  Verschiß, 
bung  starrer  Systeme  in  sich. 

Bedeuten  A,  fi,  v  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  eine  Bii 
tung  mit  den  Axen  einschliesst,  und  bezeichnet  c  die  Gesck 
digkeit  eines  Punktes,   welche  mit  jener  Bichtung  einen  W: 
(p  bildet,  so  gelten  die  beiden  Gleichungen 

(1)  vcostp  =  lX+fiY-\'VZ, 

(2)  csinc^  =  ^(jiZ^vYy+{vX^XZy+aY-/AX)\ 

Aus  diesen  erkennt  man,  dass  die  Ebene  kX+fiY-^vZ  =0 
jenigen  Punkte  enthält,   deren  Geschwindigkeiten  normal 

X        Y       Z 

die  Richtung  (A,  ^m,  v)  sind,  und  die  Gerade  -y- =  — =  = —  äi 

jenigen  Punkte,  deren  Geschwindigkeiten  parallel  jener  Ricbl 
stattfinden.    Jene  Ebene  nennt  Herr  Durrande  die  der  Richl 
(X,fi,v)  conjugirte  Ebene  (plan   conjugu^),  und  die  Gerade  «i^. 
der  Richtung   (A,  /te,  v)  beigeordnete  Gerade  (droite  adjointej 
Indem  er  in  demselben  Sinne,  wie  es  Chasles  in  seiner  Thi 
der  Verrückung  starrer  Systeme  gethan  hat,  für  eine  be 
Ebene  den  Begriff  Brennpunkt  (foyer)  und  Gharacteristik  (i 
t^ristique)   einführt,    kann  er   folgende  Theoreme   ausspredieii 
„Die  einer  Richtung  beigeordnete  Gerade  ist  der  Ort  der 
punkte  aller  Ebenen,  welche  senkrecht  zu  dieser  Richtung  sini* 
„Die  einer  Richtung  conjugirte  Ebene  ist  der  Ort  der  Chanifr|] 
teristiken  aller  Ebenen,  welche  normal  zu  dieser  Richtung  stehen.'] 
Da,  wie  aus  (1)  und  (2)  folgt, 

(3)  (^Z-i/Y)'^+(i/X-AZ)'+(AF-^X)'-tg>(AX+fiF+vZ)'^ 
so  liegen  die  Punkte,  deren  Bewegungsrichtung  gegen  die 
tung  (l^fjü,  V)  dieselbe  Neigung  (p  haben,  auf  einem  Kegel  v 
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rades.  Den  vergchiedenen  Werthen  (p  entspricht  eine  Schaar 
•leher  Kegel;  die  Polaren,  welche  in  Bezug  auf  diese  Kegel- 
^haar  der  beigeordneten  Geraden  entsprechen,  liegen  in  der  con- 
girten  Ebene.  Fasst  man  daher  die  Punkte  einer  Ebene  in 
rem  Bewegungszustand  auf,  so  liegen  alle  diejenigen  Punkte, 
»en  Bewegungsrichtuugen  gegen  die  Normale  der  Ebene  die- 
tlbe  Neigung  <jp  haben,  auf  einem  Kegelschnitt;  fbr  alle  Kegel- 
ihnitte,  welche  den  verschiedenen  Neigungen  rp  entsprechen,  ist 
3r  Brennpunkt  der  Ebene  der  Pol  ihrer  Characteristik/2  In  dem 
dsonderen  Fall,  dass  das  bewegte  System  in  sich  starr  ist,  ist 
II  Brennpunkt  und  die  Characteristik  der  Ebene  der  Brenn- 
onkt  und  die  Directrix  aller  Kegelschnitte,  welche  den  verschie- 
3nen  Neigungen  rp  entsprechen: 

Die  Ebenen  JC=0,  F  =  0,  Z  =  0  schneiden  sich  im  AUge- 
einen  in  einem  Punkt;  dieser  Punkt  hat  in  der  Zeit  dt  die  6e- 
hwindigkeit  Null  und  wird  „Geschwindigkeitscentrum''  (centre 

yitesse)  genannt.  Durch  ihn  gehen  alle  conjugirten  Ebenen  und 
e  beigeordneten  Geraden,  welchie  Richtung  (A,  (a,  v)  man  auch 
Bzeichnen  mag.  Ist  das  bewegte  System  in  sich  starr,  so  liegt 
3  Geschwindigkeitscentrum  im  Unendlichen,  und  alle  conjugirten 
enen,  sowie  alle  beigeordneten  Geraden  sind  ein  und  derselben 
ilitung  parallel. 

Zum  Schluss  noch  die  Bemerkung,  dass^  da  die  Functionen 

y,  Z  zwölf  Parameter  einschliessen,  die  Bewegung  des  Systems 
stimmt  ist,  sobald  die  Geschwindigkeiten  von  vier  Punkten  in 
Osse  und  Richtung  gegeben  sind.  Sehn. 

Durrande.  De  racc^l^ration  dans  le  d^placement 
d'ün  Systeme  de  points  qui  reste  homographique  k 
lui-meme.    0.  R.  LXXV.  11771180. 

Fortsetzung  der  vorigen  Arbeit,  wie  auch  derjenigen,  die  in 
.nd  III  d.  F.  d.  M.  p.  440  besprochen  ist.  Der  Verfassiör  leitet 
erst  einige  Relationen  zwischen  den  Grössen  i,  a,  ßy  y  etc. 
I.  440)  her,  die  in  dem  Satze  gipfeln:  Der  Coefficient  £  der 
ischwindigkeit  der  linearen  Deformation  verändert  sich  im  um- 
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gekehrten  Verhältoiss,  wie  die  Quadrate  der  Radii  vectores  eiiM 
Oberfläche  zweiter  Ordnung,  (die  der  Verfasser  .^döformatri« 
nennt).  Sodann  leitet  er  folgenden  Satz  her:  ^In  der  Verrüdüu 
eines  Systemes  von  Punkten,  deren  Geschwindigkeiten  linei 
Functionen  der  Coordinaten  sind,  ist  der  Theil  der  Beschleu 
gung,  welcher  von  den  Parametern  der  Deformation  abhängt,  i 
Resultante  aus  1)  einer  Beschleunigung  normal  zu  einer  Oberfflbi 
zweiter  Ordnung,  homothetisch  der  zweiten  Deformation  und  gldc 
dem  letzten  Differentialparameter  der  ersten  Ordnung  dieser  Ob« 
fläche^  2)  einer  zusammengesetzten  centrifugalen  BeschleunigOK 
perpendicular  zum  Badiusvector  und  auf  einer  Geraden,  die  eil 
Axe  der  Beschleunigung  bezüglich  dieser  zweiten  Componente  ist' 

0. 

J.  SoMOFF.     Sur  les  vitesses  virtuelles  d'une  figure  in- 
variable assujettie  k  des  dquations  de  condition 
conques  de  forme  lin^aire.    M61.  math.  et  astr.  IV. 

Der  Verfasser  behandelt  dieselbe  Frage,  die  Herrn  MaDnheii 
in  tier  Arbeit:  „Etüde  sur  le  d6placement  d'une  figure  de  foiflt 
invariable"  (M6m.  pris.  de  Paris  XX.  s.  F.  d.  M.  II.  694)  Ifrj 
schäftigt  hatte.  Nur  sind  die  Bedingungen,  denen  die  vi 
Geschwindigkeiten  unterworfen  werden^  allgemeiner  ab 
Dieselbe  Frage  hat  der  Verfasser  übrigens  auch  in  seiner 
matik  (s.  F.  d.  M.  III.  p.  434)  berührt,  nur  ist  er  dort  wenigiri 
die  Details  eingegangen.  Z.  (0.)  \ 

GüiRÄUDET,      Memoire    sur    le    mouvement   d'un  pfl* 
matöriel  sur  une  surface.    Lille.  Daniel.  8. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  Bewegung  eines  Punkt68) 
auf  einer  gegebenen  Oberfläche  zu  bleiben  gezwungen  lA,  i0 
er  die  beiden  Systeme  von  Krümmungslinien  auf  der  Oberfll** 
Coordinaten  benutzt.    Siehe  auch  Darboux  Bull.  ID.  195.      ^' 


J.  Carvallo.     Note    sur  la  d^terminatiou  d'ini 
nouvelles.   0.  B.  Lxxiv.  X73. 


I 
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Discussion  der  Gurve,  welche  ein  beliebiger  materieller  Punkt 
Bcbreibt,  der  gezwunf^en  ist,  auf  der  Oberfläche  eines  geraden 
«iskegels  zu  bleiben,  und  auf  den  sonst  keine  äusseren  Kräfte 
rken.  Ihre  Projection  auf  die  Horizontalebene  ist  eine  aus  2 
mmetrischen  Zweigen  bestehende  geschlossene  Curve,  eine  aus 
obreren  symmetrischen  Zweigen  bestehende  sternförmige  Curve 
er  eine  ungeschlossene  sternförmige  Curve^  je  nachdem  die 
Ibe  Oeffnung  des  Kegels  in  einem  ganzen,  rationalen  oder 
ationalen  Verhältniss  zu  n  steht.  Bn. 


Capitel  3. 

Statik. 

A.    Statik  fester  Körper. 

\  Matzka.     Das  Projiciren  der  Kräfte,  als  Ersatz  des 
Kräfteparallelogramms  in  der  analytischen  Statik. 

Orunert  Arch.  LIV.  1-70. 

Dem  Verfasser  scheint  die  Darstellung  von  Kräften  durch 
Den  gleich  gerichtete  und  proportionale  Strecken,  sowie  die 
twendung  des  Parallelogramms  der  Kräfte  und  des  Kräftepoly- 
Ds  nur  für  eine  Darstellung  der  Mechanik  angemessen,  welche 
b  der  elementaren  Algebra  bedient;  dagegen  scheint  ihm  dieser 
K'gang  für  die  höhere  analytische  Statik  weder  vollkommen 
ifich  noch  wissenschaftlich  richtig  zu  sein.  Er  hat  sich  daher 
Beinen  Vorlesungen  bemüht,  die  Darstellung  der  Kräfte  durch 
ecken  ganz  zu  vermeiden,  und  statt  dessen  nur  die  an  und 
sich,  nach  Angriffspunkt,  Richtung  und  Stärke,  bestimmten 
^fte  in  Betracht  gezogen.  Dies  Verfahren  veröffentlicht  er  in 
t^  vorliegenden  Arbeit.  Referent  bemerkt  indess,  dass  er  per- 
^lich  sich  vergeblich  bemüht  hat,  die  Gründe  zu  finden,  wess- 
Ib  jene  Darstellung  in  einem  Falle  richtig,  im  anderen  unrichtig 
»  Gründe,  die  übrigens  nicht  angeführt  werden.    Auch  scheint 
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die  Aufgabe  nicht  gelöst  zu  sein,  da  der  Verfasser  iu  den  ein- 
leitenden Sätzen  trotzdem  sich  nur  scheinbar  von  der  Darstellung 
der  Kräfte  durch  Strecken  frei  macht.    Im  ersten  Abschnitt  b^ 
handelt  der  Verfasser   die  Zusammensetzung   zweier  auf  eioea 
Punkt,   unter  einem   Winkel   wirkenden  Kräfte.     Das  ResnIU 
gipfelt  in  dem  Satze :   „Wenn  zwei  Paare  unter  gleichen  WinkA 
wirkender  Gomponenten  auch  mit  ihren  Resultirenden  stfickwe» 
gleiche  Winkel  bilden,  so  stehen  die  gleichgerichteten  Ei^fte  ii 
gleichem  Verhältnijss.^  Bei  der  Zusammensetzung  zweier  gegen  eis- 
ander senkrecht  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte  wird  zuenf 
die  Grösse,  dann  die  Bichtung  der  Resultirenden  bestimmt  & 
folgt  dem  die  Zerlegung  einer  gegebenen  Kraft  iu  zwei  wiokd- 
rechte,  deren  Gomponenten  oder  Projectionen  in  oder  auf  gewlM 
Axen  liegen.    §  4  enthält,  in  der  allgemeinen  Lehre  von  den  Vt9'  f( 
jectionen  der  an  einem  Punkte  wirkenden  Kräfte  auf  Axen  \ai 
von  der  Bedingung  ihres  Gleichgewichtes,  folgenden  HauptBsii: 
„Wenn  auf  einen  Punkt  beliebig  viele  Kräfte,  wie  immer  gerichtet 
und  stark  einwirken,  so  ist  die  (algebraische)  Projection  ihrer  Resol- 
tirenden  auf  irgend  eine  Richtung  (Axe)  gleich  der  Summe  der 
(algebraischen)  Projectionen  sämmtlicher  Kräfte  (Gomponentes) 
auf  dieselbe  Axe.'^   Daran  schliesst  sich  die  „rechnende^  BesÜD- 
mung  der  Stärke  und  Richtung  der  Resultirenden,  sowie  die  Be- 
trachtung des  Falles,  wo  alle  Kräfte  mit  ihren  Projectionai ii 
einer  Ebene  liegen.    §7—10:  Virtuelle  und  Drehmomente.  U 
Weiteren  werden  dann  die  linearen  Momente  von  DrehkrSfti 
besprochen.    In  §  18  wendet  sich  der  Verfasser  zur  Betraobtni 
der  Zusammensetzung  zweier  Kräfte,  welche  an  zwei  versehied^ 
nen^   aber   unveränderlich    mit   einander  verbundenen  Ponkiei 
wirken.    Von  §  24  an  folgt  dann  die  Zusammensetzung  beHehil 
vieler,  an  einem  starren  Systeme  von  Punkten  in  willkflriidMi 
Richtungen  wirkenden  Kräfte.  0. 

F,  Lucas.      Theorfemes   göndraux    sur  T^quilibre  et  le 
mouvement   des    systfemes   mat^riels.   0.  B.  LXXIV.  llW 

-1180. 
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s  Saint- Venant.  Rapport  sur  un  memoire  de  M.  F^lix 
Lucas,  portant  le  titre:  Th^orfemes  g^nöraux  sur  T^qui- 
libre  et  le  mouvement  des  systfemes  mat^riels. 

0.  R.  LXXV.  U63-1470. 

Da  die  Arbeit  nach  dem  Vorschlage  der  Berichterstatter  dem- 
ichst  in  extenso  erscheinen  wird,  so  verschiebt  Referent  die  Be- 
rechnng  bis  znm  vollständigen  Erscheinen  derselben.  0. 

(TJET.     Sur  la  force  vive  d'un  systfeme  vibrant. 

C.  R   LXXV.  1616-1619. 

Der  Verfasser  erwähnt,  dass  er  bereits  im  Jahre  1865  in 
ner  Arbeit,  die  er  der  Akademie  vorgelegt,  folgenden  Satz  ge- 
nden  habe:  „Les  forces  vives  de  tout  Systeme  vibrant  sont 
spectivement  ägales  &  la  somme  des  forces  vives  de  m6me  di- 
mination  qui  correspondent  aux  divers  monvements  simples, 
ns  lesquels  le  mouvement  produit  peut  sc  döcomposer.'* 

Er  reproduciii;  in  der  Note  den  damals  gefundenen  Beweis 
8  Satzes.  0. 

Lucas.     Observation  relative  k  une  note  prec^dente 

de  M.  Quet    C.  R.  LXXV.  1698-1699. 

Seclamation  'gegen  die  Prioritätsansprüche  des  Herrn  Quet 
Mglich  des  obigen  Satzes,  der  sich  in  der  oben  erwähnten 
'beit  des  Herrn  Lucas  fitidet.  0. 

fi  Saint- VENAt^T.  Partage  de  la  force  vive  due  h  un 
mouvement  vibratoire  compos^  en  celles  qui  seraient 
dues  aux  mouvements  pendulaires  simples  et  iso- 
chrones composants  de  diverses  pöriodes  et  amplitudes. 
Partage  du  travail  du  au  m^me  mouvement  compos^ 
entre  deux  instants  quelconques,  en  ceux  qui  seraient 
dus  aux  mouvements  composants.   C.  R.  LXxv.  1425-1432, 

1567-1572. 
Beweis  der  beiden  im  Titel  angeführten  Sätze,  auf  die  der 
Erfasser  durch  die  obige  Arbeit  des  Herrn  Lucas   gekommen 
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war.    In  derselben  waren  sie  jedoch  nicht  allgemein  bewi 
diese  Verallgemeinerung  giebt  nun  der  Verfasser.  0 


G.  Battaglini.     Sulla  composizione  delle  forze. 

Battaglini  G.  X.  133-140. 

G.  Battaglini.   Sulla  teorica  dei  momenti.   BattagUoi 

175-180. 

G.  Battaglini.     Sülle  serie  di  sistemi  di  forze. 

Battaglini  G.  X.  180-187. 

G.  Battaglinl     Sul  movimento  geometrico  infinite 
di  un  sistema  rigidö.    Battaglini  G.  X.  207-216. 

G.  Battaglini.     Sul  movimento  geometrico  finito  ( 

sistema  rigido.    Battaglini  G.  X.  295-302. 

Nachdem  zunächst  die  nöthigen  Formeln  aus  der  i 
Geometrie  des  Raumes  von  Plücker  abgeleitet  sind,  setzt  dei 
fasser  das  Hauptsächlichste  über  die  darauf  beruhende  Zusan 
Setzung  der  Kräfte,  wie  aus  der  Theorie  der  Momente  auseina 
Die  dritte  Arbeit  schliesst  sich  unmittelbar  an  die  andere 
indem  sie  Systeme  von  Kräften  in  derselben  Weise  behai 
Es  folgen  dann  Untersuchungen  über  die  Bewegung  eines  st 
Systems;  die  sich  denen  anschliessend  die  im  zweiten  I 
dieses  Jahrbuches  besprochen  sind.  [Siehe  auch  Abschn.X.  G 
pag.  439.]  0. 

G.  Battaglini.   Nota  sulla  teorica  dei  momenti  d'ine 

ReDd.  di  Nap.  1871. 

In  dieser  Nöte  werden  die  Trägheitsmomente  eines  Sys 
in  Bezug  auf  einen  Punkt,  eine  Ebene  und  eine  Gerade  betrai 
wobei  das  System  auf  ein  Fundamental-Tetraeder  bezogen ' 
Der  Verfasser  bezeichnet  die  Systeme  von  Punkten,  Ebenen 
Geraden,  für  welche  die  Trägheitsmomente  gleich  sind,  onc 
stimmt  diejenigen,  fttr  welche  sich  ein  Maximum  oder  Ifini 
ergiebt.  Jg.  (0.) 


Capitel  3.    Statik.  449 

.  J.  RoüTH.     Elliptic  coordinates  applied  to  moments 

of  inertia.    Messenger  (2)  n.  1-4. 

Es  werden  einige  Sätze  über  Trägheitsmomente  bewiesen; 
B.  1)  dass  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  alle  Tangential- 
enen  zu  irgend  einer  Fläche  zweiten  Grades,  die  confocal  mit  dem 
'ehungsellipsoid,  dasselbe  ist,  2)  dass  die  Trägheitsmomente  in 
zug  auf  die  Schnitte  senkrechter  Tangentialebenen  zu  denselben 
nfocalen  dieselben  sind.  Glr.  (0.) 

TOWNSEND.       Solution    of    question    3281.      Educ.  Times 
XVI.  23-24. 

Die  drei  Hauptaxen  durch  den  Schwerpunkt  irgend  eines 
oQogenen  erfüllten  Parallelepipedons  haben  dieselbe  Richtung 
^  die  Hauptaxen  des  mit  Massen  homogen  erfttUten  EUipsoides, 
Iches  die  Seiten  des  Parallelepipedon  in  deren  Schwerpunkten 
rührt.  Für  diese  Hauptaxen,  und  folglich  fttr  jede  Axe  durch 
ci  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  verhält  sich  das  Trägheits- 
»ment  des  Parallelepipedons  zu  dem  des  EUipsoids  wie  10 :  ^. 

Hi. 

ToWNSEND.   Solution  of  question  3384.  Educ.  Times  XVI.  76. 

Die  Volumina  eines  Tetraeders  und  des  EUipsoids,  welches 
d  Seiten  des  Tetraeders  in  den  Schwerpunkten  bertthrt,  haben 
^iselben  Hauptaxen  im  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt^  und  die 
'ägheitsmomente  in  Bezug  auf  alle  Ebenen  durch  diesen  Punkt 
•len  dasselbe  constante  Verhältniss  18/3:^.  Hi. 

*  ToWNSEND.     Solution  of  question  3307.    Educ.  Times  XVL 
33-84. 

Legt  man  durch  den  Schwerpunkt  eines  Massensystems  irgend 
öi  recht-  oder  schiefwinklige  Axen  OX,  OY,  OZ,  für  welche 
njj5  =  0,  £mzx  =  0,  Smxy  =  0,  theilt  man  ferner  die  ganze 
^»se  M  des  Systems  in  irgend  4  Theile  Jtf«,  Mi,  Mc,  Ma  und 
t^centrirt  je  die  Hälfte  von  M^  in  der  Entfernung  ±a  von  0 
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auf  der  Axe  OX,  für  welche  Mad^  =  Smx^  die  H&lften  von  f 
und  Mc  in  ähnlicher  Weise  an  Entfernungen  +6,  ±c  auf  den 
Axen  OY,  OZ  und  Md  im  Schwerpunkt  0,  so  ist  das  Träghdti- 
moment  in  Bezug  auf  irgend  eine  Ebene,  fElr  das  alte  System  di^ 
selbe  wie  für  das  neue.  HL 


J.  J.  Walker.     Solution  of  question  3628,     Educ.  Tu« 

XVII.  73. 

Sind  A,  B,  C>  D  die  vier  Werthe  des  Ausdrucks 
{sin^sin  (s  —  a)sin(«  —  6)  sin  (s — c)}* 
für  die  vier  Dreiecke,  welche  auf  der  Oberfläche  einer  Eopl 
durch  die  Radien  bestimmt  werden,  die  irgend  vier  sich  das  Gleii 
gewicht  haltenden  Kräften  im  Räume  P,  Q,  R,  S  parallel  gezogtl 
sind,  &o  ist  P:Q:R:S  =  A:B:C:D.  ffi. 

J,  Ch.  Walberer.  Bemerkungen  zur  Theorie  des  Keil* 

Blätter  f.  d.  bayr.  Gymnasialwesen.  YIII.  231-238. 

Der  Verfasser  glaubt ,  dass  in  der  Theorie  des  Keiles  ei 
Punkt  noch  unaufgeklärt  sei.   Wenn  zwei  gleiche,  aber  entgeg» 
gesetzte  Kräfte  parallel  mit  der  Grundfläche  des  Keiles  anj^reiA^i 
so  hebt  sich  deren  Wirkung,  der  Theorie  gemäss,  auf,  wi 
dies  in  Wirklichkeit  nicht  der  Fall  sein  soll.    Zuerst  sueU 
Verfasser  die  Willkürlichkeit  zu  beseitigen,  welche  man  alli 
in  dem  gewöhnlichen  Verfahren  der  Zerlegung  einer  Kraft  in 
Componenten  finden  könnte.    Er  betrachtet  zu  diesem  Z\ 
eine  auf  einer  schiefen  Ebene  ruhende  Kugel  und  ein  in  0\ 
Flüssigkeit  schwimmendes  Prisma. 

Hierauf  kehrt  der  Verfasser  zu  seiner  ursprünglichen  knifft 
zurück  und  führt  den  trigonometrischen  Beweis  ftlr  die  eisAi^ 
Thatsaclie,  dass  zwei  in  der  angegebenen  Weise  wirkende  KHÄ 
keine  Bewegung  hervorzubringen  im  Stande  sind.     Da  w  H*  _ 
aber  thatsächlich  etwas  Anderes  beobachtet  haben  will,  so  SMÜ  '^ 
er  hiefür  eine  Erklärung  und  findet  dieselbe  in  Folgendem:  P 
oft  in  der  Mechanik  von  Kräften  die  Bede  ist,  welche  rieh  Ghi^ff 
gewicht  halten,  wird  selbstverständlich  vorausgesetzt;  dtMJ«* 
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•äff  ihre  volle  Wirkung  zu  äussern  vermöge  und  nicht  durch 
5  Eigenthttmlichkeit  der  Angriffspunkte  ein  Theil  der  Wirkung 
rloren  gehe.  In  unserm  Falle  beruht  die  Täuschung  darin, 
SS  wir  bis  jetzt  angenommen  haben,  die  Kräfte  P  und  Q 
ingen  in  ihrer  Richtung  eine  Wirkung  gleich  ihrer  Intensität  her- 
r,  während  in  Wirklichkeit  die  tangentiale  Componente  Psina 
sshalb  wirkungslos  verloren  gehen  rauss,  weil  sie  nur  einen 
iminellen  und  keinen  wirklichen  Angriffspunkt  hat.^  Es  scheint 
er  ein  entschiedenes  Missverstehen  der  Wirkung  einer  Kraft 
rzuliegen. 

Es  wird  alsdann  versucht,  diese  Theorie  auch  noch  auf  das 
ispiel  eines  Keiles  anzuwenden,  welcher  mit  einer  Seitenfläche 
f  einer  horizontalen  Ebene  ruht,  während  auf  die  andern 
ten,  wie  auch  auf  die  Basisfläche  zwei  Kräfte  P  und  Q 
p.  unter  den  Winkeln  ß  und  90°  einwirken.  Ist  der  Winkel 
der  Spitze  des  Keiles  =  2a^  so  ist  die  richtige  Gleichgewichts- 
lingung 

Pcosa  =  (?cos(/9— 2a). 

telst  seiner  Methode,  die  in  die  Ebene  selbst  fallende  Compo- 

ute  als  nicht  existirend  zu  betrachten,  findet  der  Verfasser  die 

Mchung 

P=  20sinasin/9. 

38  soll  die  allgemeine  Bedingungsgleichung  sein,  während  die 

ie  nur  unter  gewissen  Umständen  statt  hätte;  wie  dies  möglich 

a  soll,  dtitfte  schwer  abzusehen  sein.    Dagegen  scheint  Herr 

oberer  im  Rechte  zu  sein,  wenn  er  die  von  Weissbach  ge- 

lene  Formel 

■       _   20sinog 

iwirft,  indem  dieselbe  für  /9  =  180°  ein  unendlich  grosses  P 
fern  würde. 

Noch  seltsamer  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  auch  die  Rel- 
ing mit  berücksichtigt  wird.  Ist  D  der  Normaldmick,  f  der 
ibungscoefficient,  so  soll  es  unendlich  viele  Kräfte  R  geben, 
Iche  Gleichgewicht  erhalten  können;  dieselben  sind  durch  die 
Gleichungen  .    , 

ortwhr.  d.  Math.  IV.  «.  30 
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2I>(sina  +  /'cosa)  >  Ä  >  21>(8ina  — /^cosa) 
charakterisirt.   Dass,  wenn  sich  dies  wirklich  so  verhielte,  jed 
statische   Problem    aufhören    würde,    ein  bestimmtes  zu  ae 
leuchtet  ein.  Or. 

KüLP,     Die  Bestimmung  des  Einflusses  des  Rades  di 

Fallmaschine.     Grunert  Arch.  LIV.  206-207. 
Der  Verfasser  bestimmt  X  aus  der  Gleichung 


V) 


^y_ 

20  +  X+w        9 

und  theilt  ein  Beispiel  mit.  0. 

K.  W.  Zenger.     Die  Tangential  wage  und  ihre  Anwen- 
dung zur  Bestimmung  der  Dichte  fester  und 
Körper  mittelst  einfacher  Ablesung.  Prag.  Abh. 

Der  Apparat  hat  den  Zweck,  die  Dichte  fester  und  M 
Körper  in  möglichst  einfacher  und  bequemer  Weise  zu  bestim- 
men, soll  also  die  Aräometer  ersetzen.  ,Dies  wird  dadurek  er- 
strebt, dass  an  dem  einen  Ende  des  Wagebalkens  eingelbeib 
Kreisbogen  angebracht  sind,  so  dass  die  Bestimmung  mittelfit  tt-i 
lesung  des  Ausschlagbogens  erfolgen  kann.  Zu  untersuchen, « 
wiefern  dieser  Zweck  erreicht  wird,  gehört  nicht  hierher,  ij 
der  vorliegenden  Arbeit  findet  sich  neben  der  Beschreibung  W 
Apparats  und  der  Methode  die  Theorie  des  Instrumentes  w 
wickelt,  und  sind  die  mathematischen  Formeln  hergeleitet,  die  dl* 
dienen,  aus  dem  abgelesenen  Bogen  die  Dichte  zu  bestimiBi^ 
Mathematisch  bietet  diese  Theorie  nichts  Besonderes.       0. 

DE  Pambour.      Sur    le    frottement    additionel   du  ä  1 
Charge  des  machines.   CR.  Lxxiv.  1459-U62. 

Der  Verfasser  weicht  in  der  Art,  wie  er  die  Reibung  A 
Maschinen  zu  berechnen  pflegt,  von  der  gewöhnlicli  gebnaehk 
Methode  ab.  Er  berechnet  nämlich  nicht  die  ReitAi&g  derMasdü) 
mit  der  Belastung,  sondern  theilt  die  Reibung  in  iirdfh^ 
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ndem  er  erstens  die  Beibung  der  Maschine  ohne  Belastung  be- 
rechnet, die  dann  also  fttr  dieselbe  Maschine  als  constaut  zu  be- 
frachten ist,  und  zweitens  den  Theil  der  Reibung,  der  durch  die 
Belastung  hinzukommt  (frottement  additionel);  für  sich  berechnet. 
Dieser  Theil  ist  natürlich  mit  der  Last  variabel.  Auf  diese  Weise 
wird  die  Rechnung  wesentlich  vereinfacht.  Es  sind  nämlich  in 
der  Gleichung 

sowohl  JV  wie  (rv  +  fe)  bekannte  Grössen,  während  (1  +  /"')  die 
zu  berechnende  Grösse  ist.  In  der  vorliegenden  Arbeit  setzt  er 
die  Vortheile  seiner  Methode  auseinander  und  zeigt  an  einer 
üeihe  von  Bestimmungen,  die  er  an  hydraulischen  Rädern  ge- 
macht, die  Sicherheit  derselben.  0. 

:>E  Perrodie.     Stabilit^  d'un  voüte.    Ann.  d.  P.  et  d.  Ch.  (5) 
IV.  42-84. 

Lt.  Durand  -  Olaye.     ;^tude  comparative  des  trac^es  de 

routes,    Ann.  d.  P.  et  d.  Ch.  (5)  IV.  335.354. 

5\amant.   Sur  la  pouss^e  des  terres,  Ann.  d.  p.  et.  d.  Ch.  (5) 

IV.  242-268. 

Alle  drei  Arbeiten  haben  rein  technische  Bedeutung.  Referent 
Sfegnügt  sich  daher  der  Vollständigkeit  wegen  mit  Anftthrung 
ter  Titel.  V^Tn. 


B.    Hydrostatik, 

A.  Steen.     Laren  om  homogene  tunge  Vaskers,    Tryk 
paa  plane  Arealer.   Skrift.  v.  Kopenh.  (5)  vil. 

Der   Verfasser   giebt   eine    vollständige   Eutwickelung    der 
Theorie  des  Drucks  von  Flüssigkeiten  auf  ebene  Flächen.    Er 

30* 
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beweist  zuerst  die  folgenden  beiden  Sätze:  „Der  Gesammtdraek 
einer  Flüssigkeit  auf  eine  eingetauchte  Fläche  ist  gleich  dem 
Gewicht  der  in  einem  gewissen  Cylinder  enthaltenen  Fltlssigkeit 
Der  Cylinder  liegt  zwischen  der  freien  Flttssigkeitsoberfläche  und 
der  gegebenen  Fläche,  und  wird  von  beiden  Fläohen  schief  g^ 
schnitten.  Er  hat  zu  Basen  die  gegebene  Fläche  und  eine  gleiche 
gerade  Fläche,  die  man  erhält,  wenn  man  die  gegebene  Fläeb 
um  die  Schnittlinie  beider  Ebenen  dreht  bis  zur  freien  Flüssig- 
keitsoberfläche.'' 

„Der  Mittelpunkt  des  Drucks  ist  die  schiefe  Projection  dci 
Schwerpunkts  des  obigen  Cylinders  auf  die  gegebene  Fläche; 
die  Projectionsliuie  ist  parallel  der  Cylinderkante. "  Der  Verfasser 
beweist  dann  eine  Reihe  von,  interessanten  Sätzen  über  deo  f 
Mittelpunkt  des  Drucks  und  leitet  daraus  eine  graphische  Coo- 
struction  dieses  Punktes  ab.  Hn.  (Wn.) 


A.  H.   OüRTis.      Theorems    relating   to    the    centre  of 

pressure.    Messenger  (2)  T.  182-189. 

Wenn  a,  6,  c  die  Seiten  eines  Dreiecks  sind ,  das  in  eine 
Flüssigkeit  getaucht  ist,  x,  y,  z  die  senkrechten  Abstände  dei 
Mittelpunktes  des  Drucks  des  Dreieckes  von  a,b,c]  H^yB^^^ 
die  Tiefen,  bis  zu  welchen  die  Mittelpunkte  von  a,  6,  c  eingetaodi 
sind,  und  N  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks^  so  ist 

H,  +  H, 


Aus  diesen  Formeln  leitet  der  Verfosser  die  Relationen  hei 
zwischen  H^,  JJ^,  Äg,  wenn  der  Mittelpunkt  des  Druckes  «• 
sammenfällt  1)  mit  dem  Schwerpunkt  ^  2)  mit  dem  Mitte^Hinkt 
des  eingeschriebenen  Kreises,  3)  dem  Mittelpunkt  des  nmsdirie- 
benen  Kreises,  4)  dem  Schnittpunkte  der  Lothe  aus  den  Ecken 
auf  die  Seiten,  5)  dem  Mittelpunkt  irgend  eines  darin  ein- 
geschriebenen Quadrats,  6)  dem  Mittelpunkt  des  Kenn-Ponkt- 
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Kreises;  und  löst  einige  Probleme,  deren  Lösung  durch  den  Ge- 
brauch obiger  Formeln  erleichtert  wird. 

Glr.  (0.) 

E.  J.  RouTH.     On  the  centre  of  pressure  of  a  triangle 
and  quadrilateral.    Mcssenger  (2)  IL  5. 

Ein  anderer  Beweis  für  die  hydrostatischen  Formeln  in  Herrn 
Curtis*  Arbeit;  siehe  Messenger  (2)  I.  182-189,  das  vorhergehende 
Keferat.  Glr.  (0.) 

C.   M.   GuLDBERG.      Bemaerkninger    öm   Formelen    for 
Höidemooling  med  Barometer,   Forh.  af  Christ.  1872.  120-131. 

Discussion  der  relativen  Bedeutung  derjenigen  Qrössen,  die 
in  der  Formel  für  Höhenmessung  mit  dem  Barometer  auftreten, 

L. 

t^,  Schreiber.     Untersuchungen  über  die  Theorie  upd 
Praxis  der  Wagebarometer.    Carl  Rep.  viil.  245-316. 

Der  Verfasser  entwickelt  im  ersten  Theil  dieser  Arbeit  eine 
^^eorie  des  Wagebarometers.  Nach  einer  kurzen  Erläuterung 
Hks  Instrumentes  leitet  er  zunächst  die  drei  Hauptgleichungen 
CRuheglisichung  y  Gewichtsgleichung ,  Bewegungsgleichungen  ), 
Zwischen  den  wesentlichen  Stflcken  des  Instruments  ab.  Nach- 
dem er  sodann  diese  allgemeine  Theorie  an  einigen  Beispielen 
klar  gemacht,  behandelt  er  speciell  die  Theorie  eines  Wage- 
\)arometers,  dessen  Rohr  an  einem  Winkelhebel  aufgehängt  ist, 
in  ausführlicher  Weise.  Dem  folgt  dann  eine  Untersuchung  über 
die  Fehler  des  Instruments.  Die  mathematischen  Entwickelungen 
bieten  keine  Schwierigkeit.  Der  zweite  Theil  giebt  Auskunft 
Aber  die  praktische  Construction,  wie  Über  die  Verwendung  bei 
Beobachtungen.  0. 
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Capitel  4. 

Dynamik. 

A.    Dynamik  fester  Körper. 

J.  Graindorge.    Memoire  sur  rint^gration  des  ^quatio: 

de  la  m^canique.    Bruxelles.  Hayez.  1871. 

Siehe  Abschnitt  VI.  Cap.  6.  p.  173. 
H.  Laurent.    Sur  un  tWorfeme  de  Poisson.  Liouviiie  J. 

XVII.  422-426. 
Der  Aufsatz  bringt  eine  bemerkenswerthe  Erweiterung  ( 
Poisson-Jacobi'schen  Theorems:  ^Wenn  a  =  const.  und  /9=coii 
irgend  zwei  Integrale  der  2it  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

^^^      dt   ~  dpi '     dt  "      dqx 
sind,  so  ist  nach  dieisem  immer  auch 

22+-^  -^  =  const. 
l  dqx   dpi 

ein  Integral  derselben  Gleichungen  (wobei  es  allerdings  vorkoi 

men  kann,  dass  die  linke  Seite  sich  identisch  auf  eine  GonsUi 

reducirt).*' 

Laurent  zeigt,  dass  allgemein^  wenn: 

«1  =  const/  •  •  •    «x  =  const., 
ß^  =  const.,    •  .  •    /?;,  =  const 

irgend  2x  Integrale  des  Systems  (1)  sind,  stets  auch 

^^+^...^^...^  =  const 
i,...^x     ~  dqi,         dqi^      dpi,         dpx^ 

ein  solches  ist 

Dieser  Laurent'sche  Satz  würde  eine  fundamentale  Wich 
keit  haben,  wenn  es  möglich  wäre,  durch  denselben  aus  des 
bekannten  Integralen  neue  Integrale  zu  erhalten,  d.  h.  solche, 
sich  nicht  durch  das  Foisson-Jacobi'sche  Theorem  ableiten  lasi 
Nach  einer  Bemerkung  Lie's  giebt  es  aber  keine,  von  der  F( 
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^r  Function  H  unabhängigen  Operationen,  mittelst  derer  man 
18  zwei  oder  mehr  Integralen  der  Gleichungen  (1)  andere  Inte- 
*ale  finden  könnte,  als  welche  aus  denselben  Integralen  durch 
sn  Poisson-Jacobi'schen  Satz  hervorgehen.  Mr. 

r.  M.  Ferrers.     Extension  of  Lagrange's  equations. 

Quart  J.  XII.  1-5. 
lü  der  Arbeit  werden  die  in  Lagrange's  allgemeinen  Bewe- 
3Dg8gleichungen  erforderlichen  Modifikationen  auf  solche  Fälle  aus- 
sdehnt,  wo  die  Bedingungsgleichnngen  Differentiale  einschliessen. 
b  Beispiele  betrachtet  der  Verfasser  eine  schwere  gleichförmig 
eisrunde  Scheibe,  die  auf  einer  völlig  rauhen  horizontalen 
ene  rollt.  Cly.  (0.) 

SoMOFF.     Les  remarques  concernant  le  principe  de 

moindre  action.    Mem.  d.  l;  S.  Phil,  de  Moscou.   V. 


Kapp.   Zur  graphischen  Phoronomie.  Schiömiich  z.  xvii. 

419-420. 

Der  Verfasser  stellt  sich  als  Aufgabe,  aus  der  vorgelegten 
wegung  eines  materiellen  Punktes  für  jede  Lage  desselben  die 
ikende  Kraft  ihrer  Grösse  und  Bichtung  nach  auf  graphischem 
ege  zu  bestimmen. 

Gegeben  ist  die  Bahncurve  und  die  Geschwindigkeit  in  jedem 
mkte  derselben.  Die  letztere  denkt  sich  der  Verfasser  mit  Hülfe 
oer  gewählten  Einheit  als  Länge  auf  der  Normale  des  betreffen- 
n  Bahnpunktes  von  diesem  ab  aufgetragen.  Die  Endpunkte 
gen  dann  auf  einer  Curve,  der  „Geschwindigkeitscurve."  Der 
irfasser  zieht  das  Auftragen  auf  der  Normale  dem  auf  der 
ngente  vor,  weil  [dadurch  seine  Methode  auch  noch  t\ir  gerad- 
ige Bewegung  brauchbar  bleibt.  Er  entwickelt  nun  zunächst  die 
r  Bestimmung  nöthigen  Stücke  für  ein  beliebiges  durch  den  Bahn- 
akt gelegtes  Coordinatensystem.  Die  Construction  der  Aus- 
Itcke,  die  sich  dabei  ergeben,  ist  möglich,  aber  ziemlich  com- 
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plicirt;  er  lässt  daher  zur  Vereinfachung  das  GoordinatenBysten 
mit  der  Normale  und  Tangente  zusammenfallen  und  setzt  dann  die 
Gonstruction  der  so  gewonnenen  einfacheren  Ausdrücke  aoBtii- 
ander,  woraus  sich  auch  ohne  Schwierigkeit  die  Grössen  für  k- 
liebige  Richtungen  gewinnen  lassen.  0. 

F.  V.  Strzelecki.     Theorie  der  Schwingungscurven. 

Wien.  Ber.  LXV.  189-307. 

Die  Schwingung  eines  Punktes  um  eine  feste  61eichgewid# 
axe  setzt  sich  aus  den  einfach  periodischen  geradlinigen  Odili' 
tionen  ebenso  zusammen  wie  eine  Anzahl  auf  einen  Funkt  wt 
kender  Kräfte,  indem  man  die  gleichzeitigen  ElementaramplitiKbi 
als  Componenten,  den  Radiusvector  des  bewegten  Punktes  di 
Resultante  betrachtet.  Erstere  werden  die  Coordinaten  des  FonUi  it 
genannt;  die  Liste  ihrer  Werthe  dient  zum  analytischen  Ansdnek 
seiner  actuellen  Lage,  welcher  dann  nicht  weiter  redueirt  wiii 
Der  Inhalt  der  ganzen  Abhandlung  ist  eine   ausführliche  D» 
cussion  der  von  dem  Punkte  beschriebenen  Curve.   Vorausgesellt 
wird,  dass  die  Oscillationsdauem  unter  einander  in  rationalen  Ver- 
hältnissen stehen,  demzufolge  die  Bahn  eine  geschlossene  Cm  i 
ist,  und  in  der  kleinsten,  durch  sämmtliche  OscillationsdAuai 
divisibeln  Zeit  durchlaufen  wird.    Die  Anfangszeiten  derPhtfi^ 
hingegen   differiren  beliebig.     Nach   vorbereitender  AaftMhi|> 
einer  Anzahl  combinatorischer  Sätze  wird  zuerst  die  Symnett; 
der  Curve  und  die  Bedingung  eines  Mittelpunkts  untersucht^  iä 
die  Punkte  der  Curve  betrachtet,  welche  bei  Weglassuog  d* 
Oscillationsgruppe  zusammenfallen,  und  theils  Gipfel,  theils  Kb#  K 
sind.    Die  Schwingungscurven  für  2  elementare  Oscillationen  W 
der  Verfasser  nach  gleichem  Princip  in  den  Jahresber,  d.  teeki 
Vereins  in  Lemberg  vom  J.  1867  behandelt.  E 


E.  Clausius.    Ueber  einen  auf  die  Wärme  anwendbarca 
mechanischen  Satz.   Schlömiich  z.  XYU.  82-87. 

Der  Verfasser  hat  im  Jahre  1862  m  Pogg.  Ann.  CXVlp.8 
folgenden  Satz  aufgestellt:   „Die  wirksame  Kraft  der  Winoo  'nt 
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oportional  der  absoluten  Temperatur.^  Da  sich  nun  der  Satz 
m  der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  auf  den  mechanischen 
itz  von  der  Aequivalenz  von  lebendiger  Kraft  und  mechanischer 
rbeit  zurttckführen  lässt,  so  glaubte  der  Verfasser,  dass  dies 
ich  mit  dem  obigen  möglich  sein  müsse.  Dies  ist  ihm  in  der 
hat  auch  gelungen:  Man  denke  sich  irgend  ein  System  mate* 
eller  Punkte^  die  sich  in  stationärer  Bewegung  befinden.  (Unter 
tationärer  Bewegung  sei  eine  solche  Bewegung  verstanden,  bei 
5r  die  Punkte  sich  nicht  immer  weiter  von  ihrer  ursprünglichen 
Ige  entfernen  und  die  Geschwindigkeiten  sich  nicht  fort  und 
rt  in  gleichem  Sinne  ändern,  sondern  bei  der  die  Punkte  sich 
aerhalb  eines  begrenzten  Raumes  bewegen  und  die  Geschwin- 
gkeiten  nur  innerhalb  gewisser  Grenzen  schwanken.)  Bezeich- 
t  man  dann  mit  m,  m\  m"  etc.  die  gegebenen  Punkte,  mit  Xy 
»;  ^i  y'f  *'  •  •  •  ihre  rechtwinkligen  Coordinaten  zur  Zeit  t, 
t  X,  F,  Z;  X*y  T,  Z'-«-  die  nach  den  Axen  genommenen 
^mponenten  der  auf  sie  wirkenden  Kräfte,  so  ist 

^f[(T)'+(l)'+(-S-)']»^«^l-' 

e  lebendige  Kraft,  während  —  4^2?(X»  +  Fy  +  Za)  ein  Ausdruck 
b,  der  wesentlich  von  den  in  dem  Systeme  wirkenden  Kräften 
rtängt,  und,  wenn  bei  gegebenen  Coordinaten  alle  Kräfte  sich 
i  gleichem  Verhältnisse  ändern,  den  Kräften  proportional  sein 
Hrde.  Der  Mittelwerth  dieser  Grösse  während  der  stationären 
cwegung  ist  es,  den  Herr  Clausius  das  „Virial  des  Systems" 
snnt.  Der  Satz  heisst  dann:  „Die  mittlere  lebendige  Kraft  des 
^stems  ist  gleich  seinem  Virial: 


,m 


ichdem  der  Verfasser  sodann  den  Werth  desVirials  für  einige 
Ule  bestimmt,  giebt  er  einen  Beweis  für  den  Satz.  0. 


.  Clausius,     Ueber  die  Beziehungen  zwischen  den  bei 
Centralbewegungen  vorkommenden  characteristischen 

Grössen.     Gott.  Nachr.   1872.  600-646. 


für  die  Bewegung  um  ein  festes  Anzieliungscentrum,  wie  1 
Bewegung  zweier  materieller  Funkte  um  einander  Beziel 
zwischen  Umlaufszeit,  lebendiger  Kraft,  Ergal  und  Ener£ 
geleitet,  unter  der  Voraussetzung  der  Bewegung  in  gescUc 
Bahnen.  In  der  vorliegenden  Arbeit  dehnt  der  Verfasse: 
Behandlungsweise  auf  den  Fall  aus,  dass  die  Bahnen  kei 
schlossenen  Curven  bilden.  Im  ersten  Abschnitte  stellt  d 
fasser  die  erste  der  beiden  der  Untersuchung  zu  Grün 
genden  Gleichungen  ftlr  stationäre  Bewegung  auf,  die  er 
früher  besprochen  hatte  (siehe  oben).    Es  ist 

die  fttr  den  Fall  stationärer  Bewegung  fibergeht  in 

In  erweiterter  Form  können  diese  Gleichungen  auch  gesci 
werden  als: 

(la)    l?|-»'  =  _4V(;Xr+ry  +  Z»)  +  i^^^^ 


und 


.w  -, 


(2a)    -S^c'=-i-r(Xr+ry  +  Z«), 


welche  letztere  der  im  vorigen  Referat  besprochene  Satz  ig 
Verfasser  erörtert  nun  den  Zusammenhang ,  welcher  vf 
seiner  Gleichung  (la)  und  der  Gleichung 

besteht,  welche  Jacobi  in  Crelle's  Journal  XVII.  p.  121  auf] 
hat.  Ebenso  stellt  er  vergleichende  Betrachtungen  zwischen 
Gleichung  an  und  der  Gleichung 

^-2r=-S[(..„-.a„)^  +  (ya-6«)^  +  (^«-c.)- 

die  Lipschitz  in  seiner  Abhandlung:  „Ueber  einen  algebn 
Typus  der  Bedingungen  eines  bewegten  Massensystemes^ 
cbardt  J.  LXVI.)  aufgestellt  hat. 
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Im  zweiten  Abschnitt  wird  die  zweite  Gleichung  aufgestellt, 
e  sich  an  den  Satz  von  der  kleinsten  Wirkung  mit  der  von 
amilton  gegebenen  Erweiterung  anschliesst.  Diese  Gleichung 
9is8t: 

(5)       -^(XSx+Ydy-^Zdi)  =  ^3r»+t/i©Mlogt, 

0  i  die  Zeit  ist,  welche  der  Punkt  zu  seiner  Bewegung  nöthig 
tt.  Haben  die  Kräfte  ein  Ergal,  so  geht  diese  Gleichung 
im  in 


(5a)      —3x+-^dy+—dz^  ^  dt'+mf>'8\ogi. 

B  §  3  wendet  sich  der  Verfasser  sodann  zur  Behandlung  von 
^ütralbewegungen.  Die  Bewegung  eines  Punktes  um  ein  festes 
.nsiehungscentrum  lässt  sich  bei  Beziehung  auf  Polarcoordinaten 
b  aus  zwei  verschiedenen  Vorgängen  bestehend,  auffassen; 
hDlich  erstens  der  Winkelbewegung  des  Badiusvector,  die  als 
^hnngsbewegung'^  bezeichnet  wird  (Umdrehungszeit  ist  die- 
Dige,  während  welcher  der  Badiusvector  den  ganzen  Winkel- 
tim  271  durchläuft)^  zweitens  die  Bewegung  des  Punktes  auf 
Da  Badiusvector,  der  „radialen  Schwingungsbewegung^  (Schwin- 
kigszeit  ist  die  Zeit  ftir  eine  Hin-  und  Herschwingung,  die  bei 
'Uonärer  Bewegung  in  abwechselnder  Annäherung  an  das 
Ritrum  und  Entfernung  von  demselben  bestehen  wird).  Die 
■e  Gleichung  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  in  eine  Form 
^gen,  bei  der  es  gleichgültig  ist,  ob  die  durchlaufene  Bahn 
Mhlossen  ist  oder  nicht,  sofern  nur  die  Bewegung  überhaupt 
ktionär  ist.  Anders  aber  ist  es  mit  der  zweiten  Gleichung,  in 
•r  die  Zeit  i  der  betrachteten  Bewegung  vorkommt.  Findet  die 
^lregung  in  geschlossener  Bahn  statt,  so  kann  man  die  Betrach- 
Og  auf  die  einmalige  Durchlaufung  der  Bahn  beschränken,  ein 
tU,  den  der  Verfasser  in  der  Arbeit  des  vorigen  Jahres  unter- 
^ht  hat.  Ist  die  Bahn  keine  geschlossene,  so  kann  sich  die 
^rachtung  nicht  auf  eine  einfache  Zeit  beschränken.  Im  vierten 
bschnitt  wendet  sich  der  Verfasser  daher  zunächst  zur  genaueren 
Qtrachtung  der  Schwingungsbewegung.  Indem  er  die  durch 
^Drehung  hervorgebrachte  Centrifugalkraft  als  eine  vom  Centrum 
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ausgeübte  Abstossungskratl  betrachtet,   leitet  er  die  GleichoDg 
her 

mit  deren  Hülfe  er  die  Schwingungsbewegung  als  eine  fftr  ad 
allein  stehende  Bewegung  behandeln  kann,  so  dass  nun 
beiden  Gleichungen  Anwendung  finden.  Ebenso  wird  in  §5il| 
Drehungsbewegung  gesondert  betrachtet  Indem  er  hier 
grössere  Reihe  von  Umdrehungen  beti*achtet,  verschafft  er  m|] 
einen  Mittelwerth  der  Umdrehungszeit,  wodurch  er  dann  zq 
für  diese  Bewegung  nöthigen  Gleichungen  gelangt.  Kachdem 
die  Gleichungen  für  jedes  beliebige  Eraftgesetz  aufgestellt 
werden  dieselben  im  sechsten  und  siebenten  Abschnitt  auf  I 
specielle  Gruppe  angewendet,  wo  die  Kraft  irgend  einer  Foia 
der  Entfernung  proportional  ist,  wobei  jedoch  die  (— l)*«Potl 
der  Uebersichtlichkeit  wegen  ausgeschlossen  bleibt.  In  §  8-weidi 
dann  die  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  gefundenen  Formel 
welche  die  den  Bewegungsperioden  entsprechenden  Zeiten  u 
verschiedene  Mittelwerthe  als  Functionen  zweier  leicht  bestiiHl 
barer  Grössen  darstellen,  noch  einmal  übersichtlich  zusanuMi 
gestellt.  Der  9'^  Paragraph  ist  der  Bestimmung  der  Fnodii 
Jj  ^  die  in  den  vorherigen  Rechnungen  vorkommt,  ^e^ 
§10  enthält  die  Reihenentwickelung  derselben,  wie  auch  {(1 
und  12  denselben  Gegenstand  behandeln.  0. 

YvoN  ViLLARCEAU.     Sur  un  nouveau  th^orfeme  dei 
canique  generale.    0.  R.  Lxxv.  232-240,  377-380. 

Der  neue  Satz,  den  Herr  Villarceau  aufgestellt  hat,  iSpt  ( 
herleiten,  wenn  man  von  den  Bewegungsgleichungen  eines  i 
riellen  Punktes   nach   drei  festen  Axen  ausgebt    Er  heint^ 
Formel  ausgedrückt: 

Dabei  bezeichnet  v  die  Geschwind]gkeit>  r  den  Badinivaolor 
Punktes  m(x,y,z,^,  X,  Y,  Z  die  Componenten  nach  den  Aa/ 
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D  Kraft  als  attractiv  vorausgesetzt  zwischen  den  Punkten  m  und  m^ 
ihre  Entfernung.  Die  Aehnlichkeit  mit  dem  von  Clausius  aufge- 
3llten  Satze  (siehe  oben)  erhellt  beim  ersten  Blick.  In  der  vor- 
fanden Arbeit  hat  der  Verfasser  einen  Beweis  dieses  Satzes 
Igeben,  der,  wie  bereits  bemerkt,  ohne  Schwierigkeit  ist.  Er 
Midet  den  neuen  Satz  sodann  auf  eine  gasförmige  Masse  an. 
Ibt  man  die  Dichtigkeit  durch  die  ganze  Masse  als  constant 
9tms  und  betrachtet  man  die  gegenseitigen  Einwirkungen  der 
MecUle  als  Null,  so  reduciii;  sich  die  Gleichung  auf  ^^97}t7^=|mF^ 
^  V  das  Volumen,  us  den  Druck  auf  die  Oberflächeneinheit  be- 
lehnet. Den  Schluss  der  ersten  Notiz  bildet  eine  Vergleichung 
8  Satzes  mit  dem  von  Clausius.  Der  Verfasser  spricht  seinem 
tze  grössere  Allgemeinheit  zu.  In  der  zweiten  Notiz  findet 
h  eine  weitere  Anwendung  des  Satzes  auf  das  allgemeine 
richgewicht  eines  Gases.  0. 

Clausius.      Sur  l'dquation   m^canique  dont  d^coule 
le  thdor^me  du  viriel.   C  R.  LXXV.  912-916. 

"ON  ViLLARCEAU.  Note  conccrnant  un  th^ovfeme  de 
qa<5canique.   c.  R.  LXXV.  990-992. 

'Qasparis.      Lettre    sur    un    nouveau    theorfeme    de 
tndcanique.    c.  R.  LXXV.  537. 

^  Herr  Clausius  knüpft  in  der  erst  bemerkten  Arbeit  an  eine 
f^ere  an  und  bestreitet  zunächst  die  grössere  Allgemeinheit 
t^  Satzes  von  Villarceau.  Zum  Schluss  giebt  er  noch  einige 
3ere  Formen  des  Satzes.  Herr  Villarceau  antwortet  darauf  in 
^  zweiten  Note,  indem  er  in  der  That  einen  Irrthum  zugiebt, 
li  übrigens  auf  einen  Brief  von  Lipschitz  beruft  (siehe  oben 
iPReferat  über  die  Arbeit  von  Clausius).  Herr  Gasparis  er- 
iert  an  eine  Arbeit  in  den  Atti  della  Aecademia  di  Napoli  vom 
kre  1866,  in  der  er  bereits  analoge  Resultate  für  das  Problem 
•r  drei  Körper  veröffentlicht  habe.  0. 

Newcomb.      Note    sur   un    tliöorfeme   de   m^canique 
Celeste,  c.  R.  LXXV.  1750-1753. 
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Der  Verfasser  bemerkt,  dasB  die  Funetion,  die  Claosius 
dem  Namen  Virial  belegt  hat,  eine  grosse  Rolle  in  der  Meclui 
des  Himmels  spielt.  Die  mittleren  Bewegungen  der  Plane 
und  die  Veränderungen  der  Winkel,  von  denen  die  secuk 
Bewegungen  ihrer  Perihele  und  Knoten  abhängen,  können  oi 
lieh  als  partielle  Derivirte  des  Virials  in  Beziehung  auf  die£l 
mente,  als  deren  Funetionen  man  sie  ausdrücken  kann,  di 
gestellt  werden.  Um  dies  nachzuweisen,  betrachtet  er  n  Plafiehi 
die  ihrer  wechselseitigen  Einwirkung  und  der  der  Sonne  osii 
werfen  sind.  0. 

J.  L.  Wezel.     Notes  scientifiques.  Louvain. 

Die  erste  Note  enthält  Bemerkungen  über  physikaüKli 
Phänomene  im  Allgemeinen  und  die  Theorie  der  Gase^  die  zw«! 
elementare  Beweise  der  hauptsächlichsten,  auf  CentralkröfteW 
züglichen  Sätze.  Der  Verfasser  zieht  folgende  merkwflidU 
Folgerung  aus  der  Formel,  welche  zwischen  der  grossen  AxeÄ 
Mondbahn,  der  Entfernung  von  Erde  und  Mond,  ihrer  gegs 
seitigen  Anziehung  und  der  Zeit  einer  Umdrehung  stattMii 
^Drückt  man  diese  Attraction  als  Function  der  SchwaiiiSj 
aus,  so  kann  man  die  Entfernung  des  Mondes  von  der) 
allein  durch  Beobachtung  der  sideralen  Umlaufszeit  dieses  I 
telliten  ableiten.''  Beiläufig  bemerkt  Hen-  Wezel,  dass  der  1 
der  durch  den  Pol  einer  logarithmischen  Spirale  und  zweii 
Punkte  geht,  auch  durch  den  Schnittpunkt  der  Tangenten  1 
Normalen  dieser  Punkte  geht,  was  unmittelbar  den  Krfln 
radius  dieser  Curve  giebt.  Mn.  (Wn.) 


P.  V.  Geer.    Onderzvek  eener  byzondere  Omstandii 
der  centrale  Beweging.   Leiden,  Sijthoff. 

Der  erste  Abschnitt  enthält  eine  historische  Bearbdtiiv' 
Gegenstandes  von  Newton  bis  auf  Jacobi  und  Canohy.  bi  ^ 
ten  Theile  wird  das  Problem  vom  kinematischen,  im  dritifli 
dynamischen  Standpunkte  aus  betrachtet.  0. 
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.  Ttsserand.      Sur  ie  mouvement  des  plahfetes  autour 
du   soleil  d'aprfes  la  loi  ölectrodynamiqiie  dö  Weber. 

(l  R.  LXXV.  760-763. 
In  diesem  Gesetze  ist 

fmfi  (        1     dr'        2       dV\ 
'^  •"     r"    \r      A»    df  "^  A»       d<V 

ie  Kraft,  welche  die  Bewegung  des  Planeten  um  die  Sonne 
Brvorbringt.  Es  bezeichnen  dabei  f  die  Constante  der  Attraction, 
die  Masse  des  Planeten,  ^  die  Summe  dieser  Masse  und  der 
w  Sonne,  r  die  Entfernung  des  Planeten  von  der  Sonne,  und  A 
e  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  die  Attraction  im  Räume  fort- 
lanzt.  Die  Integration  der  Gleichungen  dieser  Bewegung  ist 
it  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  möglich.  Man  gelangt 
>€r  schneller  zum  Ziele,  wenn  man 

r'      '      ' 

tzt  und  Fj  als  störende  Kraft  betrachtet.  Es  genügt  alsdann, 
e  Constanten  der  elliptischen  Bewegung  zu  variiren.  Indem 
in  der  Verfasser  dies  Verfahren  befolgt,  gelangt  er  zu  dem 
!^Uusse5  dass  die  Perturbationen  der  verschiedenen  Elemente 
Uli  oder  periodisch  sind,  mit  Ausnahme  der  des  Perihels,  die 
men  secularen  Theil  enthält  Die  Elemente  bleiben  also  in  dem 
pjietze  von  Weber  dieselben  wie  in  dem  von  Newton,  nur  die 
B^ge  des  Periheliums  vermehrt  sich  um  eine  Grösse,  die  mit 
^  Nähe  des  Planeten  zu  der  Sonne  wächst.  Zum  Schlüsse 
^rden  die  Resultate  der  Untersuchung  auf  Mercur  angewendet. 

0. 


^  Hesse.    Ueber  das  Problem  der  drei  Körper, 

Borchardt  J.  LXXIV.  97-115. 

Der  Verfasser  gelangt  durch  seine  Untersuchungen  zu  dem 
Ige&den  Theorem :  Wenn  man  das  allgemeine  Problem  der  drei 
^per  beschränkt  auf  die  Gestalt  des  Dreiecks,  dessen  Ecken 
^  drei  Körper  bilden,  so  hängt  die  Lösung  des  engeren  Pro- 
^lafis  ab  von  drei  Differentialgleichuiigen  der  dritten  Ordnung. 
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Wenn  man  aber  die  Principien  der  Mechanik  voraussetzt,  welche 
Integrale  liefern,  so  lässt  sich  dasselbe  abhängig  machen  von 
zwei  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  und  einer  Dif- 
ferentialgleichung dritter  Ordnung. 

Die  Ausführung  beginnt  mit  der  Aufstellung  der  d'Alembeit- 
sehen  Differentialgleichungen,  welche  das  allgemeine  Problem  der 
drei  Körper  lüsen;  das  bezeichnete  engere  Problem  verlangt  die 
Elimination  sämmtlicher  Yaiiabeln   aus   diesen    Differentialglei- 
chungen mit  Ausnahme  der  Badienvectoren  und  ihrer  Differential* 
quotienten.     Zu  diesem  Zwecke  werden   symmetrisch  gebildete 
Functionen  der  zu  eliminirenden  Variabein  eingeftihrt,  die  AA 
alle  durch  die  Radienvectoren  und  ihre  Differentialquotienten  i» 
zur  zweiten  Ordnung  ausdrücken  lassen,  mit  Ausnahme  aoldier, 
welche  abgesehen  von  den  Radienvectoren  und  ihren  ersten  Diffs- 
rentialquotienten  allein  von  einer  bestimmten  alternirendenFunotifli 
L  abhängen.   Der  Verfasser  sagt  nun,  dass  diese  Function  L  aek  i^ 
nur  durch  die  Radienvectoren  und  ihre  Differentialquotienten  Im  ir 
zur   dritten   Ordnung   einschliesslich   darstellen    lässt,   wäbreni 
thatsächlich   L   entweder   auf  dem  Wege  von  Lagrange  dnrel 
die  Relationen  der  Winkel,  welche  eine  Gerade  mit  drei  im  BaM 
gegebenen  Geraden  bildet,    oder  aus  der  von  Bour  in  aeiaer 
Abhandlung  über  das  Problem  der  drei  Körper   (Mim.  sor  k, 
Probleme  des  trois  corps.  J.  de  TEc.  Pol.  Cah.36.  p.  40)  aufgesteüBl' 
Determinante  durch  die  Radienvectoren  und  ihre  ersten  bett), 
Ableitungen  bestimmt  werden  kann.    Würde  die  Darstellnng  Hfl 
L  vom  Verfasser  so  vollführt  sein,  dann  wäre  das  an] 
Theorem  erwiesen;   er  hätte  dann  drei  Differentialgleichi 
der  dritten  Ordnung  zwischen  den  Radienvectoren  und  der  Ü 
(47,  48,  49),  von  denen  die  erste  durch  einmalige  Integration  d 
den  Flächensatz  flihrt,  die  zweite  auf  die  lebendige  Kraft 

Der  Verfasser  hat  aber^  um  L  herzuleiten,  für  das  Produot  IHt 
welches  in  der  Gleichung  (47)  vorkommt^  eine  neue  DarsloUnil 
gesucht,  indem  er  von  dem  Flächensatz  ausgehend  durch  Difr 
rentiation  für  LU  einen  Ausdruck  von  der  dritten  Ordnuag  ak- 
leitet  (54),  hat  jedoch  nicht  bemerkt,  dass  die  neue  DlffinMlial- 
gleiehung  (54)  identisch  ist  mit  der  schon  erwähnten  (47>        0« 
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.  A.  Proctor.  On  the  motion  of  matter  projected 
from  the  Sun:  with  special  reference  to  the  outburst 
witnessed  by  Prof.  Young  in  America.  Monthl.  Not.  xxxir. 

42-53.  1871. 

Enthält  eine  mit  Hülfe  einer  Cycloide  ausgefttlivte  graphische 
Sonstruction  zur  Bestimmung  der  Zeit  des  Falls  eines  Theilchens 
^m  übrig  bleibenden  Theil  nach  einer  Kugel,  deren  Attraction 
aeh  dem  Naturgesetz  erfolgt.  Glr.  (0.) 

ON  DER  Heyden.  Bemerkungen  zu  der  von  Prof.  Dr. 
Fresenius  Jahrg.  II.  S.  215  d.  Z.  mitgetheilten  Lösung 
einer  Aufgabe  vom  schiefen  Wurf.    Hoffmann  z.  ni. 

Die  Fresenius'sche  Lösung  der  Aufgabe,  den  Doppelwerth 
ei  Elevationswinkels  eines  Wurfes  nach  einem  höher  oder  tiefer 
senden  Ziele  zu  finden  mittelst  der  Subtangente  verwirft  der 
•irfasser  wegen  ihrer  Weitläufigkeit,  da  sie  sich  direct  mit  Polar- 
c^rdinaten  sehr  leicht  ergiebt.  H. 

DE  St.  Robert.      Mömoires    scientifiques.     Tome  I. 

Balistique.     8.     Paris.    Gauthier-Villare. 

.  DE  TiLLY.     Note  sur  quelques  formules  de  balistique 

^  appliqu^e.    Bull,  de  Belg.  (2)  XXXIV.  43-50. 

Der  Verfasser  zeigt  in  dieser  Note,  wie  man  experimentell 
<B  Hypothesen  controliren  kann,  die  man  gezwungen  ist  rück- 
Qhtlich  der  Bewegung  länglicher  Projectile  zu  machen,  um  diese 
öwegung  mit  derjenigen  sphärischer  Projectile  zu  vergleichen. 
^  untersucht  dabei  nur  die  Projection  der  Bewegung  auf  die 
örticale  Schussebene.  Mn,  (Wn.) 

f.  Besal.  Interpretation  g^om^trique  de  la  trajectoire 
apparente  d'un  projectile  dans   le  vide.    Nouv.  Ann.  (2) 

XI.  433-438. 

Man  denke  sich  eine  Kugel,  die  mit  einer  gleichförmigen 
otationsgeschwindigkeit  begabt  ist  und  materielle  Punkte  mit 

Fortschr.  d.  Math.  IV.  3.  31 
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coDstauler  Kraft  iu  der  Richtung  des  Radius  anzieht.  Für  einea 
Punkt,  der  mit  eiucr  bestimraten  relativen  Anfangsgeschwindig- 
keit in  Bezug  auf  diese  Kugel  einen  Bogen  beschreibt,  der  klein 
genug  ist,  um  die  Richtung  der  anziehenden  Kraft  während  dei 
Durchlaufens  als  constant  ansehen  zu  können,  hat  Bour  in 
Liouville's  J.  1863.  bewiesen,  dass  seine  Bewegung  betrachtet 
werden  kann  als  hervorgegangen  aus  der  Bewegung  auf  emer 
Parabel,  deren  Ebene  sich  um  eine  der  Rotationsaxe  parallele 
Axe  in  dem  Meridian  des  Orts  dreht,  und  zwar  mit  einer  Winkel- 
geschwindigkeit gleich  und  entgegengesetzt  der  der  Kugel.  Herr 
Resal  ist  bei  der  Untersuchung  des  Problems  zu  einem  anderen 
Resultate  gekommen.  Nach  ihm  kann  die  relative  Bahn  be- 
trachtet werden  als  das  Resultat  einer  geradlinigen,  gleic'&förni 
veränderten  Bewegung,  parallel  der  Rotationsaxe  der  Kugel  in 
einer  Ebene,  die  sich  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit,  gleiA 
und  entgegengesetzt  der  des  Systems  um  eine  Axe  bewegt,  jw^ : 
rallel  der  letzteren  und  selbst  bewegt  mit  einer  gleichförmigen 
Translationsbewegung  senkrecht  auf  dem  Meridian  des  OrteSi 
Die  Differenz  zwischen  seinem  Resultat  und  dem  von  Bour  ist 
dadurch  hervorgerufen,  dass  Bour  die  centrifugale  Beschleunigong 
nicht  in  Grösse  und  Richtung  als  constant  betrachtet  bat  Den 
Beweis  für  seinen  Satz  führt  Herr  Resal,  indem  er  die  Gleichung^ 
des  Problems  zunächst  ohne  jene  Einschränkung  aufstellt  wi 
dann  die  dadurch  gebotenen  Vereinfachungen  einführt.      0. 


I 


P.  MoRiN.    Note  sur  le  „Traitd  de  balistique  ext^rieur  h 
M.  le  g^ndral  Mayewski.^    C.  R.  Lxxv.  647-649. 

Bericht  des  Herrn  Morin  über  das  russisch  geschriebene  Bndi 
des  Herrn  Mayewski.  Dasselbe  enthält  zwölf  Capitel.  Das  ertfe 
giebt  einen  Bericht  über  die  Apparate ,  welche  zur  Messung  der 
Anfangsgeschwindigkeiten  gebraucht  werden.  Im  zweiten  Oapilfil 
findet  sich  die  Herleitung  der  Bewegungsgesetze  im  leeren  Baume 
mit  Anwendungen.  Im  dritten  behandelt  der  Verfasser  die  Frage 
nach  dem  Widerstand  der  Luft.  Er  kommt  dabei  zn  dem  Be- 
sultat,  dass  der  Widerstand  ausgedrückt  werden  kann  durch  dfl 
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ed  proportional  der  dritten  Potenz  der  Geschwindigkeit  ftr 
lärisebe  und  der  vierten  für  oblonge  Geschosse.  Es  folgt  die 
lersnchung  der  Geschossbewegung  in  der  Luft,  abgesehen  von 
iT  Sotation.  Im  fünften  Gapitel  werden  mit  Hülfe  der  ge- 
menen  Regeln  einige  Probleme  gelöst.    Capitel  sechs  handelt 

der  Deviation  der  Geschosse,  während  das  siebente  die  Be- 
dang länglicher  Geschosse  in  der  Luft  behandelt,  mit  beson* 
5r  Berücksichtigung  der  Arbeiten  von  H.  Gautier  (F.  d.  M.  L 
►35)  und  von  Herrn  St.  Robert.  Im  achten  Capitel  werden 
Sendungen  auf  Probleme  gegeben.  Im  neunten  ist  die  De- 
ion  solcher  Geschosse  behandelt.   Das  zehnte  beschäftigt  sich 

der  Aehnlichkeit  der  Bahnen.  Das  elfte  ist  der  Frage  des 
dringens  der  Geschosse  in  feste  Mittel  und  des  Dtii'chschlagens 

Panzerplatten  gewidmet.  Im  zwölften  Capitel  endlich  finden 
I  Anwendungen  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  und  der 
brscheinlichkeitsrechnung  auf  das  Schiessen.  0. 

DE  Brettes.  Sur  quelques  lois  de  la  p^n^tration 
les  projectiles  oblongs  dans  les  milieux  r^istants. 

d.  ß.  LXXV.  1702-1705. 

Herr  Didion  hat  in  seiner  Balistik  folgende  Sätze  für  sphä- 
ibe  Geschosse  aufgestellt:  ^Die  Längen  und  die  Zeiten  der 
bnen  zweier  Geschosse,  die  von  einer  gegebenen  Geschwindig- 
S  zu  einer  anderen  ebenfalls  gegebenen  Geschwindigkeit  tiber- 
len,  sind  proportional  den  Produkten  der  Durchmesser  der 
Schosse  in  ihre  Dichtigkeiten."  Der  Verfasser  hat  nun  zwei 
aloge  Sätze  auch  für  längliche  Geschosse,  die  eine  Translatiöns- 
WJhwindigkeit  in  der  Richtung  ihrer  Axe  haben,  gefunden, 
nrteht  man  unter  ^reducirter  Länge"  (iongueur  röduite)  die 
)g6  eines  Cylinders  von  demselbeti  Durchmesser,  derselben 
btigkeit,  demselben  Gewicht,  wie  ihn  das  betreffende  Gescboss 

so  heissen  die  Sätze:    „Die  Längen  und  Zeiten  der  Bahnen 
ier  verschiedener  länglicher  Geschosse,  deren  vordere  Enden 
Hb  ähnlich  sein  müssen,  sind  unabhängig   von  den  Durch-  ' 
^ern  und  proportional  den  Produkten  ihrer  reducirten  Länge 
ihre  Dichtigkeiten."    Die  Note  enthält  den  Beweis.      O. 

31* 
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G.  S.  Carr.     Solution  of  question  3444.    Edac  Tin 

71-72. 

Ein  Massentbeilchen  ist  in  gegebener  Entfernung  t( 

gleichförmigen  unbegrenzten  dttnnen  Platte,  deren  Theilc 

einer  Kraft,  die  dem  Quadrat  der  Entfernung    umgekel 

portional  ist,  anziehen«    Finde  die  Zeit,  in  der  das  g 

Theilchen  die  Platte  erreicht.    Wenn  f  die  Anziehung  der  I 

einheit  und  a  die  Entfernung  von  der  Platte  bedeutet,  so 

Zeit  =  —. 
nf 

R.  TOWNSEND,    Solution  of  question  3536.  Educ.  Times 

Ein  Massenpunkt  besehreibt  eine  Ellipse  unter  der 
zeitigen  Wirkung  gegebener  Gentralkräfte  (umgekehrt  prop 
dem  Quadrat  der  Entfernung)  in  den  beiden  Brennpunkten: 
die  Differentialgleichung  zwischen  der  Zeit  und  der  excenl 
Anomalie^    Sie  ist  bei  gewöhnlicher  Bezeichnung 

r_*Ly  =  _Lf Ai ■      v' y 

\  d<  /        o»  \  (1  +  ecostt)'  ^  (1-cco8m)V 

] 

Weitere  Aufgaben  aus  der  Mechanik  von  den  I 
R.TowNSEND,  J.J.Walker,  T.MiTCHESON,  O.W. 
S.  A.  Slade,  ß.  TucKER,  Evans,  W.  Liverle 
andern  finden  sich  Educ.  Times  XVL,  xviL 

J.  BoDE.    Die  Centripetalkraft  und  die  ablenkende 

fester  Curven.    Hoffmann  Z.  III,  327-335. 

Die  Methode,  welche  der  Verfasser  an  Stelle  uDgem 
angeblich  falscher  Methode  Air  Lehrbücher  empfiehlt,  ist  seil 
richtig,  da  sie  eine  Bewegung  mit  constanter  Geschwindigi 
gebrochener  Linie  zur  anftnglichen  Annahme  macht,  anc 
solche  unmöglich  ist.  fi 

J.  A.  C.  Brbsse.     Sur  la  d^termination  des  bract 

chrones.    C.  R.  LXXTV.  854-856. 
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Der  Verfasser  erweitert  das  Problem  dahin,  dass  er,  statt 
e  Jacob  Bernoulli  den  Punkt  der  Schwere  zu  unterwerfen,  ihn 
iliebigen  Kräften  unterwirft,  indem  er  nur  die  Bedingung  stellt, 
U88  es  Niveauflächen  und  eine  Kräftefunction  giebt.  Nach  Auf- 
rilung  der  allgemeinen  Gleichungen  ftthrt  er  die  Lösung  des 
l^lems  f&r  den  Fall  einer  centralen  Kraft  durch,  die  eine 
l^tion  der  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  ist.      0. 


A.  C.  Bresse.  Sur  la  d^teimination  de  la  trajectoire 
d'un  point  pour  laquelle  une  certaine  integrale  est 
tninimum.    C  R.  LXXV.  1562-1567. 

Als  Verallgemeinerung  des  Problems  der  [Brachistochrone 
sich  der  Verfasser  folgendes  Problem  gestellt:  „Ein  beweg- 
et Punkt  m  geht  von  einem  gegebenen  Punkt  A  mit  be- 
inter  Geschwindigkeit  v  aus.  Er  soll  nach  einem  gegebenen 
akte  B  gelangen  unter  Einwirkung  einer  Kraft  F,  die  eine 
action  der  Coordinaten  a?,  y,  »  ist.    Auf  welcher  Curve  muss 

2  der  Punkt  bewegen,  damit  das  Integral  fuds  (U  irgend 

€  Function  der  Geschwindigkeit  v)  ein  Minimum  ist?"  Nach- 
31  der  Verfasser  die  Frage  allgemein  erörtert  und  die  Diflferen- 
Igleichungen  der  Bahn  aufgestellt  hat,  behandelt  er  speciell 
I  Fall  der  Schwere  und  einer  centralen  Kraft,  die  eine  Function 
r  Entfernung  ist;  in  beiden  Fällen  kann  die  Aufgabe  auch 
ne  specielle  Annahme  über  U  auf  Quadraturen  zurückgeführt 
»den.  0. 

Ohrtmann.    Das  Problem  der  Tautochronen.  Pr.  Berlin. 
Siehe  Abschn.  I.  Cap.  1,  p.  30. 

Jordan.  Sur  les  oscillations  infiniment  petites  des 
äystfemes    mat^riels.    C.  R.  LXXiv.  1395-1399. 

Der  Verfasser  verspricht  einen  einfacheren  Beweis  für  ein  Re- 
tat  von  Somof  (Mem.  de  St.  P6t.  1859)  zu  geben.    Letzterer 
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hat  gezeigt,  dass  die  Integrale  des  Systems  von  Diffeitntia 
ehungen 

in  der  Form 

T  =  üarsqrqs;     ü  =  Sbr^qrq, 
auch  im  Fall  mehrfacher  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleicl 
rein  periodisch  in  t  sind.    Jordan's  Beweis  kann  jedoch 
befriedigen,  weil  er  dazu  Substitutionen  anwendet,  welche  c 
abhängig  von  t  machen,  worauf  er  keine  Rücksicht  nimmL 

H. 

H.  Resal.  ^quation  du  mouvement  d'une  courbef 
culaire  assujettie  k  rester  plane.  0.  R.  LXXV.  loio-io 

Einfacher,  als  sie  aus  den  allgemeinen  Gleichungen 
Lagrange  hervorgehen,  gestalten  sich  die  Gleichungen  der  eb< 
Bewegung  eines  Fadens,  wenn  man  Bogen  und  Zeit  zu  ui 
hängigen  Yariabeln,  den  Richtungswinkel  der  Tangente  a 
gesuchten  Function  macht.  Bezeichnen  v^  u  die  Componenten 
Geschwindigkeit,  (P,  *P  die  der  auf  die  Masseneinheit  des  Bo| 
Clements  ds  wirkenden  Kraft^  beide  in  tangentieller  und  noroQ 
Richtung  zum  Faden,  so  sind  die  Gleichungen: 
df)  da         du  da   da 

'df^^'dr'  ds  '^^'df^'W' 

/„.      du  da\d^a   ,   /^^       dv    ,      da\d^a 

ö    ^iu       ^w  da\   da 

wozu  noch  die  äusseren  Bedingungen  kommen.  Die  Integi 
ist  nicht  gefunden;  nur  für  2  besondere  Fälle  Hessen  sich  e 
hier  nicht  genannte  Schlüsse  machen.  E 

H.  Besal.  Du  mouvement  relatif  d'un  point  pesan 
une  courbe  comprise  dans  un  plan  vertical  tou 
d'un  mouvement  unifoime   autour  d'un  point  c 

plan.     DarboQX  Ball  III.  29-32. 
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Der  Verfasser  behandelt  das  Problem  zunächst  für  den  Fall 
iner  geraden  Linie,  dann  für  den  Fall  eines  Kreises  und  endlich 
ör  den  einer  beliebigen  Curve.  Er  gelangt  dabei  zu  einer  Glei- 
hang,  die  nur  für  den  erat  behandelten  Fall  integi'abel  zu  sein 
Aeint.  0. 

.  Eesal.  Du  mouvement  (l\iu  corps  solide  relie  k  uii 
systfeme  mat^riel   animö   d'un   mouvement  relatif  par 

rappört  h  Ce  corps.   Ann.  d.  rfic.  Norm.  (2)  L  115-156. 

Der  Verfasser  will  den  Einfluss  untersuchen,  den  die  Trag  • 
it  ausübt,  die  eine  Folge  der  relativen  Bewegung  eines  Systemes 
dessen  Stützpunkte  sich  auf  dem  Körper  S  befinden,  ist,  auf 
i  Bewegung  des  Körpers  S.  Nach  Erwähnung  der  Sätze,  auf 
3  sich  der  Verfasser  hauptsäcjilich  stützt,  behandelt  er  zunächst 
^  Translationsbewegung  des  festen  Körpers  und  wendet  die 
:ffgestellte  Gleichung  auf  die  Stabilität  der  Dampfmaschinen  an. 
I  ist  der  Rotationsbewegung  fester  Körper  um  einen  festen  Punkt 
widmet.  Die  drei  Componenten  der  absoluten  Beschleunigung 
arden  getrennt  betrachtet,  und  dann  die  Anwendung  aui  die 
iwegung  eines  Systemes  fester  Körper,  die  auf  einander  wirken, 
imacht,  wenn  man  die  Erschütterungen  der  Molecüle  berück- 
chtigt.  In  den  §§  III  und  IV  werden  Fälle  betrachtet,  in  denen 
3ts  Gesetz  der  relativen  Bewegung  von  5  bekannt  ist,  während 
i  §  V  der  allgemeine  Fall  behandelt  wird,  wo  die  Elemente  der 
lativen  Bewegung  von  s  selbst  die  Unbekannten  des  Problemes 
ttd.  Es  folgen  zwei  Noten,  von  denen  die  erste  die  gewonne- 
in Resultate  auf  die  Bewegung  eines  Eisenbahnzuges  anwendet, 
ihrend  die  zweite  von  dem  Einflüsse  eines  constanten  Wider- 
mdes  auf  die  oscillirende  Bewegung  eines  Körpers,  die  aus 
riodischen  Quellen  entspringt,  handelt  0. 

.  Eesal.  i^quations  gdn^rales  du  mouvement  d'un 
coq)s  solide  rapportö  k  des  axes  mobiles.  C.  R.  LXXiv. 
10-12. 

Der  Verfasser  hatte  in  einer  früheren  Arbeit  (C,  R.  LXXIII. 
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1160.  s.  F.  d.  M.  III.  p.  465)  die  BewegungsgleiehuDgei 
Panktes  eines  festen  Körpers  in  Beziehung  auf  bewegliche 
abgeleitet.  Im  vorliegenden  giebt  er  eine  einfache  Herh 
die  sich  auf  folgenden  Staz  stützt:  „Die  Geschwindigkeit  des 
der  Axe  des  Momentes  der  Bewegungsmenge  stellt  in  Grösa 
Richtung  das  Moment  der  Kräfte  dar."  ( 

H.  Resal.    jfitude  g^omdtrique  sur  le  mouvemeiiti 
Sphäre  pesante  glissant  sur  un  plan  horizoutal. 

Nouv.  Ann.  (2)  XI.  193-202. 
Der  Verfasser  setzt  voraus,  dass  die  Kugel  aus  conc 
sehen  homogenen  Schichten  besteht  und  vernachlässigt  die  Sei 
des  Rollens  als  zu  gering  gegen  die  des  Gleitens.  Er  zeigt 
zunächst,  dass  die  Componente  der  augenblicklichen  Rotadoi 
die  Verticale  constant  ist,  und  betrachtet  dann  die  Bewe; 
eines  einzelnen  Punktes  der  Kugel.  Danach  wird  speciell 
Bewegung  des  Berührungspunktes  der  Kugel  mit  der  Ebern 
örtert,  ebenso  die  des  Mittelpunkts  der  Kugel,  wobei  sich 
Anzahl  von  Sätzen  ergeben,  die  theilweise  schon  von  Co 
und  J.  A.  Euler  (dem  Sohne  L.  Euler's)  aufgestellt  worden 

0. 

H.  Resal.     Methode  directe  pour  determiner  Tinflu 
de  la  rotation  de  la  Terre  sur  la  chute  des  grav 

Nouv.  Ann.  (2)  XI.  348-351. 
Der  Verfasser  bestimmt  die  Abweichung,  die  ein  fall 
Körper  durch  die  Rotation  der  Erde  erleidet.  Er  setzt  dab 
Erde  kugelförmig  voraus  und  vernachlässigt  die  Fallhöhe 
den  Radius  der  Erde.  Den  Widerstand  der  Luft  berttcks: 
er  nicht.  Die  Ableitung  selbst  ist  einfach  und  ohne  besoi 
Interesse.  Der  Verfasser  gelangt  zu  einer  bereits  beb 
Formel.  ( 

V.  PüisEUx.     De  r^quilibre  et  du  mouvement  des 
pesants    en  ayaiit  ^gard   aux  variations   de  dirc 
et  d'intensit^  de  la  pesanteur.  Ann.  de  vtc  Nora.  (2)  i. 
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Die  Theorie  des  Gleichgewichtes  und  der  Bewegung  schwerer 
i.örper  wird  in  der  Regel  unter  der  Voraussetzung  entwickelt, 
MB  die  Richtung  und  Intensität  der  Schwere  unveränderlich 
ind.  Dies  ist  nun  aber  streng  genommen  nicht  richtig,  da  weder 
lie  Richtung  der  Schwere  Überall  parallel  ist,  noch  auch  der 
Binfluss,  den  Sonne  und  Mond  und  die  Bewegung  der  Erde  aus- 
iben,  für  jeden  Punkt  der  Erde  derselbe  ist.  Der  Verfasser  der 
rorliegenden  Arbeit  will  nun  die  Theorie  unter  Berücksichtigung 
Her  dieser  Umstände  entwickeln.  Er  betrachtet  dabei  die  Erde 
la  ein  Rotationsellipsoid,  das  aus  Schichten  mit  constanter  Dichtig- 
eit  zusammengesetzt  ist.  Bezeichnet  man  nun  mit  /Et  die  Masse 
»T  Erde^  mit  u  die  Entfernung  des  Elementes  dfi  von  einem 
JUBseren  Punkte  M,  mit  f  die  Anziehung  der  Masseneinheit  auf 
L^  Masseneinheit  in  der  Entfernung  s,  so  sind  die  Componenten  der 
nziehung  auf  den  Punkt  M  die  partiellen  Derivirten  des  Integrals 

^  Beziehung  auf  die  Coordinaten  von  M. 

Für  die  oben  gemachte  Voraussetzung  ist  dies  T  für  alle 
^nkte  auf  demselben  Parallelkreis  dasselbe.  Der  Verfasser  ent- 
''ickelt  nun  zuvörderst  die  Componenten  der  Erdanziehung,  und 
'Stimmt  dann  die  Componenten  der  Kräfte,  die  aus  den  Wir- 
bngen  von  Sonne  und  Mond  entstehen.  Daraus  ergeben  sich 
!«nn  die  Componenten  der  in  der  That  wirksamen  Kraft: 

d^cß  dii 

--r-5-  +  2co  sini--37-  +  co'  sin  A*a  —  co'  sin^Ä  -a?  —  w  sinA«cosA-», 
dt  dl 

-^  —  2w  sin  A  -^7—2«  cosA  -^  —  (o^y 

'  ■  2aicosA  -j-  +2w'  cos  A'«  —  w'  sin  A  cosA-a; —  w'  cosU««, 


-ß 


dt*  ^  dt 

o  (o  die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde  bezeichnet,  k  den 
Hnkel,  den  die,  durch  den  Punkt  0  (nahe  der  Oberfläche)  ge- 
jgte  Coordinatenaxe  0«  mit  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde 
ehenden  Cf  macht,  a  endlich  das  |  des  Punkts  0  ist.  Nach- 
em    der  Verfasser    sodann    die    Bewegungsgleichungen    eines 
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schweren  Körpers  aufgestellt  hat,  bestimmt  er  den  Wink 
ein  Loth  mit  der  durch  den  Aufhängepunkt  gelegten  Yei 
bildet.  Beide  liegen  in  dem  Meridian  des  Aufhänge] 
Der  Winkel  ist  sehr  klein ,  für  Paris  z.  B.  bei  einer  Län 
100  m.  0,017  Secunden.  Derselbe  würde  sonst  ein  Mittel 
um  durch  eine  Beobachtung  an  einem  Orte  die  Abplattu 
Erde  zu  bestimmen.  Es  wird  sodann  die  Form  eines  sei 
homogenen  Fadens,  der  an  einem  Endpunkte  aufgehäi 
bestimmt.  Der  Verfasser  kommt  hier  zu  demselben  Bei 
das  auch  Herr  Bertram  in  der  im  zweiten  Bande  der  F. 
p.  715  besprochenen  Arbeit  gefunden,  dass  nämlich  der 
die  Form  eines  Parabelbogens  (unabhängig  von  der  Län^ 
Fadens)  annehme,  dessen  Durchmesser  parallel  dem  Mc 
des  Aufhängepunktes   ist.     Die   convexe   Seite  des  Bogei 

gegen   den  Aequator   gerichtet,  und   der  Parameter  -/-. 

Minimum  desselben  tritt  bei  45°  ein,  während  er  im  Pol  un 
Aequator  unendlich  wird,  sodass  der  Bogen  dann  in  eine  Gi 
übergeht.  Bei  der  Betrachtung  des  Falles  im  leeren  Raumi 
langt  der  Verfasser  zu  den  bereits  bekannten  Abweichui 
Den  Schluss  der  Abhandlung  bildet  die  Betrachtung  der  Bewe 
eines  festen  Körpers  um  eine  durch  seinen  Schwerpunkt  geb 
und  mit  der  mittleren  Verticalen  dieses  Punktes  zusammenf^ 
de  Gerade.  0 

F.  TissERAND.      Siir   les   mouvements  relatifs  k  la 
face  de  la  terre.    C.  R.  Lxxv.  1567-1570. 

Der  Verfasser  transformirt  die  bekannten  Gleichungen 
A-^  +  (iC-B)qr  =  n[CA  +  B--C!)&'q--'(iC+A--B)V 

B-^+(A-C)rp  =  n[CBi-C-Aya''r-(iA+B^Od 

dr 
C^^-Y(B-^A)pq^n[{C+A'-B)Wp^(^B  +  C—A)a^ 

in  folgende  Formen 


Capilel  4.    Dyuamik.  477 

0. 


Hoppe.  Ueber  den  Einfluss  der  Rotation  eines 
Schwungrades  auf  die  Bewegung  eines  damit  verbun- 
denen Körpers.     Schlömüch  Z.  XVII.  167-174. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe  zu  untersuchen,  ob  die 
tation   eines   Schwungrades   der   Axe    eine   Widerstandskraft 
Jen  Ablenkung   aus  ihrer  Richtung   verleihe.     Er   betrachtet 
(halb  ein  Schwungrad,  dessen  Axe  in  einem  Gehäuse  befestigt 
beide  werden  als  Rotationskörper  für  eine  gemeinsame  Axe 
[    mit  gemeinsamem  Schwerpunkt  betrachtet.    Er  erörtert  zu- 
hst  den  Fall^  wo  das  Gehäuse  anfänglich  in  Ruhe,  das  Schwung- 
in gegebener  Rotation  begrififen  ist,  und  geht  dann  über  zu 
1  Fall,  wo  das  Gehäuse  um  eine  feste,  aber  ganz  beliebige 
>  rotirbar  ist.    Die  Resultate,  zu  denen  er  gelangt,  sind  fol- 
de:    9,1)  Die  Rotation  des  Schwungrades  setzt  einer  aus  der 
ie  beginnenden  Ablenkung  seiner  Axe  mittels  eines  Kräfte- 
res  keinen  Widerstand  entgegen.    2)  Sie  strebt  eine  im  Act 
:riflFene  Ablenkung  in  die  transversale  Richtung  überzuführen, 
macht  die  Lage  der  Axe  nicht  stabil,  sondern  übt  nur  auf 
Potential  der  ablenkenden  Kraft  eine  stabilisirende  Wirkung 
dem  Sinne,  dass  sich  dasselbe  wenig  ändert  und  periodisch 
seinen  Anfangswerth  zurückgeht."  0. 

M.  MiNCHiN  and  M.  Collins.     Solution  of  question 

3093.    Educ.  Times  XVI.  25-26  und  57. 

Eine  Kugel,  welche  gleichförmig  um  einen  Durchmesser 
irt,  wird  horizontal  fortgeschleudert  in  einer  Ebene  senkrecht 


selbe  von  2  äquidistanteü  Parabelbogen  begrenzt  wird  un» 
windschief  gemacht  ist.  Er  bespricht  zunächst  den  Einfiu 
der  Luftwiderstand  auf  die  Bewegung  des  Instrumentes  ha 
Ausgangspunkt  dieses  Theils  der  Untersuchung  bildet  6 
Duhamel  gegebene  Formel,  die  der  Verfasser  für  seinen 
auf  die  Form  dR  =  gv'^^in'^dds  bringt,  wo  ds  das  Flächene 
Q  die  Dichtigkeit  des  Fluidums,  ©  die  Geschwindigkeit  c 
wegten  Körpers  uud  0  der  Winkel  ist,  den  die  Ebene,  di 
Fltissigkeitsstrahl  getroflfen  wird,  mit  der  Bewegungsri 
macht.  Er  berechnet  sodann  den  Druck  der  Luft  auf  d( 
merang,  indem  er  den  Druck,  der  durch  die  Rotation  des 
entsteht,  für  sich  allein  betrachtet.  Nachdem  der  Verfasser 
den  Einfluss,  den  dieser  Luftdruck  auf  die  Bewegung  d 
strumentes  ausübt,  discutirt  hat,  berechnet  er  die  Bahn  d( 
merangs  für  den  Fall  des  sogenannten  Horizontalwurfs.  Er 
als  Projectionsglcichungen  in  der  a?»- Ebene  eine  Gleichun 
der  Form: 

z  =  Ax^—Bco8(ia^bx)-\-Cx-\-D, 
und  in  der  xy-Ehene 

y  =  E9AVL(a  —  bx^  —  Fx-\-G. 
Die  Gleichungen  werden  in  der  vorliegenden  Arbeit  nur 
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asfahrung.  Die  Besultate  seiner  Untersuchung  spricht  der  Ver- 
sser  hier  in  folgenden  beiden  Sätzen  aus:  ^Dasselbe  materielle 
sndel  hat  für  alle  zu  den  horizontalen  Drehaxen  D^  oder  D^ 
urallele  und  in  gleichem  Abstände  vom  Schwerpunkte  S,  also 
r  alle  auf  dem  Mantel  eines  geraden  Kreiscylinders,  dessen  Axe 
it  der  Schweraxe  D^  zusammenfällt,  liegende  Drehaxen  D^  die 
unliebe  S^shwingungszeit/'  „Wenn  das  Pendel  für  2  parallele 
rehaxen  D^  und  Dg,  welche  nicht  auf  derselben  geraden  Kreis- 
dinderfläche  um  eine  durch  den  Schwerpunkt  S  des  Pendels 
siegte,  zu  Dj  und  D,  parallele  Axe  D^  liegen,  gleiche  Schwin- 
mgszeit  besitzt,  so  ist  die  Summe  der  Abstände  A^  und  k^  der 
xen  D,  und  D.^  vom  Schwerpunkt  S  als  Länge  des  dem  ma- 
iriellen  Pendel  entsprechenden  einfachen  Pendels  zu  nehmen." 

0. 

1.  RoNzoNi.    Theorie  du  peridule  de  Foucanlt.  Mondes  (2) 

XXVII.  422-424. 
Herr  J.  A.  SeiTct  hat  in  der  Sitzung  vom  5.  Februar  1872 
ne  Arbeit  über  die  Theorie  des  Foucault'schen  Pendels  mitge- 
eilt. Der  Bericht  darüber  in  den  Mondes  hat  den  Verfasser 
rliegender  Notiz  an  eine  eigne  Arbeit  über  diesen  Gegenstand 
s  dem  Jahre  1853  erinnert.  Bei  Uebersendung  derselben  an 
)rm  Moigno  theilt  er  demselben  zugleich  mit,  worin  sich  seine 
^thode  von  der  des  Herrn  Serret  unterscheidet.  Er  hat  nicht 
-  Variation  der  Willkürlichen,  sondern  ein  bewegliches  Axen- 
atem  benutzt.  Zugleich  führt  er  in  dieser  Notiz  einige  seiner 
sultate  an,  die  mit  denen  des  Herrn  Serret  ttbercinstimmen. 
>leitungen  sind  in  der  Notiz  nicht  enthalten. 

0. 

Von  Villarceau.     Sur  les  r^gulateurs  isoclirones,  dd- 
rivds  du  Systeme  de  Watt.    C  R.  LXXiv.  1437-1445. 

Nach  einem  kurzen  Bttckblick  auf  die  bisherige  Entwicke- 
Og  der  Regulatoren  theilt  Herr  Villarceau  dieselben  in  zwei 
lassen,  nämlich  diejenigen,  die  die  bewegende  Arbeit  veränder* 
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lieh  machen,  und  die,  welche  die  widerstehende  Arbeit  verändc 
Nachdem  er  sodann  erwähnt,  dass  er  schon  1868  eine  Abba 
lung  über  die  Theorie  derselben  fertig  gestellt,  geht  er  dazu  tll 
zunächst  das  beiden  Glassen  Gemeinsame  ^u  erörtern  und 
spricht  dann  die  EigenthUmlichkeiten  der  beiden  Glassen. 
diese  Notiz  keine  mathematischen  Entwickelungen  enthält,  v) 
schiebt  Referent  ein  eingehenderes  Referat  bis  zur  Veröffei 
lichung  der  Abhandlung  des  Verfassers  selbst.  0. 

YvoN  ViLLARCEAU.   Sui  le  r^gulatcuv  isochrone  h  aileü 
construit  par  M.  Br^guet.    C.  R.  LXXIV.  1481-1483. 

Ein  Bericht  über  die  Verbesserungen  und  Versuche,  die  mi 
dem  genannten  Apparate  seit  seiner  ersten  Construction  im  Jahn 
1870  vorgenommen  sind.  Derselbe  ist  nach  theoretisch  gewon 
neuen  Principien  und  Maassen  angefertigt  worden.  0. 

H.  Eesal.     Theorie  du  rögulateur  Larivi^re.  Ann.  d.  Min« 

(7)  IT.  259-264. 
Siehe  F.  d.  M.  IIL  p.  465.  0. 

Worms  de  Eomilly.      Memoire  sur  divers  systfemes  4 
rögulateurs  k  force  centrifuge.     Ann.  d.  Mines  (7)  1. 36-*^ 

Nachdem  der  Verfasser  allgemein  die  Forderungen  besproelÄ 
die  an  einen  Regulator  gestellt  werden  müssen,  leitet  er  fllr  (Vi 
Anzahl  bekannter  Systeme  die  Gleichgewichtsgleichungen  ab  vi 
untersucht,  in  wiefern  die  betreffenden  Constructionen  den  a# 
stellten  Forderungen  entsprechen.  0. 

J.  H.  Jellett.     A  treatise  on  the  theory  of  friction. 

Dublin. 

Der  Gegenstand  dieses  bedeutenden   Werkes  ist   die  &*• 

Wickelung  des  Artunterschiedes  zwischen  der  Reibungskraft  ^ 

den  bewegenden  Kräften,  welcber  Unterschied  in  der  Regd  ^ 

den  Bearbeitern  der  rationalen  Mechanik  yemachlässigt  wort^ 
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3t  Ausgehend  von  den  gebräuchlichen  Axiomen  über  die  Rei- 
DOgstheorie,  die  durch  das  Experiment  festgestellt  werden  müssen, 
ihrt  der  Verfasser  mit  mathematischer  Schärfe  zu  wichtigen 
iysikalischen  Folgerungen.  So  gelangt  er  von  der  Theorie  des 
Iderstandskegels  und  von  dem  bekannten  Princip  aus,  dass  die 
ichtung  der  Reibungskraft  wirkt  auf  ein  bewegendes  Theilchen, 
i  dem  wichtigen  Resultat,  dass  wenn  ein  ruhendes  Theilchen 
ch  zu  bewegen  beginnt,  jene  Reibung  mit  einem  Male  seine 
ichtung  ändert,  so  dass  die  Richtungen  der  statischen  und 
anämischen  Reibung  nicht  nothwendig  dieselben  sind.  Unter 
IX  Voraussetzung,  dass  die  Reibungskraft  unbestimmt  ist,  be- 
andelt  der  Verfasser  einige  sehr  allgemeine  Probleme  über 
Eichgewicht  von  Systemen,  die  durch  die  Reibung  beeinflusst 
erden,  und  gelangt  zu  Ungleichungen  als  Bedingung  des  Gleich- 
ewichts, statt  der  Gleichungen,  welche  sich  ergeben  würden, 
renn  alle  Kräfte  bestimmt  wären.  Dieses  ist  der  Inhalt  von 
lap.  III.  Das  allgemeine  Problem  lautet  so :  „Von  einer  Anzahl 
materieller  Theilchen  liegt  ein  jedes  auf  einer  rauhen  Oberfläche, 
Ue  sind  untereinander  durch  bekannte  Relationen  verbunden 
nd  durch  gegebene  Kräfte  beeinflusst;  man  soll  untersuchen,  ob 
ine  gegebene  Anzahl  dieser  Theilchen  in  der  äussersten  Gleich- 
ewichtslage ist." 

In  dem  die  Dynamik  behandelnden  Theile  des  Werkes  ist 
5r  Unterschied  zwischen  Reibung  und  bewegenden  Kräften  auf- 
eht  erhalten.  Hier  finden  sich  einzelne  sehr  elegante  Formeln, 
5  auf  einen  starren  Körper  anwendbar  sind,  wenn  die  Bewe- 
ng  eine  blosse  Rotation  ist,  z.  B.  die  Formel 

>  d*  das  Dififerential  des  Winkels,  der  von  dem  rotirenden 
>rper  beschrieben  wird,  J  das  Trägheitsmoment  um  die  Axe, 
die  Rotationsgeschwindigkeit  und  L  das  statische  Moment  der 
fi  die  Axe  angebrachten  Kräfte  ist.  Von  dieser  Formel  werden 
iTschiedene  wichtige  Anwendungen  gegeben.  Kapitel  VI  enthält 
ae  elegante  Discussion  über  „nothwendiges  und  mögliches  Gleich- 
^wicht"  und  giebt  Regeln  zur  Bestimmung  der  Fälle,  wo  Gleich- 
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gewicht  Qothwendig  und  wo  es  möglich  ist  Zahlreiche  Beispide 
erläutern  die  allgemeinen  Principien;  mit  ihrer  Zusammenstellaii; 
schliesst  das  Werk.  Csy.  (M.) 

M.  DE  TiLLY.  Stades  sur  le  frottetnent.  Premiere  partid 
Note  relative  an  frottement  de  glissement  sur  les  snr- 
faces  li^li9oides  rdgl^es.  Mem.  de  Belg.  XXII.  1-32. 

Der  Verfasser  verbessert  verschiedene  von  Poncelet,  CorioH^ 
Noble,  Ferssen  und  Gerloff  aufgestellte  Formeln,  die  sich  arf 
das  Gleichgewicht  einer  Schraube  und  auf  die  Bewegung  4r 
Projectile  in  gezogenen  Schusswaffen  beziehen.  Der  Irrthia 
jener  Geometer  entspringt  daher,  dass  sie  stillschweigend  oder 
ausdrücklich  angenommen  haben,  dass  die  ganze  Beaction  iff 
Schraubenmutter  einzig  aus  einem  normalen  Druck  und  der  Rei- 
bung besteht,  während  man  ausserdem  noch  eine  seitliche  Reactioni 
die  auf  den  vorigen  senkrecht  steht,  in  Rechnung  ziehen  mnft 
Insbesondere  folgt  aus  der  Analyse  des  Herrn  Tilly,  dass  die 
gewöhnlichen  Formeln  zur  Berechnung  des  Drucks  in  der  WU* 
worth-Kanone  ungenau  sind. 

Man  macht  in  den  aut  obigen  Gegenstand  bezüglichen  Beel- 
nungen  gewöhnlich  noch  verschiedene  andere  Hypothesen, 
nicht  immer  zulässig  sind.    So  ist  es  nicht  erlaubt,  den  auf 
ganze  Breite  des  Schraubengangs  vertheilten  Druck  als  in  ei 
Punkte  eoncentrirt  anzunehmen,  ausser  wenn  jene  Breite  im  W 
hältniss  zum  innern  Durchmesser  der  Spindel  sehr  gering!^ 
Jene   Concentration  des  Drucks  in    einem  Punkte  ist  zulft^! 
1)  wenn  der  Druck  gleichförmig  längs  der  Schraubenlinie^ 
theilt  und  im  Innern  der  Mutter  eine  ganze  Zahl  von  UmdreliBi' 
gen  ist,   2)  wenn  statt  einer  Schraubenlinie  mehrere  neben  ein- 
ander   liegen,    die    auf   jedem    Querschnitt   symmetrisch. T«^ 
theilt  sind. 

Die  Arbeit  von  Tilly  schliesst  mit  einer  sehr  pillcisen  Ünfr 
Scheidung  über  die  verschiedene  Art  des  Contaetes. 

Mn.  (Wn.) 

W.  HoGG.    Solution  of  questioii  3396.  Kdnc.  Times  XVI 41* 
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^^  Stange  von  gleichförmigem  Querschnitt  ruht  innerhalb 
^^iaes,  dessen  Ebene  vertical  ist.  Finde  die  Lage,  in  der 
rt>ui\g  grade  Gleichgewicht  bedingt.  Hi. 

^"W^KSEND,     On  a  construction  in  rigid  dynamics. 
^H.  J.  XII.  138-145. 

^^ebt  eine  Construction  für  die  Darstellung  der  Grösse  und 
'^^g  der  impulsiven  Wirkung  eines  starren  Körpers,  der  sich 
^'^  Räume  bewegt,  gegen  ein  festes  Hinderniss,  an  welches 
^^nkt  seiner  Masse,  vorher  in  Bewegung,  plötzlich  unbeweg- 
^«igeheftet  wird.  Cly.  (0.) 

^'^-  Venant.  Sur  iin  compl^ment  k  donner  ä  une 
^^  ^quations  pr^sent^es  par  M.  L6vy  pour  les  mouve- 
^ents  pJastiques  qui  sont  symm^triques  aiitour  d'un 
^^me  axe.    c.  R.  lxxiv.  io83-io87. 

^öter  den  Gleichungen  für  die  innere  Bewegung  plastischer 
^^'  K  F.  d.  M.  IL  723,  III.  473]  gilt  für  den  Fall  der  Syra- 
'  üw  eine  Axe  die  Gleichung: 

4r+(iv,-iv,)'  =  iir. 

t  nicht  in  allen  Fällen  richtig,  sondern  nur  dann,  wenn 

te  und  kleinste  Normaldruck,  beide  in  der  Meridianebene 

ßiiteten  Punktes  liegen.    Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  lautet 

^hung:    2K  ist  gleich  demjenigen  von  den  folgenden 

ttcken 


"2 

^ösaten   ^L^J^oluten  Werth  hat;    unter   JV.^   ist   der 

\y  fter  Meridianebene  des  betrachteten 

jvil  dies  daraus  bewiesen,  dass  die 

In  einer  Gleichung  dritten  Grades 
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sind,  und  dass  die  grösste  tangentiale  Druekcomponente  ode 
dasselbe  ist,  die  halbe  Differenz  der  grössten  und  kleinste 
malcomponente  gleich  dem  speeifischen  Coeffieienten  J 
plastischen  Widerstandes  sein  muss.  W 

J.  BoussiNESQ.  Lois  g^omdtriques  de  la  distril 
des  pressions  dans  un  solide  homogene  et  d 
soumis  k  des  d^formations  planes.   C.  R.  LXXiv.  2 

J.    BoussiNESQ.      Sur    rint^gration    de    l'^quation 
döriv^es  partielles  des  cylindres   isostatiques  pro 
dans    un    solide    homogfene    et    ductile.     c.  R.  L] 

318-321,  450-454. 

J.  BoussiNESQ.  Sur  une  manifere  simple  de  d^tern 
exp^rimentalement  la  resistance  au  glissement  n 
mum    dans    un  solide   ductile  homogene   et  isoti 

C.  R.  LXXV.  254-257. 
Die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Vertheilung  des  Di 
und  für  die  Bewegung,  plastischer  Körper  sind  von  St.  V( 
und  L6vy  früher  aufgestellt  (F.  d.  M.  II.  722,  III.  472).  In 
vorliegenden  Arbeit  wird  nun  für  den  Fall,  dass  alle  Bewe 
einer  festen  Ebene  parallel  ist,  die  Lösung  des  Problems  b( 
tend  weiter  geführt.  Die  normale  und  tangentiale  Druckcoi 
nente  auf  ein  beliebiges  Linienelement  sind  auf  bekannte "? 
abhängig  von  den  auf  zwei  rechtwinklige  Linienelemente,  pai 
X  und  y,  ausgeübten  Druckkräften.  Unter  allen  durch  ( 
Funkt  gehenden  Linienelementen  giebt  es  zwei,  für  welche 
tangentiale  Componente  verschwindet.  Der  Verfasser  denkt 
nun  in  der  festen  Ebene  zwei  Systeme  von  Curven,  im  Ra 
also  zwei  Systeme  von  Cylindern  [isostatische  Cylinder  gern 
von  der  Beschaffenheit,  dass  für  jed^s  Curvenelement  irgend  ( 
Curve  der  beiden  Systeme  die  tangentiale  Componente  vergeh 
det.  Beide  Systeme  sind  orthogonal.  Sind  q  und  p,  ihre 
riablen  Parameter  und  ist 
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ind  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleiehgewichts,  auf  das 
3  System  q,  q^  bezogen,  integrabel  und  geben,  unter  X  und 
^willkürliche  Functionen  verstanden,  folgende  Werthe  f&r  die 
nalen  Druckcomponenten  F,  F^  je  eines  Curvenelements: 

''  =  ''('''^Tfc"+')'  ^^=<2log^+l); 
h  h,       _ 

in  ist  K  der  specifische  Widerstandscoefficient  Ersetzt  man 
Parameter  q,  p,  durch  zwei  andere,  so  dass 

=  x(e)rfe',  dQ,  =  x,iQ,)de\.  also  ^  =  A',  .^A_  =  y^, 

lässt  dann  die  Aecente  fort,  so  werden  die  Gleichungen: 
F  =  «-(1  -  log A'),  F-  F,  =  2Ä,  hh,  =  1. 

letzte  Gleichung  h\  =  1  bedeutet,  dass  die  Fläehenelementei 
von  je  vier  Bogenelementen  p,  q^  gegrenzt  werden,  in  der 
zen  Ebene  gleichen  Inhalt  haben;  und  dies  ist  die  Bedingung 

Möglichkeit,  dass  ein  System  von  orthogonalen  Cylindem 
itatisch  ist.  Diese  Bedingung  geht  durch  Transformation  über  in: 

m  r,i,s  die  zweiten  Differentialquotienten  von  q  sind.  Durch 

Dihrung  einer  neuen  Function  w  von  der  Beschaffenheit,  dass 

des  dta 

1  durch  die  Substitution  p  =  Acosa^  9  =  Asina  geht  die  letzte 
dchung  über  in  folgende: 

8  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  ist  eine  unendliche 
mme  von  Ausdrücken  von  der  Form: 

Uc"^^'+  Bc-"^"~')(CAi+«+DA^-~). 
38er  Ausdruck  wird  unter  Annahme  einer  speciellen  Grenz- 
iingung  etwas  weiter  behandelt. 

In  der  folgenden  Arbeit  geht  der  Verfasser  zu  den  Gleichun- 
i  für  die  Bewegung  über,  während  vorher  nur  die  Druckver- 

32* 
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theilung  im  Gleichgewichtszustande  betrachtet  war.  Er  zeigt,  dass 
die  Bedingung  der  Inconipressibilität  darauf  hinauskommt,  dm 
ftlr  jeden  Punkt  die  Geschwindigkeitscomponente,  parallel  Act 
Normale  des  einen  isostatischen  Cylinders,  gleich  ist  der  partiellei 
Ableitung  einer  gewissen  Function  xp  nach  der  Normale  des  andeni 
durch  den  Punkt  gelegten  Cy linders;  d.  h. 

Kür  yj  jedoch  ergiebt  sich  die  nicht  integrable  Gleichung: 

a>    _       d'tp 

dQ]    ~'       dg'    ' 
Der  letzte  Theil  endlich  enthält  Vorschläge  zu  einer  experimefl- 
tellen  Untersuchung  der  Frage,  ob  K  wirklich  eine  Gonstante  Ü 

Wn. 

DE  Saint -Venant.  -Sur  Tintensit^  des  forces  capables 
de  döfoiniei-,  avec  continuit^,  des  blocs  ductiles,  cylin 
driques,  pleins  ou  ^vid^s,  et  plac^s  daiis  diverses  cir- 
constances.    c.  R.  Lxxiv.  1009-1017. 


I 


Der  Verfasser  stellt  als  Princip,  von  dem  er  bei  der 
mung  der  Intensität  ausgeht,  auf,  dass  in  jedem  Punkte 
grösste  der  Differenzen  zwischen  den  normalen  Druckkräften  auf 
verschiedenen  Seiten  gleich  sei  (ftir  die  Einheit  der  Oberflädifll  jj 
2Ii,  dem  Doppelten  des  Coefiicienten  des.  plastischen  Widerstand«  , 
Davon  ausgehend,  erledigen  sich  die  Fälle  des  rechtwinkligl  ^ 
Parallelepipedons,  des  Prisma  und  des  vollen  Cylinders  mitW 
liebiger  Basis  ohne  Schwierigkeit.  Beim  hohlen  Cylinder  ist  ft 
Berücksichtigung  der  Geschwindigkeiten  in  den  verschiedenai 
Theilen  des  Köi-pers  nöthig.  Es  gelingt  dem  Verfasser  aberawk 
hier,  mit  Hülfe  der  früher  gewonnenen  Resultate,  das  ProH» 
zu  lösen.  0. 


it 
n 


E.  CoMBEscuRE.  Siir  un  procddö  d'intögration,  |tf 
approximations  successives,  d'une  certaine  ^quation  <fe 
la  plaßticodynamique.    c.  R.  lxxiv.  i04M04i. 
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Betrifft  die  näherungsweise  Integration  gewisser  simultaner 
.rtieller  Dififerentialgleichungen ,  zu  denen  de  Saint -Venant  in 
aer  Arbeit  über  Plasticodynaniik  gelangt  ist  (siehe  F.  d.  M.  II. 
722,  lÜ.  471).  Die  Integration  wird  dlirch  Entwickelung  in 
eihen  bewirkt,  fllr  welche  die  Convergenzbedingungen  wohl  sehr 
!hwierig  festzustellen  sein  dürften.  Mr. 


ß.    Hydrodynamik. 

A.    Bjerkness.       Moiiveinent    simultan^     de    corps 

spheriques   variables   dans   uii   fluide.     Darboux  Bull.  III 
19S. 

Siehe  F.  d.  M.  IIL  p.  47Ü-481.  0. 

CoCKLE.     Oll    tlie  inotioil    of  fluids.      Quart.  J.  XII.  19-34. 

öchluss  der  Arbeiten  in  Band  X.  p.  311  und  XI.  l.öB;  siehe 
d.  M.  II.  p.  729,  III.  p.  473.  Cly.  (0.) 

-0ÜD8KY.     8ur  les   mouvemeiits   libres^d'iiii    fluide  iu- 

COnipressible,      Mem.  d.  l.  Soo.  Phil,  do  Moscou  1872. 

Eine  (nicht  in  einem  Gefässe  eingeschlossene)  Flüssigkeit 
an  durch  Bewegungen  erregt  werden,  bei  denen  der  Druck 
alle  Theilchen  beständig  Null  ist.  Der  Verfasser  giebt  diesen 
Regungen  den  Namen  „freie  Bewegungen"  und  leitet  die  Be- 
gnügen ab,  denen  die  Kräfte  und  Anfangsgeschwindigkeiten 
verworfen  sein  müssen,  damit  «olche  Bewegungen  stattfinden, 
ter  Anderem  beweist  er,  dass,  wenn  die  Flüssigkeit  nm*  einer 
-lebenden  Kraft  unterworfen  ist,  deren  Richtung  beständig 
*ch  einen  festen  Punkt  geht,  und  deren  Grösse  der  Entfernung 
i  diesem  Punkte  proportional  ist,  eine  solche  Bewegung  nicht 
treten  kann  Z.  (0.) 

.NON  MosELEY,     On  tbc  steady  flow  of  a  liquid.^Phii. 

Mag.  1872. 
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Unter  gleichförmigem  Strom  der  Flüssigkeit  wird  in  dieser 
Arbeit  derjenige  Zustand  der  Bewegung  verstanden,  den  sie  er- 
langen würde  in  einem  Canal  von  gleichförmigem  Durcfaschoü^ 
dessen  innere  Fläche  durchweg  dieselbe  Reibung  bietet,  dessa 
Richtung  gerade  und  dessen  Gestalt  constant  bleibt.  Die  bei  der 
Untersuchung  benutzte  Fundamentalgleichung  lautet: 

V  ist  die  Arbeit,  die  in  der  Zeiteinheit  auf  die  Flüssigkeit 
geübt  wird,  welche  durch  den  Druck  derselben  in  dem  Beservoir 
in  die  Röhre  eintritt.  U^  ist  gleich  der  Arbeit,  welche  in  der 
Zeiteinheit  durch  die  Flüssigkeit  fortgeführt  wird,  welche?« 
Ende  der  Röhre  herfliesst.  U^  ist  gleich  der  Arbeit,  die  au^ 
wendet  wird  für  die  verschiedenen  Widerstände,  welche  sich  dei 
Eintritt  der  Flüssigkeit  aus  dem  Reservoir  in  den  Canal  CDtgegefr 
setzen.  Dg  ist  die  Arbeit,  welche  erfordert  wird  um  die  Keibnuj 
in  der  Röhre  zu  überwinden.  U^  ist  die  innere  Arbeit  dei 
Widerstandes  der  Schichten  der  Flüssigkeit  in  Bezug  auf  du 
Fliessen  jeder  einzelnen  Schicht  über  die  Oberfläche  der  DäeU 
folgenden.  Man  durchschneide  die  Flüssigkeit  durch  eine  nr 
Strömung  senkrechte  Ebene  und  nehme  den  Punkt  als  AnfangspanU 
rechtwinkliger  Coordinaten,  wo  dasjenige  Flüssigkeitsiheikki 
(oder  Fädchen)  ist,  das  mit  der  grössten  Geschwindigkeit  lö' 
durchgeht;  die  s-Axe  sei  horizontal,  x,  y  seien  die  GoordiBiÜ 
eines  Punktes,  wo  irgend  ein  anderes  Flüssigkeitsfädchen  4 
Ebene  durchschneidet,  und  o  seine  Geschwindigkeit«  Dann  ist,** 
bewiesen  wird,  die  Fundamentalgleichung  äquivalent  der  folgeoliK 

Differentiiren  wir  zweimal  und  beachten,  dass 

dxdy 
isti  so  erhalten  wir: 
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id 

Ke  Lösung  dieser  Gleichung  ist: 

■  ,^ ^M 

(Iiliesslich  werden  die  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
doretisch  gewonnenen  Resultate  mit  den  experimentellen  Er- 
"bnissen  verglichen.  Csy.  (M.) 

c  St.-Venant.  Rapport  sur  un  memoire  de  M.  Kleitz, 
iutitul^:  Etudes  sur  les  forces  moleculaires  dans  les 
liquides  en  mouvement,  et  application  ä  Thydrody- 
namique.  R.  c.  LXXiv.  426-438. 

Navier  und  Poisson  hatten  schon  früher  für  die  regelmässigen 
dwegungen  von  Flüssigkeiten  mit  Bücksicht  auf  die  innere  Rei- 
nig folgende  Formeln  abgeleitet,  welche  die  Abhängigkeit  der 
tf  drei  rechtwinklige  Flächenelemente  ausgeübten  normalen  und 
ögentialen  Druckkräfte  von  den  3  Geschwindigkeitscomponenten 
t>,  w  darstellen: 

r.      du  c^      3^  O     Ott' 

7>«r  =  P~2«-^,   P!/y  =  P~2«-^,   P«  =  P-2*-g^, 

/dv   .   dw\  /dw  ,  du\ 

—        f^^  _1_  ^^^ 

I         I       N     j      du   ,   de   ,  du> 
P=KPxx  +  Pyy  +  P.O.   da    — +  _4._  =  o. 

^rzu  kommen  noch  drei  Gleichungen  zwischen  den  inneren 
Xickkräften  und  den  äussern  Kräften,  ähnlich  den  elastischen 
Eichungen.  In  der  obigen  Formel  bezeichnet  p^x  die  a;-Com- 
Heute  des  Drucks  auf  ein  Flächenelement,  das  zur  a>-Axe  senk- 


f =*.»(- 
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recht  ist,  etc.    Während  aber  Navier  *  für  die  ganze  Flüssig! 

massc   als    constant   annahm,    ist   nach  St. -Venant  e  bei 

regelmässiger  Bewegung   der  Flüssigkeit   nur  für  jeden  F 

constant,  ändert  sich  aber  von  Punkt  zu  Punkt.    Der  Beweis 

Richtigkeit    obiger  Formeln   für  jede   in  Bewegung    befind 

Flüssigkeitsmasse  bildet  den  ersten  Theil  der  Arbeit  von  Ki 

über  welche  hier  ein   Bericht  von  St.-Venant  vorliegt.    Di 

Discussion  obiger  Formeln  leitet  der  Verfasser  sodann  ab,  ( 

die  von   einigen  Autoren  für   die  Reibung   gemachte  AddsI 

du  \"* 

-T-J  ,  wo  n  die  Normale  der  reibenden  Fläche,  *„  e 

Constante  bedeutet,  oder  die  Annahme,  dass  f  aus  einer Sumi 
ähnlich  gebildeter  Ausdrücke  bestehe,  mit  den  obigen  Forai 
unvereinbar  ist.  Es  folgen  einige  geometrische  Sätze  über« 
Vertheilung  des  Drucks  um  einen  Punkt  herum,  z.B.  imi 
Ebene,  für  welche  die  tangentiale  Componente  ein  Maximum  i 
den  Winkel  zwischen  den  beiden  Ebenen  halbirt,  auf  welche  di 
grösste  und  kleinste  Normaldruck  ausgeübt  wird,  etc.  Die  Formei 
werden  dfinn  auf  den  Fall  der  gleichförmigen  Bewegung  anji 
wandt,  wo  die  Schwerpunkte  aller  Flüssigkeitselemente  sich  jö« 
linig,  parallel  und  mit  constanter  (aber  von  Punkt  zu  Poul 
variabler)  Geschwindigkeit  bewegen.  Ueber  diese  Beweg«! 
werden  einige  Sätze  aufgestellt,  und  es  wird  zur  Vereinfach«! 
der  Rechnung  ein  krummliniges  orthogonales  Coordinatensy* 
eingeführt,  die  Curven  gleicher  Geschwindigkeit,  dieCurven,« 
denen  die  Reibung  gleich  Null  ist,  endlich  die  Richtung  derji 
rallelen  Wasserfäden.  In  dem  vorliegenden  Auszuge  ist  über  4 
Gang  der  Rechnung  nichts  mitgetheilt;  wir  übergehen  daher  ä 
einzelnen  Sätze.  Bei  der  nicht  gleichförmigen  Bewegung  ^ 
ähnlich  verfahren.  Da  jedoch  die  Wasserfäden  hier  nicht  paral 
sind,  werden  als  Coordinaten  eingeführt  die  Tangente  an  di 
solchen  Faden  und  zwei  beliebige,  auf  einander  senkrechte  1 
malen  des  Fadens.  Zum  Schluss  wird  die  permanente  Bewegi 
d.  h.  die,  bei  der  ein  bestimmter  Punkt  des  Baumes  imme 
demselben  Bewegungszustande  ist,  behandelt.  Aus  der  i 
meinen  Theorie  werden  für  diesen  Fall  Näherungsfonodn  « 
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tet,  die  sich  von  den  gebräuchlichen  durch  Hinzufttgung  zweier 
luen  Glieder  unterscheiden. 

Die  Arbeit  des  Herrn  Kleitz  enthält  ausserdem  Speculationen 
)er  die  Bestimmung  von  e,  die  Herr  St.-Venant  nicht  für  richtig 
Ut  (cf.  das  folgende  Referat).  Wn. 

E  St.-Venant.     Sur  rhydrodynamique  des  cours  cVeau. 

0.  R.  LXXIV.  570-577,  64^-657,  693-701,  770-774. 
Der  Verfasser  giebt  eine  historisch-kritische  Uebersicht  über 
ie  Formeln,  betreffend  die  Druckvertheilung  in  einer  bewegten 
Itissigkeit,  falls  man  die  Reibung  mit  berücksichtigt  (siehe  das 
)rhergehende  Referat).  Für  die  regelmässigen  Bewegungen  sind 
ne  von  Navier  aufgestellten  Formeln  durch  die  Erfahrung  be- 
ätigt;  für  nicht  regelmässige  Bewegungen  gelten  sie  ebenfalls, 
ir  dass  dann  *  für  jeden  Punkt  zwar  constant,  aber  von  Punkt 

Punkt  variabel  ist.  Der  Verfasser  bespricht  nun  die  Versuche 
n  Kleitz  und  L^vy,  den  Werth  von  *  theoretisch  zu  bestimmen. 
e  Versuche  beruhen  wesentlich  auf  der  Annahme,  dass  Navier 
i  der  Entwickelung  obiger  Gleichungen  die  Annäherung  nicht 
nX  genug  getrieben  hat.  Der  eine  der  beiden  eben  genannten 
itoren  berücksichtigt  bei  seiner  Entwickelung  höhere  Potenzen 
r  relativen  Geschwindigkeiten,  der  andere  die  höheren  Ablei- 
igen  der  absoluten  Geschwindigkeiten.  Beide  Methoden  hält 
irr  St.-Venant  für  ungeeignet,  die  Aufgabe  zu  lösen,  theils 
igen  Bedenken  gegen  die  Ableitung,  theils  weil  die  schliess- 
hen  Formeln  experimentell  nicht  bestätigt  werden.  Nach  St.- 
^nant's  Ansicht  muss  man  folgendermaassen  verfahren:  Für 
gelmässige  Bewegungen  ist  t  in  der  ganzen  Flüssigkeit  als 
nstant  anzusehen.  Jede  Störung  der  Regelmässigkeit  aber, 
B.  jeder  Wirbel,  ändert  den  Werth  von  e.  Man  suche  daher, 
jlche  Umstände  die  Bildung  derartiger  Wirbel  bewirken  können, 
er  ist  namentlich  die  Beschaffenheit  der  Wand  des  Canals  zu 
nnen.  Ueber  den  Einfluss  solcher  Störungen  auf  den  Werth 
Q  £  muss  man  dann  gewisse  Annahmen  machen,  deren  Recht- 
tigang  die  Vergleichung  des  Resultats  mit  der  Beobachtung 
fern  muss.    Diesen  Weg»  den  Boussinesq  in  einer  im  vorigen 


492  ^*  Abschnitt.    Mechanik. 

Jahresbericht  erwähnten  Arbeit  (F.  d.  M.  III.  p.  487)  eingeschl 
gen,  hält  St.-Venant  für  den  allein  zum  Ziele  führenden. 

Wn. 

E.  Phillips.     Sur  r^coulement  d'un  liquide  sortant  d*i 
reservoir  k  niveau   constant  par  uii   graud    orifice 
mince  paroi.    C  R.  LXXV.  1733-1735. 

Beim  Ausflugs  des  Wassers  durch  eine  grössere  Oeflfnung 
Form  eines  Rechtecks,  von  dem  zwei  Seiten  horizontal  sind,  oi 
genauer,  wenn  der  contrahirte  Querschnitt  ein  solches  RechU 
bildet,  erhält  man  bei  Berechnung  der  Ausflussmenge  fast  gei 
dasselbe  Resultat,  mag  man  nun  auf  die  Verschiedenheit  der  ( 
schwindigkeit  der  einzelnen  Wasserfäden  Rücksicht  nehmen,  oi 
mag  man  die  grosse  Oefl^nung  ebenso  behandeln  wie  eine  sc 
kleine  Oeflhung,  falls  man  nur  als  gemeinsame  Geschwindigk 
die  desjenigen  Wasserfadens  nimmt,  der  durch  den  Schwerpun 
geht.  Dieser  Satz,  der  für  ein  Rechteck  und  eine  kreisförniij 
Oeflnung  bekannt  ist,  wird  hier  für  eine  Oefiuung  von  beliebij^ 
Form  bewiesen,  wenn  nur  jene  Oeflnung  durch  eine  horizontale 
in  ihrer  Ebene  liegende  Linie  symmetrisch  getheilt  wird. 

Wn. 

Th.  d'Estocquois.     Note  sur    le  mouvement    de  Teaü 
daiis  las  d^versoirs.    C.  R.  LXXIV.  1247-1249. 

Unter  der  Annahme,  dass  ein  Geschwiudigkeitspotential f 
existirt,  und  dass  dasselbe  nur  von  zwei  Dimensionen  abUo|t) 
findet  bekanntlich  die  Gleichung  sUitt: 

^>  1  ^>  -  n 
Eine  der  möglichen  Lösungen  derselben  ist 

Die  Flttssigkeitsfäden  werden  dann  gleichseitige  Hyperbeln  f^- 
const].  Der  Verfasser  wendet  diese  Formeln  auf  eine  Sehlau 
an,  bei  der  eine  schwere  Flüssigkeit  zuerst  auf  einer  horizonftaki 
dann  auf  einer  geneigten  Ebene  fliesst  nnd  von  letxterer  fo 
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lerabfällt  [y  ist  dabei  vertical,  x  in  der  Richtung  der  Bewegung 
les  Wassers  gerechnet],  und  bestimmt  dann  experimentell  die  in 
len  obigen  Gleichungen  auftretenden  Constanten  und  die  Lage 
les  Anfangspunktes.  Wn. 

k.  Steen,    Om  tunge  Vadskers  Udströmniiig  af  Sideaab- 

ninger.      Zeuthen  Tidsskr.  (3)  IL  145. 

Der  Verfasser  stellt  eine  sehr  einfache  Näherungsformel  auf, 
un  die  Ausflussgeschwindigkeit  einer  Flüssigkeit  durch  eine  seit- 
iche  Oeffnung  zu  bestimmen.  Hn.  (Wn.) 

J.  BoussiNESQ.  De  rinfluence  des  forces  centrifuges  sur 
r^coulement  de  Teau.    C  R.  Lxxiv.  1026-1030.  inst.  XL.  1955. 

J.  BoussiNESQ.    Essai  sur  la  theorie  des  eaux  cöurantes. 

C.  B.  LXXV.  1011-1015. 
Da  im  nächsten  Jahresberichte  ein  ausführliches  Referat  des 
Bterm  St.-Venant  über  die  Arbeiten,  von  denen  hier  nur  kurze 
ItiBzttge  vorliegen,  zu  besprechen  sein  wird,  so  verschieben  wir 
inser  Referat  bis  dahin.  Wn. 

'^•'BoussiNESQ.  Theorie  des  ondes  et  des  remous  qui 
se  propagent  le  long  d'un  canal  rectangulaire  horizon- 
tal, en  communiquant  au  liquide  contenu  dans  ce  canal 
des   vitesses  sensiblement   pareilles   de  la  surface  au 

fond.     Liouville  J.  (2)  XVII.  55-109. 

Ueber  einen  Theil  der  vorliegenden  Arbeit  ist  bereits  im 
^rigen  Jahresbericht  (F.  d.  M.  III.  p.  486-487)  nach  einem  in 
^H  Comptes  rendus  enthaltenen  Auszuge  berichtet.  Wir  knüpfen 
'^  jenen  Bericht,  in  dem  die  zu  Grunde  gelegten  Voraussetzungen 
^d  die  Methode  der  Entwickelung  angegeben  sind,  an,  indem 
^r  nur  bemerken,  dass  es  dort  p.  486  in  der  letzten  Zeile  heissen 
i^UsB:  auf  einer  Verticalen  y  =  const.,  während  x  der  borizon* 
llen  L&ige  des  Kanals  parallel  ist  Bezeichnet  H  die  constante 
i^aaltifife,.  A  die  (sehr  kleine)  Erhebung  der  Welle  über  dem 
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ursprünglichen  Niveau,  g  die  Constante  der  Schwerkraft,  so 
jene  Methode  in  erster  Annäherung  auf  die  Differentialgleiei 


=  9H- 


während  die  weitere  Annäherung  ergiebt: 

Hierzu  kommt  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  to  die( 
chung: 

Letztere  Gleichung  drückt  aus,  dass  jedes  Element  der  Wi 
beim  Fortschreiten  dasselbe  Volumen  behält.    Aus  diesen  G 
chungen  wird  nun  mit  Vernachlässigung  aller  Glieder,  die 
vorliegende  Näherung  übersteigen,  folgende  Kelation  abgeleil 

wo  X  eine  willkürliche  Function  bezeichnet.  Nimmt  man  nun 
Bezug  auf  den  Anfangszustand  an,  dass  für  t=^0  h  und  seil 
Ableitung  nach  x  verschwinden  für  alle  positiven  x,  so  ist  f 
alle  Theilchen,  die  dem  vorderen  Ende  der  fortschreitend! 
Wellenerhebung  nahe  sind,  x  =  0,  und  aus  der  Gleichung! 
folgt  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eines  Elements  d 
Welle: 

G:a)    w   ^g{H+  —  +  ^^, 

so  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  auch  von  der  Krü 
mung  der  freien  Oberfläche  abhängt.  Es  folgen  nun  noch  ein 
Umformungen  der  Gleichung  (2)  für  h,  ferner  die  Formeln,  dl 
welche  bei  der  hier  durchgeführten  Näherung  die  Gescbwii 
keiten  und  der  Druck  bestimmt  werden. 

Der  folgende  Abschnitt  behandelt  die  Bewegung  des  Soh 
punkts  der  ganzen  Welle.  Das  Quadrat  der  Fortpflanzunf 
seh  windigkeit  dieses  Punktes  ist  =  giH+3fi)j  wo  ^  die  J 
des  Schwerpunktes  über  dem  ursprünglichen  ITiveau  ist;  t 
eonstant,  so  dass  der  Schwerpunkt  sieb  auf  einer  |^adea  1 
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•ewegt.  —  Von  besonderem  Interesse  ist  diejenige  Welle,  bei 
ier  alle  Theilchen  sieh  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fortpflanzen 
iso  dass  fo  constant  ist),  und  die  bei  ihrer  Fortpflanzung  nahezu 
dieselbe  Form  behält  (onde  solitaire).  Die  freie  Oberfläche  dieser 
Welle  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung 

wenn  w'  =  g{H-\-h^)  der  constante  Werth  von  w  ist.  Der  Schwer- 
punkt dieser  Welle  liegt  in  ^  ihrer  Höhe. 

Moment  der  Instabilität  nennt  ferner  der  Verfasser  folgendes 
Integral : 

dasselbe  ist  ein  Minimum  für  die  onde  solitaire.  Fttr  irgend 
ine  andere  Welle  kann  der  üeberschuss  des  wirklichen  Werthes 
oa  M  über  den  Minimalwerth  betrachtet  werden  als  Maass  der 
bweichung  der  Gestalt  dieser  Welle  von  der  onde  solitaire,  so- 
ie  auch  als  Maass  fttr  die  Deformation,  welche  die  Welle  bei 
^^er  Fortpflanzung  erleidet.  Weitere  Discussionen  uud  Erläu- 
•'^ngen  der  obigen  F'ormeln  bilden  den  Schluss  der  Arbeit. 

Wn. 

'^  Pamboür.  Sur  la  tlie^orie  des  roiies  hydrauliques : 
th^orie  de  la  roue  k  r^action.  c.  R  LXXiv.  445-449, 
607-610.  LXXV.  13M34,  1757-1761. 

Die  Arbeit  enthält  eine  detaillirte  Berechnung  des  Nutzeff^ectes 
9er  Reactionsräder.  Der  Verfasser  verfährt  dabei  so,  dass  er  die 
^nzelnen  auf  das  Rad  wirkenden  Kräfte  in  Rechnung  zieht,  den 
directen  Stoss  des  Wai^sers,  die  Centrifugalkraft  des  Rades,  die 
ier  Schaufeln,  endlich  die  Reactionskraft,  die  durch  die  Geschwin- 
ligkeit  hervorgebracht  wird,  welche  das  Wasser  beim  Austritt 
iUB  den  von  den  Schaufeln  gebildeten  Kanälen  besitzt.  Da,  wie 
üe  Erfahrung  zeigt,  das  Reactionsrad  sehr  bald  eine  gleichförmige 
tewegung  annimmt,  so  müssen  die  wirkenden  Kräfte  den  durch 
leibung  und  Widerstand  hervorgebrachten  verzögernden  Kräften 
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in  jedem  Augenblick  das  Gleichgewicht  halten.  Aus  der  so  anf 
gestellten  Gleichung  ergiebt  sich  unmittelbar  der  Nutzeffect.  Be 
sonders  erläutert  wird  bei  der  Ableitung  die  Centrifugalkraft  dei 
Rades  und  der  Uebergang  von  der  absoluten  Gescbwindigkdl 
des  wirkenden  Wassers  zu  seiner  relativen  Geschwindigkeit  ii 
Bezug  auf  das  Rad.  Im  dritten  Theile  seiner  Arbeit  wendet  dei 
Verfasser  seine  Formel  zu  einer  numerischen  Rechnung  an,  deren 
Vergleichung  mit  den  Beobachtungen  zwar  im  Einzelnen  grössere^ 
im  Mittel  aber  nur  Abweichungen  von  1  Procent  giebt.  Im  letzten 
Abschnitt  wendet  sich  der  Verfasser  gegen  die  bisher  ttbfiehe 
Methode,  den  wirklichen  Nutzeffect  aus  dem  theoretischen  dardi 
Coefficienten,  die  der  Beobachtung  entnommen  sind,  zu  ermitteli; 
ohne  die  einzelnen  auf  das  Rad  wirkenden  Kräfte  in  RechDOii; 
zu  ziehen.  Wn. 

J.  K.  Abbott.     Notes  on  the  theory  of  the  tides. 

Phil.  Mag.  1872.  Quart.  J.  XII.  7-16. 

Die  Arbeit  enthält  einen  elementar-geometrischen  Beweis  fb 
einige  Erscheinungen  der  Meeresströmungen.  Csy.  (H.) 

M.  A.  Challis.     On  the  mathematical  theory  of  atmo- 
spheric  tides.     Phil.  Mag.  1872. 

Der  Verfasser  leitet  die  Lösung  des  Problems  der  Lußst* 
mungen  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  der  Hydrodynamik  tai 
Der  Einfachheit  wegen  werden  folgende  Voraussetzungen  genadt 
1)  Die  innere  Grenze  der  Atmosphäre  ist  eine  Kugel,  deren  Baäi 
gleich  dem   mittleren  Badius  der  Erde  ist;    2)  der  anziebeiA 
Körper  ist  der  Mond,  welcher  sich  ostwärts  um  die  Erde  in  to 
Ebene  des  Aequators,  in  seinem  mittleren  Abstände  und  mit  sei 
mittleren  Winkelgeschwindigkeit  bewegt;  3)  die  Erde  ist  inBdt 
versetzt,   während   die  relative  Winkelgeschwindigkeit  derfi* 
und  des  Mondes  fi  ist.    Nun  sei  udx  +  ndy  +  wdz  ein  volbli' 
diges  Differential  d(p.    Die  Centrifugalkraft  wird  ▼emaehliflig^ 
Ebenso  wird  der  Einfluss  der  Temperaturverändenmg  ven«* 
lässigt,  so  dass  die  Relation  p  =  d*Q  zwischen  dem  Dmek  f  vii 
der  Dichtigkeit  f  als  in  allen  Punkten  gUltig  angenommen  iriA 
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ch  diesen  Voraussetzungen  wird  die  Untersuchung  auf  folgende 
iLannten  Differentialgleichungen  basirt: 

d^q)    _  d^cp        d'(f    ,    d^q) 

Csy.  (M.) 


M.  GuLDBERG.  Theorien  for  Vandets  og  Luftens 
Strömninger  paa  Jordans  Overflade.  Poiyt.  Tidsekr.  1872. 
1-9. 

Der  Verfasser  giebt  eine  Uebersicht  über  Arbeiten  von  Col- 
Qg  (8.  F.  d.  M.  III.  p.  488);  sodann  eigene  Untersuchungen. 
'  beschäftigt  sich  mit  dem  Golfstrome  und  mit  der  Bewegung 
)x  Luft  bei  Orkanen.  Für  das  letzte  Phänomen  wird  eine  Formel 
ifgestellt.  L. 

".  M.  Eankine.     Sur  las  roiiHs  das  navires.    Mondes  (2) 

XXVII.  611-613. 

Auszug  aus  einer  Mittheilung,  die  Herr  Rankine  dem  Meeting 
r  Naval  Architects  zu  London  im  März  1872  gemacht  hat. 

Herr  Fronde  hat  in  den  Transactions  de  Tlnstitut  des  navals 
ihitects  1861  einen  Ausdruck  gegeben  für  die  Neigung  eines 
f  bewegtem  Meer  rollenden  Schiffes  gegen  den  Horizont.  Diese 
nnel  heisst: 

0.^  dr.^-^J^^-^A^m^n.^^^''^ 


►  T„i  die  Dauer  der  Oscillation  der  Welle,  T,  die  Dauer  einer 
llständigen  Oscillation  des  Schiffes,  das  im  ruhigen  Wasser 
It,  t  die  Zeit  gerechnet  von  dem  Augenblick,  wo  sich  das 
hiff  auf  der  Spitze  des  Berges  oder  in  der  Tiefe  des  Thaies 
ler  Welle  befindet,  ö„,  die  Neigung  der  Welle  zur  Zeit  t,  ö, 
älich  die  Neigung  des  Schiffes  gegen  den  Horizont  zur  selben 
it  bedeutet,  A  und  a  ferner  Constanten  sind.  Herr  Rankine 
t  nun  nach  dem  vorliegenden  Auszug  des  Herrn  Ledert  aus 
ler  Mittheilung  den  Fall  betrachtet,  wo  ein  Schiff,  das  anfäng- 
\x  anbeweglich  ist^  den  Stoss  einer  Welle  zur  Zeit  t  empfangt. 
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Es  finden  sich  indess  hier  nur  kurze  Notizen  über  die  gewon 
neuen  Resultate.  /  0. 

KüLP.     Das  Verhältniss  der  Wassermengen  bei  sinken 
dem  und  constantem  Niveau.    Grunert  Arch.  LIV.  207-208. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  die  theoretische  Zeitdauer,  in 
der  ein  und  dieselbe  Wassermenge  bei  constantem  und  sinkendem 
Niveau  entfiiesst,  beim  Experiment  sich  nicht  gleich  ergebe.  Er 
lässt  dalier  das  Behältniss  sich  nicht  völlig  entleeren,  sonden 
sucht  das  Verhältniss  der  Wassermengen  in  ein  und  derselte 
Zeit  bei  constantem  und  sinkendem  Niveau.    Dabei  findet  er 


T=*['+V-H- 


J.  Hervert.     üeber  transversal  schwingende  FlammeD. 

Pogg.  Ann.  OXLVII.  500-604. 

Der  Verfasser  betrachtet  eine  unendlich  dünne  Flami« 
(leuchtende  Linie),  welche  aus  aufeinander  folgenden  glühcfldei 
Kohlentheilchen  besteht.  Er  nimmt  1)  an,  dass  ein  EoUei- 
theilchen  an  der  Bewegung  der  umgebenden  Luft  (die  als  einfiii 
periodisch  vorausgesetzt  wird),  mit  der  ganzen  Geschwifldigbi' 
theilnimmt,  2)  dass  die  Beschleunigung  des  glühenden  Theilcki* 
proportional  ist  der  Differenz  der  Luftgeschwindigkeit  und  seiitf 
eignen  Geschwindigkeit.  Für  beide  Fälle  ergeben  sich  einft* 
Diflferentialgleichungen  erster  Ordnung,  deren  Integration  • 
mittelbar  ersichtlich  ist.  Wn. 


Capitel  5. 
Potentialtheorie. 
Th.  Kötteritzsch.     Beitrag  zur  Potentialtheorie.' 

Schlömilch  Z.  XV IL  232-244,  257-313. 
Der  Verfasser  bespricht  in  §  1  die  allgemeinste  Form,  welcb« 
die  Losung  der  Differentialgleichung  JY  =  0  unter  den  bebuflto 
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er  Potentialtheorie  auftretenden  Grenz-   und  Stetigkeitsb»- 
mgen  besitzt,  und  stellt  als  solche  das  Potential 

^fdw 


ß 


r 
'  mit  Masse  belegten  .Oberfläche  hin,  indem  er  sieb  dabei  auf 

1  in  seinem  „Lehrbuch  der  Electrostatik"  bewiesenen  Satz 

t,   wonach  das  Potential  eines  mit  Masse  erfüllten  Raumes 

3r  reducirt  werden  könne  auf  das  einer  mit  Masse  belegten 

ischlossenen  Fläche.     Hiergegen    ist  nun,    ganz   abgesehen 

den  bedenklichen  Seiten  in  dem  Beweise  des  gedachten 
es,  zu  bemerken,  dass  es  einerseits  Functionen  giebt,  welche 
characteristischen  Eigenschaften  eines  Potentials  besitzen  und 

eine  solche  Reduction  nicht  zulassen  (vergl.  ChristoflFel:  Zur 
3rie  der  einwerthigen  Potentiale,  Borchardt  J.  LXIV.),  und 

es  andererseits  auch  homogene  Körper,  z.  B.  den  Ringkörper, 
t,  für  welche  dasselbe  gilt.  In  §  2  wird  nach  Besprechung 
bekannten  allgemeinen  Eigenschaften  der  Niyeauflächen  die 
ührung  krummliniger  Coordinaten  behandelt.  Der  Verfasser 
It  hierzu  die  Scbaar  der  Niveauflächen  und  die  beiden  Flächen- 
laren,  welche  einander  und  die  erstgenannte  unter  rechten 
kein  schneiden,  obwohl  dies  nicht  immer  zulässig  ist  Zwar 
t  Herr  Kötteritzsch  einen  Beweis  dafür,  dass  zu  einer  Niveau- 
lenschaar  immer  zwei  orthogonale  Flächenschaaren  existiren, 
issen  folgt  die  Unrichtigkeit  dieses  Beweises  schon  einfach 
ms,  dass  derselbe  ohne  Weiteres  auch  auf  eine  ganz  beliebige 
^henschaar  anwendbar  sein  würde.  Deshalb  sind  vor  der 
d  die  weiteren  Entwickelungen  nur  für  solche  Potentiale  gtil- 

deren  Niveauflächen  Theile  eines  Systems  von  Orthogonal- 
len  sein  können. 

Bezeichnen  nun  a,  /9,  y  die  krummlinigen  Coordinaten  eines 
ktes  und  entsprechen  der  Gleichung  «  =  const.  die  Punkte 
ir  Niveaufläche,  so  erhält  man  für  die  reciproke  Entfernung 
l  zweier  Punkte  die  Relation 

z  einen  von  der  Summe  der  wirkenden  Massen  abhängigen 

rtichr.  d.  Math.  IV.   U.  33 


QQQ  X.  Abschnitt.    Mechanik. 

Factor  bedeutet.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  für  r  =  00  limrF 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitze,  ist,  wenn  die  FlMe 
aa  die  Fläche  a  umschliesst,  Uaia  <:  ly  und  man  kann  sich  dam 

die  Aufgabe  stellen,  die  Grösse  1 :  fi  nach  Potenzen  von  — 

entwickeln.  Mit  der  Lösung  dieser  Aufgabe  beschäftigt  sieb  der 
Haupttheil  der  vorliegenden  Arbeit  (§  3—6).  In  Betreff  der  T«r 
schiedenen  hierbei  in  Anwendung  kommenden  Methoden  oi 
Sätze  muss  auf  die  Abhandlung  selbst  verwiesen  werden,  daA- 
selben  eine  auszugsweise  Darstellung  nicht  zulassen.  Es  toi; 
hier  nur  erwähnt  werden,  dass  die  betreffenden  Entwicklun«!- 
coefficienten  eine  ganze  Reihe  von  Eigenschaften  gemeinnui 
haben,  zu  denen  sich  in  der  Theorie  der  Kreis-  und  Kigel- 
functionen  die  Analoga  finden.  Den  Schluss  der  Arbeit  bildd 
eine  Anwendung  der  entwickelten  Sätze  auf  das  Potential  einer 
gleichf(5rmig  mit  Masse  belegten  geradlinigen  Strecke.  Die  Niyeai- 
flächen  sind  in  diesem  Falle  confocale  Rotationsellipsoide. 

B. 

IT.  DE  LA  GoupiLLTERE.  Siir  Li  traiisformation  du  po- 
tentiel  par  rayons  vectcurs  reciproques.  Monde«  J^^ 
XXVII.  71-73. 

lieber  diese  Arbeit  ist  nach  einem  Abdruck  in  den  C. 
LXXIII.  1438-1440  bereits  im  3'^"  Bd.  d.  F.  d.  M.  p.  490  ref« 
worden.  0. 

< 
J.  ToDHUNTER.     Notc  rclatiDg  to  the  attraction  of  »pto^ 

roids.     Proc.  of  Lond.  XX.  507-517. 

In  einer  Abhandlung  über  die  Attraction  der  SpbbtM 
welche  in  der  Connaissance  des  tems  für  das  Jahr  1889  »*" 
öffentlicht  ist,  zeigte  Poisson,  dass  gewisse  ¥richtige  FonMh 
richtig  seien  bis  auf  die  dritte  Ordnung  incl.  der  kleinen  Non«'' 
grosse.  Der  Zweck  der  vorliegenden  Arbeit  ist,  die  Richtigtf 
der  Formel  fllr  alle  Ordnungen  der  kleinen  Grösse  naehnweiie» 
Die  Resultate  sind  in  zwei  Sätzen  enthalten ,  in  einem  aus  dV 
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oentaren  Algebra  und  einem  aas  der  Theorie  der  Laplace'- 
m  Functionen.    1)  Setzt  man 

.  entwickelt  nach  steigenden  Potenzen  von  »',  so  ist  der  Coef- 
mt  einer  jeden  Potenz  von  »'  gleich  dem  Product  von  2n-)-l 
eine  rationale  Function  von  h^+h,  2)  Ist  ^'  eine  Laplace'- 
s  Function  der  gebräuchlichen  Yariabeln  fi'  und  tp',  und  | 
selbe  Function  von  fi  und  i//,  und  setzt  man  r<:^  voraus, 
ist 

0 

e  Function  von  |  und  seinen  Differentialquotienten,  welche  |' 
Factor  enthält,  also  mit  |  verschwindet.  Cly.  (M.) 

TowNSEND.     On   the  attraction  of  the  ellipsoid  for 
the  law  of  the  inverse  fourth  power  of  the  distance. 

Quart.  J.  XII.  66-69. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass,  seines  Wissens,  die  besonderen 
rtheile,  welche  das  Problem  der  Anziehung  des  EUipsoids  bei 
ler  Anziehung  nach  der  umgekehrten  vierten  Potenz  der  Ent- 
ilung  fttr  seine  Lösung  darbietet,  noch  wenig  beachtet  sind. 
k  geometrischen  Eigenschaften,  von  denen  die  Hauptresultate 
ihftngen,  sind  leicht  und  elementar,  und  die  Formeln,  durch 
Öche  sie  ausgedrückt  werden  (verschieden  von  denen  für  den 
>ohtigeren  Fall  des  umgekehrten  Quadrates  der  Entfernung),  sind 
äst  einfache  algebraische  Functionen  einiger  darin  enthaltenen 
(Issen.  Die  Resultate  schliessen  die  folgenden  ein:  Ein  festes 
tUogenes  Ellipsoid  —  Kraft  umgekehrt  wie  die  vierte  Potenz 
f  Entfernung  — : 


V)  Fttr  einen  innern  Punkt. 
X)  Die  Anziehung  ist  normal 
«lern  coaxialen  Ellipsoid  durch 
K^  Punkt,  ähnlich   der  Ober- 
(^he,  welche  die  Masse  begrenzt. 


2)  Für  einen  äussern  Punkt. 

a)  Die  Anziehung  ist  normal 
zu  dem  coaxialen  Ellipsoid,  con- 
focal  mit  der  Oberfläche,  welche 
die  Masse  begrenzt. 
33* 
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b)  Für  verscbiedeiM 
Punkte  auf  demselben  a 
EUipsoid  variirt  die  A 
direct  wie  die  Senkre 
Mittelpunkt  auf  die  Ts 
ebene  zu  dem  Mittelpu 

c)  Die  äusseren  Ob 
des  Gleicbge Wichtes  sine 


b)  Für  verschiedene  innere 
Punkte  variirt  die  Anziehung 
umgekehrt  wie  die  Senkrechte 
von  dem  Punkt  auf  die  Polar- 
ebene in  Beziehung  auf  die  Ober- 
fläche, welche  die  Masse  begrenzt. 

c)  Die   inneren   Oberflächen 
des  Gleichgewichtes  sind  eoaxiale 
EUipsoide,    ähnlich    der   Ober- j  Ellipsoide,  confocalniit 
fläche,  die  die  Masse  begrenzt.  '  fläche,  die  die  Masse  1 

Cly. 

E.  Beltrami.  Intorno  ad  una  trasformazione  di  Dir 

Battaglini  G.  X.  49-52. 
Der  Verfasser  giebt  einfachere  Ableitungen  einer 
die  bei  der  Herleitung  allgemeiner  Ausdrücke  ftlr  die  P 
function  eines  Ellipsoids  von  Herrn  R.  del  Grosso  in  B 
G.  Vnr.  p.  100  (Siehe  F.  d.  M.  II  p.  757)  benutzt  wordei 


G.  S,  Carr.     Solution  of  questioii  3541.    Eauc.  Tim 

17-18. 
Ein  biegsamer  Draht  von  constanter  Dicke,  dessei 
Anziehungskräfte   proportional    dem    umgekehrten    Quad 
Entfernung  ausüben^  ist  in  der  Form  der  Catacaustica  ei 
rabel  ftlr  Strahlen  senkrecht  der  Axe  gebogen;  A^,  A^, 
die  Anziehungskräfte  auf  ein  Theilchen  im  Brennpunkt, 
ganze  Curve,  ftir  die  Schleife  und  für  den  Theil  der  Curve, 
die  grösste  Anziehung  nach  dem  Scheitel  hervorbringt,  fi 
1)  dass  A,:  A^:A^  =  S:GV3:  19  und  2)  dass  der  Bog 
Curve,  welcher  vom  Scheitel  nach  beiden  Seiten  bis  u 
Winkelentfernung  von  2,S^44'2"  sich  erstreckt,  dieselbe  Aw 
auf  den  Brennpunkt  ausübt  wie  die  ganze  Curve. 


Elfter  Abschnitt 

Mathematische  Physik* 

Capitel  L 
Molecularphysik,  Elasticität  und  Capillarität 

".    C.    WiTTVVKR.       Antikritik.     Schlömilch  Z.  XVII.  Litz.  98-09. 

Bezieht  sieh  auf  die  Bd.  III.  d.  F.  d.  M.  p.  500  besprochene 
•beit  des  Verfassers.  Wn. 

.  Schramm.     Aligeraeine  Bewegung    der  Materie    als 
Grundursache  aller   Naturerscheinungen.     i.Abth.WieD. 

Branmüller.  * 

Eine  Recension  des  Herrn  Kötteritzsch,  der  die  Ansichten  des 
erfassers  als  ganz  verfehlt  bezeichnet,  findet  sich  Schlömilch  Z. 
VII.  Litz.  99-101.  ^  Wn. 

4NDL.     Ueber  die  Constitution  der  Flüssigkeiten. 

AÄTien.  Ber.  LXV.  377-389. 

Die  Ansicht  des  Verfassers  über  die  Constitution  der  Flüssig* 
Uen  schliesst  sich  an  die  bekannte,  am  deutlichsten  durch 
Biusius  ausgesprochene  an,  dass  die  Moleküle  der  Flüssigkeiten 
li  vermöge  ihrer  Molekularbewegung  beständig  nebeneinander 
rbeidrängen.  Doch  glaubt  Herr  Handl,  dass  dabei  ihre  mittlere 
^sch windigkeit  so  gross  ist,  dass  jedes  Molekül^  das  sich  mit 
eser  mittleren  Geschwindigkeit  bewegt,  im  Stande  ist,  sich  aus 
^r  Wirkungssphäre   seines  Nachbarmolekttls  loszureissen^  die 
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Flüssigkeit  hält  nur  durch  den  Druck  des  darüberstehenden 
Dampfes  zusammen.  Jedes  Theilcben,  das  sich  im  Flüssigkdts. 
nireau  mit  seiner  mittleren  Geschwindigkeit  senkrecht  zum  Nireu 
bewegt)  reisst  sich  ebenfalls  los  (nicht  wie  Clausius  meint,  bhi 
wenn  eine  besonders  günstige  Gombination  der  progressiva, 
drehenden  und  schwingenden  Bewegungen  des  Nacbbarmolekfib 
eintritt).  Bn. 

E.  Betti.     Teoria  della  elasticitk.    ii  Nuovo  cimento  (2)  VE 

Vm.  5-21,  69-97,  158-180,  357-368. 
Referent  behält  sich  den  Bericht  bis  zum  vollendeten  Er- 
scheinen der  Arbeit  vor.  Jg.  (0.) 

G.  CuRioNi.  Sulla  resistenza  trasversale  dei  solidi  elastid- 

Atti  di  Torino  VII.  597-614. 

Nach  Aufstellung  der  allgemeinen  Formeln  für  die  Werflie 
der  transversalen  Festigkeit  an  den  verschiedenen  Funkten  gffi- 
der  Schnitte  elastischer  Körper,  die  der  Wirkung  beliebiger 
äusserer  Kräfte  unterworfen  sind ,  bespricht  der  Verfasser  dei 
Punkt  des  Null-Widerstandes,  die  Linien  gleichen  Widerstand^ 
und  den  Punkt,  in  dem  sich  das  Maximum  des  transvenal« 
Widerstandes  findet,  und  giebt  einfache  analytische  Ausdrfieln 
dafür.  Jg.  (0.) 

H.  Resal.     ^ßquation    du  möuvement    vibratoire  d'u« 

lame  circulaire.  C.  R.  LXXIV.  171-172,  Aon.  d.  Mines  (7)  IL22ft-Ä 

Herr  R6sal  stellt  die  Bewegungsgleichungen  für  die  Schwi»' 
gungen  einer  elastischen  Lamelle  mit  kreisförmiger  MitteBn» 
auf,  für  den  Fall ,  dass  alle  Funkte  der  Lamelle  parallel  dff 
Ebene  der  Mittellinie^  also  theils  radial  (in  der  Bicbtoog  Iff 
Badien  derselben),  theils  tangential  (senkrecht  auf  dem  Bftdiaii 
aber  in  der  Ebene  der  Mittellinie)  schwingen.  Herr  iUsal  bitflt 
aus  diesen  Bewegungsgleichungen  das  Resultat  ab,  djuM  weto 
die  longitudinalen,  noch  die  transversalen  Schwingangtti  flir  M 
allein  besteben  können  und  findet  particuläre  Integrale  denNÜMB* 


i 
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Wenn  man  den  Badius  der  Mittellinie  unendlich  gross  sehst, 
gehen  ResaFs  Bewegungsgleicbungen  über  in  die  bekannte  Dif- 
ferentialgleichung 2*®'  Ordnung  für  die  longitudinalcn  Schwingun- 
gen und  in  die  4*^*^  Ordnung  fQr  die  transversalen  Schwingungen 
gerader  elastischer  Stäbe.  Bn. 

J.  Carvallo.     Deux  indmoires  de  m^canique  rationelle. 

C.  K.  LXXIV.  172-173. 

J.  Carvallo.   Nouveau  memoire  de  m^cauique  rationelle. 

C.  R.  LXXIV.  439. 

Das  1^®  Memoire  enthält  zwei  neue  Beweise  des  Satzes,  dass  die 
elastischen  Kräfte,  welche  zwischen  2  Trennungsflächen  eines  Körpers 
wirksam  sind,  sich  immer  so  vertheilen,  dass  die  Summe  der 
iilomente  der  Elementarvolumina  der  Deformationen  ein  Minimum 
st,  das  2***  die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  einen  Tisch,  der 
luf  beliebig  vielen  Füssen  ruht,  das  3*^  einen  Beweis,  dass  die 
slastischen  Kräfte  im  Innern  eines  Körpers  sich  immer  so  ver- 
bheilen, dass  die  Variation  der  von  allen  im  Innern  wirksamen 
Kräfte  geleisteten  Arbeit  gleich  Null  ist.  Bn. 

J.  Stefan.     Schwingungen  eines  Systems  von  Punkten. 

Wien.  Ber.  LXVL  159. 
Es  sei  ein  homogener  elastischer  Körper  in  Schwingungen  be- 
griffen. Zur  Zeit  /  seien  S:\  |^  |*  die  Verschiebungen  in  den 
Richtungen  der  Coordinatenaxen  desjenigen  Punktes,  der  ur- 
sprünglich die  Coordinaten  x\  x^y  x^  hatte.  Die  Grössen  |^,  |*, 
^^  müssen  dann  gewissen  partiellen  Differentialgleichungen  (den 
Bewegungsgleicbungen  des  Körpers)  genügen,  welche  als  parti- 

suläre  Integrale  für  |^  |',  |'  Ausdrücke  von  der  Form  f-  .    (pO 

iefern.  Hierbei  ist  p  eine  durch  die  Beschaffenheit  und  Gestalt 
les  Körpers  bestimmte  Constante,  f  eine  Function  von  a?S  oj*,  a?% 
.velche  bis  auf  einen  constanten  Factor  ebenfalls  durch  Beschaffen- 
leit  und  Gestalt  des  Körpers  und  durch  den  Werth  von  p  be- 
jtimmt  ist.    Jede  Bewegung,  bei  der  jede  der  Grössen  |^  |',  |* 
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durch  einen  einzigen  Ausdruck  von  der  Form 

[(acoHpt  +  bsinpt) 
bestimmt  ist,  beisst  eine  einfache  Schwingung.  Für  jeden  Körper 
sind  unendlich  viele  Werthe  des  p  möglich,  denen  auch  verschie- 
dene Functionen  f  zugehören;  jeder  Körper  ist  also  im  Stande, 
unendlich  viele  einfache  Schwingungen  zu  machen:  Die  Bewe- 
gung, welche  er  im  Allgemeinen  macht,  ist  die  Uebereinander- 
lagerung  aller  jener  einfachen  Schwingungen,  so  dass  also  |'  im 
allgemeinen  gleich 

2:  fi  («i  cosp*  <  +  6i  sin  pi  t) 

ist,  wobei  die  Constanten  a,  b  nicht  allein  durch  die  Beschaffen- 
heit, sondern  erst  durch  den  Anfangszustand  des  Körpers  be- 
stimmt sind,  i  kann  jeden  der  Werthe  1,  2,  3  haben.  Clebsck 
wies  nach,  dass,  sobald  k  und  /  verschiedene  ganze  Zahlen  sind, 
der  Ausdruck 

(nn+rkn+ßfndx'dx'dx\ 

über  den  ganzen  Körper  integrirt,  verschwindet.  Daraus  folgt 
erstens,  dass  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Körpers  in  jedem 
Momente  gleich  der  Summe  der  lebendigen  Kräfte  ist,  die  den 
Körper  in  Folge  jeder  einfachen  Schwingung  zukommen  würde. 
Denn  die  erstere  lebendige  Kraft  findet  man,  indem  man 

-§--2'     2:  fiPk^—al^^mpkt-^-b^cospkt)    dx'dx'dx^^ 

die  Summe  der  letzteren,'  indem  man 

Y  -Z  li:  \f{Pk{r-<^'MVkt'\-  feicosp*«)]  dx'dxHx^ 

über  den  ganzen  Körper  integrirt;  beide  Grössen  sind  aber  in 
Folge  des  Glebsch'schen  Satzes  gleich.  Zweitens  liefert  der 
Glebsch'sche  Satz  ein  Mittel  zur  Bestimmung  der  Gonstanten  a 
und  b  aus  dem  Anfttngszustaude  des  Körpers. 

Die  erstere  Gonsequenz  wurde  von  St.-Venant  (C.  R.  IX) 
an  mehreren  speciellen  Fällen  bewahrheitet  und  von  Lippiek 
(Wien.  Ber.  LIV.)  etwas  erweitert.  In  dem  speciellen  Falle  je- 
doch, dass  der  elastische  Körper  eine  gespannte  Saite  ist,  wurde 
der  Clebsch*«ehe  Satz  schon  von  Lagrauge  in  dessen  bekannten 
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)handlungen  in  den  Miscell.  taur.  in  sehr  eigentbümlicher  Weise 
iwiesen.  Lagrange  betrachtet  die  Saite  zuerst  als  einen  Inbe- 
iflf  discreter  materieller  Punkte  und  lässt  dann  erst  die  Zahl 
eser  Punkte  sehr  gross  werden.  In  diesem  speciellen  Falle  ist 
3r  Clebsch'sche  Satz  identisch  mit  der  bekannten  Gleichung 


/ 


sm      sm  ' 


(j 
eiche  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  der  Fourier'schen  Reihe 

ent.     Stefan  weist  nun  nach,  dass  der  Clebsch'sche  Satz  auch 

seiner  vollen  Allgemeinheit  nach  der  Methode  Lagrange's  be- 

esen   werden   kann.     Er   betrachtet   zu   diesem    Zwecke   ein 

'stem  beliebig  vieler,  beliebig  angeordneter  discreter  materieller 

mkte.    Wie  Lagrange  nimmt  er  an,   dass  die  Verschiebungen 

rselben  sehr  klein  sind,  so  dass  die  auf  jeden  Punkt  wirkende 

-aft  eine  lineare  Function  der  Verschiebungen  aller  Punkte  ist. 

^mittelbar  aus  den  Bewegungsgleichungen  der  Punkte  lässt  sich 

Lun  der-  Clebsch'sche  Satz  ableiten.     Nimmt  man  die  Punkte 

cht  gedrängt,  so  geht  das  Stefan'sche  Punktsystem   in  einen 

BStischen  Köi*per  über;  der  Clebsch'sche  Satz  ist  also  auch  für 

M  letzteren  erwiesen  und  er  hat  noch  eine  Verallgera^nerung 

80  fern  erfahren,  als  auch  ein  System  beliebig  vieler  elasti- 

i^r  Körper  mit  constanter  oder  variabler  Dichte,  in  denen  be- 

Aige  Punkte  (oder  Flächen)  fest  oder  von  ihren  Verschiebungen 

'M)portionalen  Kräften   afficirt   sein   können,    als  Grenze   eines 

^fan'schen  Punktsystems  aufgefasst  werden  kann.    Endlich  be- 

•rkt  Stefan  noch,  dass  die  Gültigkeit  des  Clebsch'schen  Satzes 

•r  durch  die  Form  der  betreflfenden  Differentialgleichungen  be- 

^gt  ist,  und  dass  daher  analoge  Sätze  (und  daher  eine  analoge 

Bthode  der  Coefficientenbestimmung)   auch  bei  den  Integralen 

gemeinerer  Differentialgleichungen  gelten  müssen.    Eine  sehr 

gemeine  Form  von  Differentialgleichungen,  bei  denen  dies  statt- 

det,  stellt  Stefan  auf.    Specielle  Fälle  davon  sind  die  Bewe- 

tigsgleichungen  von  materiellen  Punkten,  auf  die  ausser  den 

^her  betrachteten  Kräften  noch  ihrer  Geschwindigkeit  propor- 

^ale  Widerstände  wirken  und  die  Differentialgleicbungen  für 

^  Wäimeleitung.  Bn. 
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T.  HoPKiNSON.     On   the  imperfect  elasticity  of  perfec 

elastic   rods.     Messenger  (2)  I.  129-131. 

Das  in  vorliegender  Arbeit  betrachtete  Problem  ist  das  d( 
Stosses  zweier  vollkommen  elastischer  Stäbe  (d.h.  derart  h 
schaflFener,  dass  keine  Energie  durch  die  Wirkung  der  Reibun 
verschwinden  kann).  Es  wird  bewiesen,  dass  wenn  zwei  Stäl 
ohne  Vibration  zurückprallen,  ihre  Länge,  gleich  sein  mfiw« 
Einige  Schlüsse  in  dieser  Arbeit  sind  unrichtig;  sie  werden  ii 
dritten  Bande  (1874)  des  Messenger  berichtigt  werden. 

Gh-.  (0.) 


T.  HoPKiNSON.     On  the  stresses  produced  in  au 
disc  by  rapid  rotation.    Meesenger  (2)  IL  53-54., 

Das  betrachtete  Problem  ist  das  der  Zersplitterung  (technuek 
„bursting'*)  eines  Schleifsteines.  Es  wird  gezeigt,  dass  der  Steil 
mit  einem  radialen  Bruch  brechen  wird,  der  auf  der  Innenseite 
beginnt;  dass,  je  grösser  das  Loch  in  der  Mitte  des  Steioei^ 
desto  fester  der  Stein  sein  wird,  und  dass,  wenn  das  VerUitBii 
des  Radius  des  Steines  zum  Radius  des  Loches  dasselbe  ist, 
zulässige  Winkelgeschwindigkeit  des  Steines  variirt  umgekfiU 
wie  die  Quadratwurzel  des  Radius:  also  die  Geschwindigkeit 'V 
Oberfläche  variirt  direct  wie  die  Quadratwurzel  des  RadioSi 

Glr.  (0.) 

E.  Phillips.     Theoreme  sur  le  spiral  r^glant  des  d 
nom^tres.   C.  R.  Lxxiv.  581-583. 

Im  Jahre  1871  (siehe  C.  R.  LXXIU.  113M136;  F.Ü 
IIL  p.  508)  hatte  der  Verfasser  den  Satz  bewiesen,  dass  ^ 
die  Form>iner  Spirale  so  beschaffen  ist,  dass,  während  te^ 
wegung  kein  Druck  gegen  die  Axe  des  Balanders  snsKtW 
wird,' der  Schwerpunkt  der  Spirale  auf  der  Axe  bleibt  In** 
vorliegenden  Notiz  beweist  der  Verfasser  die  Umkehnuig  ^ 
Satzes,  dass,  wenn  bei  einer  Spirale  der  Schwerpimkt  aitf  ^ 


Btfj 
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\xe  bleibt,  kein  Druck  ausgeübt  wird.    Der  Beweis  ist  ohne 
Schwierigkeit.  0. 

Lavoinne.      Sur    la   r^sistance   des    parois   plawes    des 
chaudi^res  ä  vapeur.    Ann.  d.  p.  et  Ch.  c5)  iii.  276-303. 

Das  Problem  der  Biegung  einer  ebenen  Platte  unter  Normal-   ^ 
Iruck  ist  ausführlich   behandelt  und  Rücksicht  genommen  auf 
lie  Unterstützungen  derselben. 

Der  Endzweck  der  ganzen  Arbeit  ist  ein  vorwiegend  prak- 
jscher.  Ok. 

Decomble.     Rdsistance  des  mat^riaux.    Ana.  d.  p.  et  Ch.  (5) 

in.  174-203. 
Von  wesentlich  technischem  Interesse.  Wn. 

E.  Boger.    Theorie  des  ph^nom^iies  capillaires. 

C.  R.  LXXIV.  1510-1513 

Der  Verfasser  führt  als  Coordinaten  zur  Bestimmung ,  eines 
I^Qnktes  eine  Schaar  paralleler  Ebenen,  eine  andere  Schaar  da- 
rauf senkrechter  Ebenen,  die  sich  in  einer  Geraden  schneiden, 
iöd  eine  Schaar  von  Kugelflächen  ein,  deren  gemeinsames  Cen- 
fUm  in  einem  Punkte  jener  Geraden  liegt.  In  diesen  Coordinaten 
^stimmt  er  die  Grössen  eines  Yolumenelementes,  eines  Ober- 
^chenelementes,  etc.  —  Hierauf  benutzt  er  dieselben,  um  die 
^X)illare  Anziehung  einer  Wand  gegen  einen  Flüssigkeitsmeniscus 
i  berechnen,  wenn  der  Randwinkel  zwischen  beiden  Null  ist, 
'obei  er  jedoch  voraussetzt,  dass  nur  die  Oberflächenelemente 
^T  Wand  auf  die  Oberflächenelemente  der  Flüssigkeit  einwirken, 
^d  gelangt,  entgegen  der  gewöhnlichen  Theorie,  zu  dem  Re- 
K^ltate,  dass  für  Gapillarröhren  von  sehr  kleinem  kreisförmigen 
^Verschnitte  die  Steighöhe  rascher  als  im  verkehrten  Verhältniss 
^  Durchmessers  zunimmt.  Bu. 
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Capitel  2. 
Akustik  und  Optik. 

*  G.    GuEROULT.      Des    relations    eutre    les    nombres  de 
vibrations  des  sous  nuisicaxix  et  leurs  intervalles. 

C.  R.  LXXIV.  1330-1332. 

G.  GüEROULT.  De  quelques  applications  de  la  rfegle  au 
calcul  acoustique.    c.  R.  LXXiv.  1403-1406. 

Der  Verfasser  macht  den  Voi-schlag,  zur  Messung  des  Ton- 
intervalls nicht  das  Verhältniss  der  Schwingungszahlen,  sondern 
den  Logarithmus  dieses  Verhältnisses  zu  nehmen,  so  dass,  wenn 
y  die  Schwingungszahl,  x  das  Intervall  von  einem  gegebenen 
Grundton  an  gerechnet,  ist,  y  =  a*  wird.  Der  Verfasser  zeigt 
die  Vereinfachung,  die  dadurch  z.  B.  bei  Berechnung  der  Länge 
einer  ßaite  entsteht,  und  beschreibt  endlich  einen  passend  einge- 
theilteu  Maassstab,  der  die  nach  obigem  Princip  auszuführenden 
Rechnungen  erleichtern  soll.  Wn. 

J.  BouRGET.  Theorie  math^matique  du  mouvemeut 
d'une  corde  dont  uiie  des  extr^mitös  poss^de  un  mou- 
vemeut p^riodique  dohnö.    c.  R.  LXXV.  5-7. 

Der  im  C.  R.  gegebene  Auszug  der  überschriebenen  Abhand- 
lung erwähnt  nur  einige  Resultate  derselben  in  Beziehung  zn  den 
Experimenten  von  Melde  und  Gripon,  mit  denen  er  sich  M 
ausschliesslich  beschäftigt.  Die  Saite  behält  ihre  eigne  Schwin- 
gung, deren  Amplitude  sich  in  hohem  Grade  steigert;  wenn  ikr 
Ton  von  dem  gegebenen  des  Endes  wenig  differirt.  Für  den  FaB 
vollkommenen  Einklangs  tritt  in  den  Formeln  eine  Discontinaifltt 
ein.  •  H. 

E.  Gripon.  Vibration  des  cordes  sous  rinfluence  d'un 
diapason.     C.  R.  LXXV.  201-204,  425-427. 
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Experimentelle  Bestätigung  der  Arbeit  von  Bourget,  über  die 
F.  d.  M.  II.  p.  77G  berichtet  ist.  Wn. 

F.  Braun,     üeber  den  Einfluss  der  Steifigkeit,  Befesti- 
gung nnd  Amplitude  auf  die  Schwingungen  von  Saiten. 

Pogg.  Ann.  CXLVII.  64-92 

Nach  einer  historischen  Uebersicht  über  die  verschiedenen 
Bearbeitungen  des  Problems  der  schwingenden  Saite,  und  nach 
einem  Hinweis  auf  die  Analogie  der  Saitenschwingungen  mit 
elliptisch  polarisirtem  Licht  reproducirt  der  Verfasser  die  Haupt- 
resultate der  Theorie  aus  Clebsch  „Theorie  der  Elasticität  fester 
Körper"  (p.  200).  Aus  den  Formeln  werden  einige  Schlüsse  ge- 
sogen, z.  B.  dass  sich  verschieden  hohe  Töne  auf  der  gespannten 
steifen  Saite  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  fortpflanzen.  So- 
dann wird  die  neue  Annahme  gemacht,  dass  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit sich  auch  dem  Quadrat  der  Amplitude  proportional 
ändert.  Die  experimentelle  Bestätigung  der  aus  dieser  Annahme 
gezogenen  Schlüsse  bildet  den  weitern  Inhalt  der  Arbeit. 

Wn. 

J.    BouRGET.      Theorie    niath^matique    des    expdriences 
acoustiques  de  Kundt.     C.  R.  LXXV.  1263-1265. 

Aus  dem  vorliegenden  Auszuge  lässt  sich  über  die  mathe- 
matische Behandlung  des  Problems  gar  nichts  ersehen,  der  Ver- 
iasser  hat  nur  einige  Sätze  ohne  Zusammenhang  mitgetheilt. 

Wn. 

r.    HoPKiNSON.      The  mathematical    theoiy    of  Tartini's 

beats.      Messenger  (2)  II.  24-27. 

Wenn  zwei  musikalische  Töne  von  verschiedener  Höhe  zu- 
;animen  in  genügender  Stärke  hervorgebracht  werden,  kann  ein 
Iritter  und  schwacher  Ton  beobachtet  werden,  der  eine  Anzahl 
''on  Schwingungen  macht,  gleich  der  Diff'erenz  der  Schwingungs- 
;ahlen  der  beiden  bezeichneten  Töne.  Diese  Erscheinung  wurde 
;uer8t  von  Lorge  beobachtet  im  Jahre  1740  und  später  unab- 
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hängig  von  Tartini  entdeckt.  Erklärt  warde  «e  Ton  Young  und 
neuerdings  in  anderer  Weise  von  Helmholtz.  In  vorliegender 
Arbeit  wendet  der  Verfasser  eine  Methode  an,  welche  wesentlich 
dieselbe  ist,  die  von  Herrn  Eamshaw  in  einer  Arbeit  benutzt 
worden  ist  (in  der  Royal  Society  im  Jahre  1860  mitgetheilt),  um 
die  Bewegungsgleichungen  des  zweiten  Grades  zu  lösen  und  die 
von  Helmholtz  gegebene  Erklärung  zu  erläutenu         Glr.  (0.) 

DE  Saint- Venant.  Sur  les  diverses  mani^res  de  präsenter 
la    th^orie  des  ondes    lumineuses.     Paris  1872.    Darbonx 

Ball.  IIL  195. 

Herr  St. -Venant  giebt  hier  eine  historisch -kritische  üeber- 
sicht  ttber  die  verschiedenen  Behandlungen  der  Undulationsiheorie 
und  ttber  die  den  einzelnen  Theorien  zu  Grunde  gelegten  Vor- 
aussetzungen. Für  am  meisten  einwandsfrei  hält  er  die  Theorie 
von  Boussinesq,  ttber  die  im  ersten  Bande  ausftihrlich.  berichtet 
ist    (Vergl.  auch  das  folgende  Referat).  Wn. 

J.  BoussiNESQ.  Sur  les  lois  qui  regissent,  ä  une  premifere 
approxiraation ,  les  ondes  lumineuses  propag^es  dans 
un  milieu  homogene  et   transparent  d'une  contexture 

quelconque.     Liouville  J.  (2)  XVII.  167-176. 

Die  Arbeit  knüpft  an  eine  frühere  Arbeit  desselben  Verfassers 
an,  über  die  F.  d.  M.  I.  p.  362-367  berichtet  ist.  Für  die  Lidrt- 
Schwingungen  waren  dort  mit  Berücksichtigung  der  EinwirkoDg 
der  Körpertheilchen  Gleichungen  von  folgender  Form  aufgestellt: 

(1)      e-d^  +  ^i-i^  =  CH^)-^+M.ti   etc., 

wo  u  die  Verschiebung  eines  Aethertheilchens,  u^  die  eines  Körper- 
tbeilchens  bezeichnet,  6  die  räumliche  Dilatation,  (n  die  Dichtig- 
keit des  Aethers,  q^  die  der  ponderablen  Theilchen,  A,  ^  die 
Elasticitätscoefficienten.  In  erster  Annäherung  setzt  nun  der  Ver- 
fasser für  u^y  t?j,  «r,  lineare  Functionen  von  u,  f>,  «?,  also: 
(2)  n^  =  au-\-^^v  +  6w,  c,  =  ßv  +  S^w+^u,  «?^  =  ytr-f-^^ii-f fe 
Er  transforroirt  diese  AusdrüC/ke  auf  ein  neues  System  orthogonakr 
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Mrdinaten.  Dann  sind  die  Ausdrücke*  der  neuen  CoefSeienten 
^',  etc.  von  derselben  Form,  wie  die  Coefficienten  der  Va- 
beln  in  der  Gleichung  eines  Ellipsoids,  wenn  man  dasselbe 
[  die  Hauptaxen  transformirt.  Er  nimmt  ferner  fttr  die  Lösungen 
r  Gleichungen  (1),  bezolgen  auf  das  neue  Coordinatensystem, 
I  gewöhnliche  Form  an: 

d  setzt  diese  Ausdrücke  in  (1)  und  (2)  ein,  so  ergeben  sich 

ei  Gleichungen  fUr  die  Verhältnisse  -7-,  —7-  und  für  die  Fort- 

lanzungsgeschwindigkeit  tr.  Die  weitere  Discussion  dieser  Aus- 
'ttcke  ergiebt,  falls  man  von  der  Dispersion  und  der  Drehung 
ir  Polarisationsebene  abstrahirt,  folgendes  Resultat: 

Die  optische  Constitution  eines  durchsichtigen  Mediums  ist 
ometrisch  definirt  durch  ein  gewisses  Ellipsoid  (Elasticitäts- 
ipsoid)  und  eine  Gerade  von  gegebener  Länge  und  Richtung, 
i  vom  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  ausgeht.  Das  Medium  kann 
rallel  irgend  einer  Diametralebene  des  Ellipsoids  zwei  Systeme 
^ner  Wellen  mit  nahezu  transversalen  Schwingungen  fortpflanzen, 
d  Schwingungsrichtungen  und  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
Lten  erhält  man  auf  folgende  Weise:  Man  denke  sich  einen 
obachter  so  aufgestellt,  dass  seine  Füsse  im  Mittelpunkt  des 
Lipsoids  stehen,  während  der  Körper  längs  der  gegebenen  Linie 
&e  der  Unsymmetrie]  sich  befindet.  Der  Beobachter  stelle  sich 
>  dass  er  vor  sich  zur  Linken  eine  grosse  Halbaxe  a,  zur 
achten  eine  kleine  Halbaxe  b  von  dem  Schnitt  des  Ellipsoids 
t  der  betrachteten  Diametralebene  sieht.  Man  ziehe  dann 
^Ischen  beiden  Halbaxen  in  demselben  Schnitt  zwei  Halbmesser 
»  \  von  der  Beschaffenheit,  dass 

1,1  1,1  ,11  1        1     ,,    ,       a^ 

b,  wo  a  die  Frojection  der  Axen  der  Unsymmetrie  auf  die  Wellen- 
^rmale  ist.  Jeder  dieser  so  construirten  Halbmesser  giebt  seiner 
ichtung  nach  die  Richtung  der  dem  einen  der  beiden  ebenen 
'^ellensysteme  entsprechenden  Schwingungen,  seiner  Grösse  nach 
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den  reciproken  Werth  der  Fortpflanzungdgeschwindigkeit  desselben 
Systems  an.  Wn. 

W.  Sellmeier.  Ueber  die  durch  Aetherschwingungen 
erregten  Mitschwingungen  der  Körpertheilchen  und 
deren  Eiickvvirkung  auf  die  ersteren,  besonders  zur 
Erklärung  der  Dispersion  und  ihrer  Anomalien. 

Pogg.  Ann.  CXLV.  399-421,  520-549.  CXLVIL  386-403,  525-555. 
Gegen  alle  bisher  aufgestellten  Theorien  der  Beflexion  und 
Brechung  lassen  sich  wesentliche  Einwände  erheben.   In  Fresnel'g 
Theorie  wird  die  Dichtigkeit  des  Aethers  in  verschiedenen  Körpern 
verschieden  angenommen.    Dann  mtisste  aber  ein  doppelbrechen- 
der Körper  in  verschiedenen  Bichtungen  verschiedene  Dichtigkeil 
haben,  was  unmöglich  ist,  da  Dichtigkeit  ein  räumlicher  Begriff  M. 
Neumann's  Theorie,  die  gleiche  Dichtigkeit,  aber  verschiede 
Elasticität  des  Aethers  in  verschiedenen  Körpern  voraussetrt,  iüt 
in  Widerspruch  mit  den  Folgerungen  aus  der  Aberration,  mit 
denen  aus  der  Unabhängigkeit  der  Brechung  und  Interferenz  des 
Lichtes  von  der  Fortbewegung  des  Beobachtungsortes  und  d  ''^ 
denen  aus  dem  Cauchy'schen  Princip  der  Gontinuität  der  Aetbcr- 
bewegung,  Folgerungen,  die  durch  Versuche  bestätigt  sind.  Eine 
Vereinigung  beider  Ansichten,  d.  h.  Ungleichheit  der  Elastieätt 
und  Dichtigkeit,  ist  mit  den  Intensitätsgesetzen  des  reflectirtet 
Lichtes  im  Widerspruch.    Der  Verfasser  der  vorliegenden  ArbÄ 
lässt  daher  alle  Modifieationen,  die  der  Aether  innerhalb  der  pofi* 
derablen  Körper  erfahren  soll,  ganz  fallen  und  substituirt  anderei 
Stelle  ein  Mitschwingen  der  Körperatome  mit  den  Aetheratomei 
und  somit  eine  Rückwirkung  der  ersteren  auf  die  Bewegung  der 
letzteren.    Begründet  wird  diese  Annahme  dadurch,  dass 
eine  Verschiebung  der  Aethertheilchen  auch  die  Gleichgewicbte- 
läge  der  ponderablen  Atome  beeinflusst  wird.    Um  ungereimte 
Folgerungen  in  Bezug  auf  die  Aetherdichtigkeit  abzuschneiden, 
ist  die  weitere  Annahme  nöthig,  dass  die  Körpertheilchen  in  seb 
viel  kleineren  Amplituden  schwingen,  als  der  Aether.   Die  matt*' 
matische  Entwicklung  der  Theorie  beginnt  damit,  dass  aofb^ 
kannte  Weise  die  Kraft,  durch  die  ein  KörpermolecKl  in  fi^ 
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genblickliche  Gleichgewichtslage  zurückgeführt  wird,  berechnet 
ird.  Alle  Körper-  und  Aetheratome  werden  dabei  als  mit  Masse 
)gabte  Punkte  angesehen,  zwischen  je  zwei  von  denen  eine  Kraft 
swinYCO  wirkt.  Die  Function  f  kann  verschiedene  Werthe 
iben,  je  nachdem  von  der  Wirkung  zweier  Körperatome  oder 
nes  Körper-  und  Aetheratoms  die  Bede  ist.  Die  gewonnenen 
isdrttcke  werden  speciell  auf  den  Fall  angewandt,  dass  Ursprung- 
h  nur  ein  Körperthcilchen  aus  seiner  Buhelage  verschoben,  alle 
dem  unbewegt  sind.  Unter  dieser  Voraussetzung  giebt  es  für 
les  Theilchen  drei  senkrechte  Sehwingungsaxen,  d.  h.  Linien 
ci  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  einer  dieser  Linien  parallele 
sifteomponente  blos  von  der  derselben  Axe  parallelen  Yer* 
liebungs-Componente  abhängt  und  ihr  proportional  ist.  Die 
^i  für  diesen  Fall  sich  ergebenden  Werthe  der  Schwingungs- 
uer  nennt  der  Verfasser  die  dem  Körperthcilchen  eigenthüm- 
ben  Schwingungszeiten.  Letztere  sowohl,  als  die  Bichtung  der 
hwingungsaxen  sind,  wie  weiter  gezeigt  wird,  von  den  Ver- 
:iiebungen  der  andern  Körper-  und  Aethertheilchen,  sowie  von 
r  dadurch  bestimmten  Lage  des  momentanen  Gleichgewichts- 
bes  jenes  Körpertheilchens  unabhängig.  Lässt  man  nun  die 
K)rdinatenaxen  mit  den  Schwingungsaxen  zusammenfallen,  so 
irden  die  Componenten  der  beschleunigenden  Kräfte 

td  ähnlich  F  und  Z.  |  bedeutet  hier  die  Verschiebung  des 
Srpertheilchens  parallel  x,  1^  die  seines  momentanen  Gleich- 
'Wichtsortes,  8  seine  eigenthümliche  Schwingungsdauer  parallel 
Nun  wird  angenommen,  der  momentane  Gleichgewichtsort 
Ilführe  eine  periodische  Bewegung  von  der  Form: 

(1)      ^o=«oSm2;r^, 
vvird  die  Differentialgleichung  der  Bewegung 

^grirt  durch: 

^ortocbr.  d.  Math.  IV.  3.  34 
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oder  durch: 

(S)      I  =  — ^-^aßC082« — 2 h6sin2^ — y-, 

je  nachdem  die  eigenthümliche  Schwingungsdauer  ö  des  Theil- 
chens  mit  der  Schwingungsdauer  r  des  Gleichgewichtsortes  a 
sammenfällt  (dann  gilt  Gl.  3)  oder  nicht  (in  welchem  Falle  6LS 
gilt).  In  beiden  Fällen  ist  die  Schwingungsbewegung  des  Körper- 
theilchens  in  der  Richtung  x  eine  doppelte;  das  erste  Glied  ist 
unabhängig  vom  Anfangszustande;  es  stellt  die  wesentlichefi 
Schwingungen  dar.  Das  zweite  Glied  stellt  Schwingungen  dir, 
die  nach  Amplitude  (6)  und  Phase  (ß)  vom  Anfangszustande  A 
hängen,  da  fr  und  ß  willkürliche  Constante  sind;  dies  sindtb 
unwesentlichen  Schwingungen. 

Dass  durch  die  Lichtschwingungen  periodische  Aendenugei 
des  Gleichgewichtsortes  eines  Eörpertheilchens  von  der  Form  (1) 
bewirkt  werden,  erörtert  der  Verfasser  auf  folgende  Weise,  ft 
nimmt  an ,  dass  wegen  der  grossen  Spannung  des  Aethen  die  |j| 
Lage  der  Aethertheilchen  gegen  einander  durch  ein  Körpertke^ 
chen  nicht  merklich  geändert  wird,  und  zeigt,  dass  dann  die  dank 
den  Aether  allein  bewirkte  Verschiebung  des  Gleichgewiehtsorki 
mit  der  Aetherverschiebung  gleich  gerichtet  und  proportional  ä 
T  in  der  Gleichung  (1)  ist  dann  die  Dauer  der  Aethersohwingt# 
Dass  auch  die  Verschiebung  der  übrigen  Körpertheilchen  «ae 
ähnliche  Aenderung  des  Gleichgewichtsortes  hervorbringt,  sdMU 
dem  Referenten  nicht  genügend  streng  begründet.   Bisher  war  ^ 
als  constant  betrachtet.   Im  Folgenden  wird  diese  Voraussetooj 
fallen  gelassen  und  angenommen,  dass  die  Schwingungsampfitik 
in  einem  linear  polarisirten  homogenen  Lichtstrahl  sich  coBtBitf' 
lieh  ändert,  und  zwar  langsam  im  Verhältniss  zur  GeschwiB^I* 
keit  der  Schwingungen.    Auf  diese  Auffassung  ist  der  Ver&M 
durch  die  bekannte  Auffassung  des  natürlichen  Lichtes  als  polir 
risirtes  Licht  mit  continuirlich  veränderter  SchwingungsriehtooK 
geführt.    Damit  ändert  sich  auch  die  Projection  der  AmplitoAe 
auf  eine  feste  Richtung  continuirlich.  Da  alle  wesentlichen  Sdkwii* 
gungen  dieselbe  Phase  haben,  wie  die  erregende  SchwiDgang,  lo 
todert  sich  in  ihnen  durch  die  neue  Annahme  niclitB,  wiknoi 
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r  die  einzelnen  unwesentlichen  Schwingungen  die  Phase  ß  yer* 
aieden  ist.  Durch  Zusammensetzung  der  verschiedenen  un- 
^sentlichen  Schwingungen  ergiebt  sich,  dass  die  Amplitude  der 
mltirenden  Schwingung  unendlich  klein  ist.  Die  unwesentlichen 
hwingungen  werden  daher  vernachlässigt,  und  die  Gleichungen 
)  und  (3)  werden  nun: 

j«  t'  t 

(3a)      I  =  —  acos2;r  -^,  wo  -^  ==  "T^"  ^®** 

ie  Gleichungen  (2a)  [zu  der  hingeschriebenen  kommen  noch 
wi  ähnliche  für  t]  und  f  hinzu] ,  die  für  t^8  gelten ,  sagen 
IS,  dass  durch  das  Licht  stets  nur  solche  Schwingungen  der 
5rpertheilchen  erregt  werden,  die  mit  den  Lichtschwingungen 
K^hron  sind.  Diese  Schwingungen  der  Körpertheilchen  sieht 
r  Verfasser  als  Ursache  der  Kefraction  an.  Die  durch  die 
Eichungen  (3a)  dargestellten  Schwingungen  der  Körpertheilchen, 

für  r  ^  d  gelten,  und  die  gegen  die  Aetherschwingungen  um 
verzögert  sind,  werden  als  Ursache  der  Absorption  angesehen, 
ionders  behandelt  wird  noch  der  Fall,  wo  t  nahe  =:  S  ist. 
an  findet  eine  Nebenabsorption  statt.  Der  Verfasser  sucht 
llich  seine  Theorie  der  Vorstellung  näher  zu  bringen  durch 
r^gleichung  mit  einem  Pendel,  dessen  Drehpunkt  Schwingungen 
Iftahrt. 

Im  zweiten  Theile  untersucht  nun  der  Verfasser  den  Einfluss 
*  vorher  behandelten  Körperschwingungen  auf  die  Fortpflan- 
^gsgeschwindigkeit  des  Lichtes.  Er  leitet  zunächst  einen  Aus- 
^ck  für  das  Brechungsvermögen  auf  folgende  Weise  ab.  Ein 
^lumen  V  sei  so  klein,  dass  alle  in  demselben  befi^d^chen 
kthertheilchen  in  gleicher  Phase  schwingen,  zugleich  so  gross, 
8s  es  eine  grosse  Anzahl  von  Körpertheilchen  umfasst.  Für 
n  in  F  enthaltenen  Aether  wird  die  potentielle  Energie  zur  Zeit 
ines  Verschiebungs-Maximums,  sowie  seine  actuelle  Energie  zur 
it  seiner  Ankunft  im  ßuheorte  berechnet,  daraus  die  Energie, 
liehe  der  in  V  befindliche  Aether  während  seines  Fallens  nach 
DI  Bubeorte  an  die  Körpertheilchen  verliert.    Ebenso  wird  fUr 

34* 


51g  XI.  Abschnitt.    Matbomatisclie  Physik. 

jedes  Körpertheilchen  die  Energie  berechnet,  welche  dasselbe 
während  seines  Fallens  nach  dem  RuheoHe  von  dem  Aether 
empfängt,  durch  Summation  dann  die  Energie  für  alle  Körper- 
theilchen. Die  beiden  so  berechneten  Ausdrttcke  werden  gleich 
gesetzt,  woraus  folgt: 

,  2m  aa^ 

w  —  1  =       .    .a    • 


D 


Hier  bedeutet  n  den  Brechungsexponenten  des  betreffenden  | 
Körpers,  m'  die  Masse  des  ganzen  Aethers  innerhalb  F,  a'  die  ' 
Amplitude  der  Aetherschwingung,  m  die.  Masse  eines  Körper- 
theilchens,   a^  die  Amplitude  für  die  Schwingung  der  Ruhelage, 

a  die  Amplitude  des  Körpertheilchens,  also  a  =  -«3^«««.   In  der 

Summe  kommt  jedes  Körpertheilchen  dreimal  vor^  nämlich  ii 
Bezug  auf  seine  drei  Schwingungsaxen.  Der  Ableitung  liegt  Sut 
Vorstellung  zu  Grunde,  dass  die  in  Y  enthaltene  mechamsdi 
Energie  in  V  bleibe,  und  nur  vom  Aether  auf  die  Körpertheileliei 
übertragen  werde.  Da  dies  jedenfalls  für  stehende  Schwingoiigei 
richtig  ist,  diese  aber  in  zwei  nach  entgegengesetzter  Seite  fort- 
schreitende Wellenreihen  zerlegt  werden  können,  so  nimmt  der 
Verfasser  es  auch  für  diese  als  richtig  an. 

Es  folgt  nun  die  Ableitung  der  Ausdrücke  für  die  Intensitit 
des  reflectirten  und  gebrochenen  Lichtes.  Die  Grenzbedingongei 
sind  dabei  den  Fresnerschen  ähnlich.  Nur  an  Stelle  der  Glei- 
chung der  lebendigen  Kraft  tritt,  da  Elasticität  und  Dichtigkeit 
des  Aethers  als  unveränderlich  angenommen  sind,  das  oUfe 
Princip:  Die  mechanische  Energie  in  einem  Volumen  istconrfui 
Sind  daher  a!,  a\,  a\  die  Amplituden  des  einfallenden,  des  reflc^ 
tirten  upd  des  gebrochenen  Lichtstrahls,  a  der  Einfalls-,  a,  der 
Brechungswinkel,  n  der  Brechungsexponent  des  ersten,  n^  de» 
zweiten  Mediums,  femer: 

£ma(a'-aQ) 


! 


€  = 


und  hat  i\  dieselbe  Bedeutung  für  das  zweite  Medium,  so  ist* 
(a"--a'J)cotga(l  +  .^)  =  a'|cotg«,(l  +  i|.). 
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e  Vergleichuog  der  gewonnenen  Formeln  mit  der  Erfahrung 
irt  auf  Widersprüche,  daher  wird  die  weitere  Annahme  ge- 
lebt, dass  nur  die  potentielle  Energie  des  Aethers  und  die 
raus  entstandene  actuelle  Energie  in  der  Welle  sich  fortpflanze, 
SS  dagegen  die  potentielle  Energie,  welche  die  Körperthcilchen 

ihrem  Verschiebungsmaximum  haben,  von  der  Fortpflanzung 
sgeschlossen  sei.  Dann  ist  «  =  0  und  *,  =  0 ,  und  die  letzte 
eichung  ist  genau  dieselbe,  wie  die,  auf  die  bei  Fresnel  das 
incip  der  lebendigen  Kraft  führt. 

Der  Schluss  der  Arbeit  enthält  Folgerungen  aus  der  Formel 
r  die  brechende  Kraft  n^—1,    Ist  zunächst  8  klein  gegen  r, 

wird  a  durch  a^  ausgedrückt  und  der  Ausdruck  in  eine  Reihe 

hvickelt,  die  nach  Potenzen  von  —5  fortschreitet.    Die  durch 

iphische  Darstellung  der  Reihe  erhaltene  Curve  wird  als  Gurve 
•  brechenden  Kraft  der  refractiven  Theilchen  bezeichnet;  sie 
eine  gerade  Linie,  wenn  inan  nach  dem  zweiten  Gliede  ab- 
5bt.  Für  die  absorptiven  Theilchen  dagegen,  deren  eigeuthüm- 
le  Schwingungsdauer  mit  der  eines  homogenen  Strahles  zusam- 
cifällt,  ist  jene  Gurve  bei  derselben  Annäherung,  falls  nur  ab- 
ptive  Theilchen  einer  Art  vorhanden  sind,  eine  Hyperbel, 
che  zu  Asymptoten  hat  1)  diejenige  Ordinate,  die  der  Abscissc 

(3^  die  eigenthümliche  Schwingungsdauer)  entspricht,  2)  die- 

ige  gerade  Linie,  welche  die  brechende  Kraft  der  refractiven 
Bilchen  darstellt.  Durch  Discussion  der  Curve  der  brechenden 
aift  werden  dann  noch  einige  Sätze  über  die  Unregelmässigkeit 
"  hier  stattfindenden  Dispersion  abgeleitet  und  mit  der  Beob- 
^tung  verglichen.  Wn. 

E.  Meyer.  Versuch  einer  Erklärung  der  anomalen 
Farbenzerstreuung.    Pogg.  Ann.  CXLV.  8O-8G. 

Der  Verfasser  versucht  die  Erscheinung  der  anomalen  Dis- 
rsion  dadurch  zu  erklären,  dass  er  zu  der  Differentialgleichung 
r  ebenen  Wellenbewegung: 
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auf  der  rechten  Seite  ein  neues  Glied  hinzuftlgt,  das  entw 
1)  =  -ic-Tf  oder  2)  = 


di  ^  "         dtdx^ 

ist.  Er  begründet  die  Hinzufligung  dieses  Gliedes  durch  Arn 
eines  Widerstandes,  den  im  ersten  Falle  die  relativ  unbeweg 
ponderablen  Atome  auf  die  Aethertheilchen  austlben,  im  v 
Falle  durch  eine  innere  Reibung  der  schwingenden  Aetherthei 
Das  Integral  der  neuen  Differentialgleichung  unterscheide) 
von  dem  der  alten: 

c  =  ilcosa(ft(  — a?)+ßsina(/tt«— o?) 
durch  Hinzufügung  eines  Factors  6-y*  auf  der  rechten  1 
Dieser  Factor  erklärt  1)  die  elliptische  Polarisation,  die 
immer  mit  der  anomalen  Dispersion  verbunden  ist;  2)  fc 
aus  der  Formel  fttr  v  auf  bekannte  Weise  Formeln  ftr 
Brechungsverhältniss,  wonach  dasselbe  bei  beiden  Annahmen 
wachsender  Wellenlänge  zunimmt.  Die  numerischen  Besn 
dieser  Formeln  stimmen  jedoch  mit  der  Beobachtung  nicht  übe 
Sodann  würde  aus  beiden  Annahmen  folgen,  dass  Licht 
kürzerer  Wellenlänge  stärker  absorbirt  wird,  dass  also 
Körper  mit  anomaler  Dispersion  in  durchgehendem  Lichte 
erscheinen  müssten,  was  ebenfalls  der  Erfahrung  widerspr 
Die  aufgestellte  Theorie  ist  somit  nicht  einwandsfrei.       W 

J.  J.  Müller.     Ueber  die  Fortpflanzung  des  Lichtö 

Pogg.  Ann.  CXLV.  86-132. 
Die  wesentlich  experimentelle  Arbeit  sucht  durch  Beoh 
tungen  über  Verschiebung  von  Interferenzstreifen  zu  zeigen,  J 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  von  der  Helligl 
abhängt.  Um  dies  Resultat  auch  theoretisch  zu  erklären,  n» 
der  Verfasser  eine  innere  Reibung  zwischen  den  Aethermolecl 
an  und  fügt  daher  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung  fb 

Lichtschwingungen  ein  Glied  von  der  Form  c  o,  .f  ,  Wß™»  ^ 

otox 

I  die  Verschiebung  eines  Theilchens  bedeutet    (Vergl.  an*' 

vorhergehende   Referat).      Durch    Integration    der   vertndö 

Gleichung  folgen  dann  folgende  Sätze:    1)  Die  lebendige  K 
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r  gesammten  fortgepflanzten  Sehwingungsbewegung  nimmt  ab, 
^nn  die  durchlaufene  Strecke  wächst.  Das  Princip  der  Erbal- 
Qg  der  lebendigen  Kraft  ist  also  fllr  das  Schwingungssystem 
oht  mehr  gültig.  2)  Sowohl  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit, 
B  der  Ausdruck  für  die  Abhängigkeit  der  Amplitude  Ton  der 
Burehlaufenen  Strecke  variiren  mit  Amplitude  und  Schwingungs- 
ibl.  Die  Fortpflanzungsgesetze  sind  also  nicht  mehr  ftlr  alle 
ehwingungen  dieselben. 

Bei  der  Annahme  obiger  Hypothese  würden  die  verschiede* 
en  Strahlen  sich  auch  im  Welträume  mit  verschiedener  6e- 
ihwindigkeit  fortpflanzen,  und  es  würde  im  Welträume  eine  Ab- 
rption  des  Lichtes  stattfinden.  Beide  Folgerungen  sucht  der 
Erfasser  als  möglich  hinzustellen.  Wn. 

.  V.  D.  MüHL.     Ueber  die  Reflexion  und  Brechung  des 
Lichtes  an  der  Grenze  unkrystallinischer  Medien. 

Clebach  Ann.  V.  471-559. 

Die  Hauptschwierigkeit  in  der  Theorie  der  Reflexion  und 
*€chung  des  Lichtes  liegt  in  den  Grenzbedingungen  an  der 
rcnnungsfläche  der  beiden  Medien.  Das  Princip  der  Gontinuität 
erlangt,  dass  1)  die  drei  Componenten  der  Verrückuugen,  2)  die 
ei  Componenten  des  molecularen  Drucks  auf  beiden  Seiten  der 
*ennungsfläche  dieselben  seien.  Streng  kann  diesen  Gleichungen 
^1*  genügt  werden,  wenn  aus  einer  einfallenden  transversalen 
eile  zwei  reflectirte  und  zwei  gebrochene  Wellen,  je  eine  trans- 
t*8ale  und  eine  longitudinale  entstehen;  und  dies  widerspricht 
1^  Erfahrung.  Fresnel  und  Neumann  haben  daher  in  ihren 
Morien  jenes  Princip  der  Gontinuität  nur  theilweise  angewandt 
d  dazu  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  genommen,  die  bei 
öDger  Behandlung  sich  erst  als  Folge  ergeben  müsste.  Gauchy 
t  zwar  das  Princip  der  Gontinuität  streng  angewandt,  die  ent- 
'bende  longitudinale  Welle  hat  bei  ihm  aber  eine  rein  imaginäre 
rtpflanzungsgesch windigkeit,  und  dies  Besultat  ist  unverträglich 
t  Betrachtungen  über  den  molecularen  Druck,  Betrachtungen, 
^  nothwendig  sind,  wenn  man  das  Gleichgewicht  endlich  be- 
enzter  Tbeile  eines  Mediums  untersucht    Diese  Bedenken,  die 
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in  der  Einleitung  eingehend  erörtert  werden,  haben  den  Vei 
veranlasst,  eine  neue  Theorie  der  Reflexion  aufzustellen.  U 
loilgitudinale  Welle  zu  beseitigen,  wird  die  von  C.  Neumani 
gestellte  Hypothese  zu  Grunde  gelegt,  dass  der  Aether  den  K 
gegenüber,  die  bei  der  Fortpflanzung  des  Lichtes  auftrete 
compressibel  sei.  Dies  schliesst  die  weitere  Annahme  nicli 
dass  die  Aetherdichtigkeit  innerhalb  verschiedener  Mediei 
schieden  sei.  Die  aus  diesem  Prineip  abgeleiteten  Elasti 
gleiehungcn  unterscheiden  sich  dadurch  von  den  bekannten 
zu  jeder  der  drei  letzteren  der  erste  Differentialquotient 
unbekannten  Function  nach  je  einer  der  Coordinaten,  multi 
mit  der  Dichtigkeit,  vorkommt  [cf.  F.  d.  M.  II.  p.  782].  Als 
Gleichung,  die  wegen  der  neuen  unbekannten  Function  i 
ist,  hat  man  die  Bedingung  der  Incompressibilität.  Der  Verl 
leitet  diese  allgemeinen  Gleichungen  und  die  zugehörigen  ( 
flächengleichungen  aus  dem  Prineip  der  virtuellen  Geschwii 
keiten  ab  und  bestimmt  dann  für  krystallinische,  durch 
rechtwinklige  Ebenen  symmetrisch  theilbare  Ebenen  zwei  s( 
Systeme  von  Particularlösungen,  die  ebenen  Wellen  entsprcc 
Das  eine  System  hat  die  bekannte  Form 

»  und  w  unterscheiden  sich  von  u  nur  durch  den  Werth 
Factors  C, .  Für  das  zweite  System  sind  u,  c,  to  die  Differei 
quotienten  ein  und  derselben  Function  S,  die  der  Gleichung 

genügt.    Ihre  Lösung  ist: 

s  =  C«    V  ^  '    ^s 

wenn  «a;  -|-  /%  +  yis  =  0  die  Grenzebene  ist,  x  ==  «p  -}-  /Jg  - 
x'4-<y'=  1.  Dies  zweite  System  von  Particularlösungen,  da 
Stelle  der  longitudinalen  Schwingungen,  wie  sie  ang  den  gen 
liehen  Gleichungen  folgen,  tritt,  ist  nothwendig,  um  zur  Erflll 
der  sechs  Continnitätsgleichnngen  bei  der  Reflexi<m  die  nOI 
Anzahl  von  willktlrlichen  Constanten  zu  haben.   Der  reelle  ü 
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Icr  Exponentialgrösse  verschwindet,  wenn  a^ax^  ßy+yz)  auf 
iner  bestimmten  Seite  der  Grenzebene  einen  negativen  Werth  bat. 

Indem  er  nun  zu  dem  eigentlichen  Problem  der  Reflexion 
ibergehty  wendet  der  Verfasser  die  obigen  Lösungen  auf  zwei 
mkrystalliniscbe  Medien  an,  die  in  der  Ebene  z  =  0  aneinander- 
irenzen.  Für  jedes  Medium  gelten  die  vier  allgemeinen  Glei- 
thimgen,  deren  Lösung  eben  besprochen  ist.  Die  sechs  Grenzbe- 
tingungen  werden  durch  das  im  Eingang  erörterte  vollständige 
llontiBoitätsprincip  geliefert.  Dichtigkeit  und  Elasticität  des  Aethers 
rird  als  verschieden  in  beiden  Medien  genommen;  die  Definition 
ler  Polarisationsebene  bleibt  vorläufig  unbestimmt.  Die  resul- 
irenden  Formeln  tibergeben  wir  hier  und  bemerken  nur,  dass 
owohl  fttr  die  Schwingungen  senkrecht  zur  Einfallsebene,  als 
tr  die  der  Einfallsebene  parallelen  Bewegungen  [nur  ftir  letztere 
ommt  die  zweite  Art  von  Particularlösungen  in  Betracht]  die 
leichung  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  sich  als  Folge 
"giebt  Jene  Lösungen  gelten  ferner  auch  für  den  Fall  der 
talen  Reflexion.  Der  Verfasser  untersucht  nun,  unter  welchen 
nnahmen  über  das  Verhältniss  der  Dichtigkeiten  beider  Medien 
dne  Formeln  mit  denen  von  Fresnel  oder  mit  denen  von  Neu- 
ann übereinstimmen;  denn  sowohl  FresneFs  als  Neumann's 
faeorie  liefern  Formeln,  die  bis  auf  geringe  Abweichungen  durch 
Le  Erfahrung  bestätigt  sind.  Es  findet  sich  nun,  dass,  mag  die 
resneVsche  oder  die  Neumann'sche  Definition  der  Polarisationsr 
bene  angenommen  werden,  jene  Uebereinstimmung  nur  zu  er- 
gehen ist,  wenn  gleichzeitig  die  Elasticität  und  die  Dichtigkeit 
es  Aethers  in  beiden  Medien  dieselben  sind.  Beide  Annahmen 
leichzeitig  sind  aber  nicht  möglich,  die  eine  schliesst  die  andere 
US.  Mithin  steht  die  eben  entwickelte  Theorie  mit  der  Erfahrung 
1  Widerspruch.  Kleine  Abweichungen  von  den  FresneVschen 
'ormeln,  wie  sie  die  Cauchy'sche  Theorie  liefert,  könnten  aus 
ea  abgeleiteten  Formeln  ebenfalls  erklärt  werden.  Die  oben 
^forderte  Uebereinstimmung  brauchte  dann  nur  eine  angenäheiiie 
Q  sein. 

Das  eben  besprochene  negative  Resultat  hat  den  Verfasser 
iin  veranlasst,  das  Problem  noch  von  einem  andern  Gesichts« 
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punkte  aus  zu  behandeln.    Er  lässt  die  Annahme  fallen,  das« 
beide  Medien  in  einer  Ebene  an  einander  stossen,  und  nimmt 
statt  dessen  an,  dass  in  Bezug  auf  Dichtigkeit  und  Elasticität 
ein  allmählicher  Uebergang  von  dem  einen  Medium  zum  andera 
stattfinde,  ohne  über  die  Dicke  der  Uebergangsschicht  eine  An- 
nahme zu  machen.   Die  Behandlung  geschieht  so,  dass  die  Uelmr- 
gangsschicht  in  m  Theile  getheilt  wird,  in  deren  jedem  Elasticittk 
und  Dichtigkeit  unverändert  sind,  während  von  einem  Theil  som 
andern  eine  sprungweise  Aenderung  dieser  Grössen  stattfindet 
Beim  Uebergang  von  einer  Schicht  zur  andern  können  dann  die 
im  ersten  Theile  gewonnenen  Formeln  benutzt  werden.   Schlie»-  j 
lieh  wird  der  bekannte  Schluss  auf  den  Fall  der  continuirlidiai  1 
Aenderung  gemacht.    Da  ein  Eingehen  auf  die  Einzelheiten  der  1 
mathematischen  Behandlung  hier  zu  weit  führen  würde,  so  heba  I 
wir  nur  das  Hauptresultat  hervor.   Dieses  ist,  dass  die  Intensifit  | 
des  reflectirten  und  gebrochenen  Strahls  sich  mit  Hftlfe  von  con* 
vergirenden  Reihen  darstellen  lässt,  deren  einzelne  Glieder  wiede^ 
holte  Integrale  sind,  und  zwar  ist  für  jedes  Glied  die  Anzahl  der 
Integrationen  um  2  vermehrt.     Der  Satz  der  lebendigen  Kiaft 
bleibt  für  jede  Dicke  der  Uebergangsschicht  gttltig.    Nimmt  mii 
diese  Dicke  im  Yerhältniss  zu  einer  Wellenlänge  verschwindeii 
klein,  so  erhält  man  dieselben  Formeln,  wie  oben  bei  AnnaloM 
eines  plötzlichen  Uebergangs.   Diese  Annahme  ist  also  duidi  dk 
Erfahrung  ausgeschlossen. 

Der  Verfasser  giebt  dann  noch  eine  zweite  Ableitong  dar 
letzten  Resultate.  Statt  durch  Grenzbetrachtungen  von  der  iprof'  ■  ^ 
weisen  zur  continuirlichen  Aenderung  der  Elasticität  und  IMditif-  w^ 
keit  überzugehen,  wird  von  vorne  herein  für  die  UebergaflgiHl^ 
Schicht  Elasticität  und  Dichtigkeit  als  eine  Function  der  OM)ii-|[(] 

k 


naten  betrachtet.  Die  für  die  Uebergangsschicht  geUaidti 
elastischen  Gleichungen  sind  dann^  insofern  die  CompoDflriB 
des  molecularen  Drucks  in  ihnen  vorkommen,  dieselben  wie  go* 
wohnlich,  ebenso  die  Ausdrücke  der  Druckcomponenten  dortk 
die  drei  Verrückungen.  Nur  wenn  man  diese  Ausdrücke  j&  db 
allgemeinen  Gleichungen  einsetzt,  hat  man  beim  DifferenÜB« 
auf  jene  Veränderlichkeit  Rücksicht  zu  nebmeut     ObwoU  die 
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Diehtigkeit  der  Uebergangsschicht  variabel  ist,  wird  dieselbe  doch 
während  der  Lichtschwingungen  nicht  geändert;  für  diese  ist 
anch  die  Uebergangsschicht  als  incompressibel  anzusehen.  Die 
Incompressibilität  lässt  jedoch  eine  doppelte  Auffassung  zu,  ent- 
iveder  die,  dass  eine  bestimmte  Stelle  des  Mediums,  welche  an 
der  Bewegung  theilnimmt,  immer  dieselbe  Dichtigkeit  besitzt. 
Der  mathematische  Ausdruck  hierfür  ist,  wenn  u',  v\  to'  die  Ver- 
rttCkungen  für  einen  Punkt  jener  Schicht  sind : 
.  .      dvJ    ,    öü'    ,    Ott?' 

Oder  es  kann  statt  dessen  die  Dichtigkeit  an  einem  be- 
stimmten Orte  des  Raumes  ungeändert  bleiben.  Dann  lautet  jene 
Bedingung,  falls  *'  die  Dichtigkeit  bezeichnet: 

Für  die  Schwingungen  senkrecht  zur  Einfallsebene  führen 
beide  Formen  der  Incompressibilitätsbedingung  zu  genau  dem- 
selben Resultat,  wie  vorher  der  Grenztibergang.  Für  die  Schwin- 
gungen in  der  Einfallsebene  führt  nur  die  Bedingung  (a)  zu 
demselben  Resultat,  die  Bedingung  (6)  führt  zu  etwas  andern 
Seihenentwickelungen  für  die  Intensitäten.  Beide  Entwickelnngen 
lallen  ftor  i  =  Const.  zusammen. 

Zum  Schluss  werden  die  Bedingungsgleichungen  dafür  auf-* 
gestellt,  dass  die  Resultate  der  letzten  Entwickelung  mit  denen 
der  Beobachtung  übereinstimmen.    Solche  Bedingungsgleichungen 
mttssen  existiren,  da  das  Verhältniss  der  Dichtigkeiten  in  den 
beiden  Medien,  die  Dicke  der  Uebergangsschicht,  die  Aenderung 
der    Dichtigkeit   und    des   Brechungsexponenten   innerhalb   der 
Uebergangsschicht   bisher  noch  willkürlich  gelassen  war.     Die 
Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  ist  acht,  und  zwar  haben  die- 
selben eine  verschiedene  Form,  je  nachdem  man  die  FresneVsche, 
od6r  Neumann'sche  Definition  der  Folarisationsebene  zu  Grunde 
leigt.     Die  genauere  Discussion  dieser   Bedingungsgleichungen, 
dereü  einzelne  Glieder  unendliche,    nach  Potenzen  von  sin'y 
\€p  der  Einfallswinkel]  fortschreitende  Reihen  sind,  die  also  in 
unendlich  viele  Systeme  von  je  acht  Gleichungen  zerfallen,  giebt 
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der  Verfasser  an  dieser  Stelle  nicht  Er  bemerkt  nur,  dass  die 
Gleichungen  erster  Ordnung  für  beide  Definitionen  der  Folarisa- 
tionsebene  dieselben  sind,  dass  dieselben  ferner  bei  Zugrunde- 
legung der  Incomprcssibilitätsbedingung  (6)  immer  erf&Ut  sind 
ohne  weitere  Annahmen  über  die  disponiblen  Grössen,  während 
man  bei  Zugrundelegung  von  (a)  schon  aus  den  Gleichungen 
erster  Ordnung  Bedingungen  zwischen  jenen  disponiblen  Grössen 
erhält.  Wn.  * 

A.  PoTiER.    Siir  las  causes  de  la  polarisation   elliptique. 

C.  R.  LXXV.  017-619. 

A.  PoTiER.    Sur  les  changements  de  phase  produits  par 
la  rdflexion  mdtallique.     C.  R.  LXXV.  674-677. 

Die  Formeln  der  Cauchy'schen  Reflexionstheorie  des  Lichtcg 
au  durchsichtigen  Korpern  sind  von  Jamin  experimentell  be- 
stätigt bis  auf  eine  Formel,  welche  die  drei  Ellipticitätscoeffidenten 
dreier  Substanzen,  falls  dieselben  zu  je  zwei  zusammengestellt 
werden ,  verbindet.  Der  Verfasser  hat  deshalb  die  Cauch/sebe 
Theorie  etwas  modificirt,  indem  er  einen  allmählichen  Uebergang 
des  Aetherzustandes  in  einem  Medium  zu  dem  im  andern  an- 
nimmt. Von  der  auf  diese  Hypothese  basirten  Rechnung  ent- 
hält jedoch  der  vorliegende  Auszug  gar  nichts,  sondern  es  sind 
nur  einige  Resultate  kurz  erwähnt. 

In  der  zweiten  Arbeit  werden  nur  einige  von  Cauchy  aufte- 
stellte  Formeln  für  die  Metallreflexion  auf  ein  bestimmtes  Ei- 
periment  angewandt.  Wn. 

E.  Ketteler.     Ueber  den  Einfluss  der  astronomischen 
Bewegungen  auf  die  optischen  Erscheinungen. 

,      Pogg.  Ann.  OXLVI.  406-430;  CXVLII.  404-429,  478-479. 

Fortsetzung  der  Arbeit,  über  die  F.  d.  M.  III.  p.  515  und  ff* 
beriehtet  ist  Der  Verfasser  behandelt  zuerst  die  Theorie  dei 
Fizeau'schen  Versuches  über  die  Drehung  der  Polarisationsebeiie» 
Unter  der  Annahme,  dass  die  Orenzfläche  zweier  Medien  niokt 
fest  ist,  sondern  sich  in  einer  Richtung,  die  mit  dem  Lotiie  den 
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inkel  tp  bildet,  mit  der  Geschwindigkeit  g  fortbewegt,  leitet 
r  Verfasser  Ausdrücke  für  die  Intensität  des  gebrochenen  und 
Bectirten  Lichtes  ab,  indem  er  die  Cauchy'sche  Form  der  Grenz- 
dingungen  zu  Grunde  legt.  Um  die  Bewegung  der  Grenzfläche 
Rechnung  zu  stellen,  sind  nur  die  absoluten  Coordinaten  der 
mkte  der  Grenzfläche  durch  die  relativen  auszudrücken  und 
ßse  Ausdrücke  in  die  Formeln  für  die  Schwingungscomponenten 
s  Strahles  zu  setzen.  Die  Fälle,  dass  das  einfallende  Licht  in 
r  Einfallsebene  oder  senkrecht  dagegen  schwingt,  werden  ge- 
mnt  behandelt.  Im  letzteren  Falle  entsteht  durch  die  Bewegung 
ine  Modification,  wohl  aber  im  ersteren.  Indem  er  die  erhal- 
len Kesultate  für  die  Intensität  des  reflectirten  Lichtes  auf 
len  einmaligen  Wellenstoss  anwendet,  dessen  Einfallswinkel 
hr  klein  ist,  und  dazu  die  Annahme  macht,  dass,  da  der  An- 
all  nur  sehr  kurze  Zeit  dauert,  das  Resultat  dasselbe  ist,  wie 
i  ruhender  Grenzfläche,  leitet  der  Verfasser  auch  hier  für  den 
esneFschen  Coefficienten  k  den  früher  (cf.  F.  d.  M.  III.  p.  516) 
if  anderm  Wege  ermittelten  Werth  ab: 

n 

iese  Ableitung  erscheint  dem  Referenten  nicht  einwandsfrei. 
>dann  werden  die  berechneten  Ausdrücke  für  die  Intensität  des 
ibrochenen  und  reflectirten  Lichtes  angewandt  auf  den  Fall, 
ISS  das  Licht  von  einem  ruhenden  Sterne  kommt  und  die  sich 
wegende  Erde  trifft.  Der  Vergleich  mit  der  Erfahrung  führt 
nn  auf  das  Postulat,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
1  Innern  eines  bewegten  Mediums  von  der  Translation  des 
3diums  unabhängig  ist. 

Der  Verfasser  glaubt,  dass  die  FresneFsche  und  Neumann'- 
le  Form  der  Grenzbedingungen  (bei  beiden  ist  eine  Gleichung 
5  der  lebendigen  Kraft)  eine  Verallgemeinerung  auf  den  Fall 
r  bewegten  Grenzfläche  nicht  zulässt,  sondern  nur  die  Gauchy'- 
le  Form,  bei  der  alle  Grenzbedingungen  aus  dem  Princip  der 
ntinuität  abgeleitet  werden.  Eine  indirecte  Folgerung  aus  des 
rfassers  Theorie  wäre  dann,  dass  polarisirtes  Licht  senkrecht 
r  Polarisationsebene  schwingt.    Ist  diese  Folgerung  richtig,  so 
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inüsste,  wie  aus  des  Verfassers  Formela  hervorgeht,  unter  dem 
Einfluss  der  Erdbewegung  die  Folarisationsebene  gedreht  werdeL 

Im  letzten  Theile  seiner  Arbeit  führt  Herr  K.  dieselbe  Rech- 
nung, die  vorher  bei  isotropen  Medien  angestellt  war,  fbr  die 
Keäexion  und  Brechung  an  optisch-einaxigen  bewegten  Sjystall- 
flächen  durch  und  wendet  dieselbe  auf  ein  System  von  optiscln 
einaxigen  Reflexionsprismen   an.     Die   Resultate   der  RecboBDg 
werden  mit  der  Beobachtung  verglichen.    Letztere  ergiebt  keine 
Aenderung  der  Richtung  des  extraordinären  Strahls.    Soll  die 
Rechnung  zu  demselben  Resultat  führen,  so  ist  die  weitere  ifl- 
nahme  nöthig,  dass  entweder  die  Geschwindigkeit  des  im  ErjM 
mitbewegten  Aethers,   oder   dessen  Elasticität  oder  DidhügiA 
sich  ändert. 

Zum  Schluss  werden  ohne  Beweis  Formeln  mitgetheilt,  im 
aus  den  Goordinaten  der  Wellenfläche  für  den  Ruhezustand  die 
entsprechenden  für  den  Zustand  der  Bewegung  abzuleiten. 

Wn. 


^ 


M.  Mascart.  Sur  les  mödifications  qu'dprouve  la  lumifere 
par  suite  du  raouvemeiit  de  la  source  lumineuse  et  da 
moiivement  de  Tobservateur.  Ann.  de  i'Ec  Norm.  (2)  1. 157-214 

Die  wesentlich  experimentelle  Arbeit  beschäftigt  sich  aÜ 
dem  Einfluss  der  Aberration  auf  die  Erscheinung  der  Reflexioii 
Brechung  und  Interferenz,  nachdem  in  der  Einleitung  die  haojt' 
sächlichsten,  seit  Fresnel  über  diesen  Gegenstand  veröflentlidiiei 
Arbeiten  besprochen  sind.  Die  mathematischen  Betrachtungoi,  die 
der  Verfasser  giebt,  beziehen  sich  auf  die  Ableitung  des  Doj^- 
sehen  Frincips,  die  Richtungsänderungen  der  refiectirten  Sbähki 
durch  die  Bewegung  der  Erde,  die  damit  verbundene  AendenW 
der  Wellenlänge,  die  Verschiebung  der  Interferenzstreifen,  Afc 
mitgetheilten  Rechnungen  sind  in  fast  derselben  Weise,  und  M 
Theil  allgemeiner  im  Jahre  1871  von  Ketteier  Teröfifenäidit  (et 
F.  d.  M.  III.  515-518),  ohne  dass  Mascart  dessen  Arbeit  anck  vß 
erwähnt  Wa« 
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J.  BoussiNESQ.   Sur  le  calcul  de  la  vitesse  de  la  lumi^re. 

0.  R.  LXXV.  1573-1576. 
Anknüpfend  an  einen  Ausdruck  für  die  Fortpflanzungsge- 
sehwindigkeit  des  Lichtes,  den  er  in  einer  früheren  Arbeit  in 
lioQyille's  Journal  XIIL  abgeleitet  hatte,  beweist  der  Verfasser 
dasB  für  jeden  durchsichtigen,  isotrop-symmetrischen  Körper,  wenn 
derselbe  sich  im  Baume  fortbewegt  mit  einer  Geschwindigkeit, 
die  gegen  die  des  Lichtes  klein  ist,  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des  Lichtes  gleich  ist  der  Summe  zweier  Ausdrücke: 
1)  der  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  durch  denselben  Körper, 
wenn  er  in  Ruhe  wäre,  Lichtwellen  bewegen  würden,  die  für 
eiaen  auf  dem  Körper  befindlichen  Beobachter  dieselbe  scheinbare 
Schwingungsdauer  haben,  und  2)  des  Productes  aus  der  Trans- 
ationsgeschwindigkeit  des  Körpers,  projicirt  auf  die  Fortpflanzungs- 
ichtung der  Wellen,  und  \}-'iüt\  wo  N  der  Brechungsindex 
hr  eine  hinreichend  grosse  Wellenlänge  ist,  so  dass  für  diese 
er  Einfluss  der  Dispersion  vernachlässigt  werden  kann.  Dies 
l^esetz  unterscheidet  sich  von  dem  Fresnerschen  dadurch,  dass 
o  ersten  Gliede  die  scheinbare,  nicht  die  wirkliche  Schwingungs- 
nuer  vorkommt,  von  einer  von  Mascart  aufgestellten  Formel  da- 
Urch,  dass  N  nicht  der  Brechungsindex  für  die  grade  vorliegende 
cshwingungsdauer  ist.  Wn. 

8-.    Quincke.       Optische    Experimentaluntersiichungen, 
XJeber  Beugungsgitter.    Pogg.  Ann.  CXLVI.  1-65. 

Für  ein  Gitter,  zwischen  dessen  Oeflnungen  sich  durchsich- 
^  Stäbe  von  dreiseitig -prismatischer  Gestalt  befinden,  werden 
Qwohl  die  im  reflectirten,  als  die  im  gebrochenen  Lichte  auf- 
retenden  Beugungserscheinungen  wesentlich  nach  bekannter  Me- 
thode berechnet.  Wn. 

^fiovA.     Sur  las  ph^nomfenes  d'interference  produits  par 
les  röseaux  paralleles.     C.  R.  LXXiv.  932-936. 

Anwendung  bekannter  Formeln  und  Methoden,  die  mathe- 
^tiscb  nichts  Neues  enthalten.  Wn. 


jtecnnuDg  veremiacni.  wir, 

V,  Abbia.     Sur  les  couleurs  des  lames  cristallis^ 
la  lumifere  pol^risöe,     M6m.  de  Bord.  VIII.  59-80. 

Ableitung  der  Interferenzstreifen,  die  eine  einaxige 
platte  im  polarisirten  Lichte  zeigt,  und  zwar  für  die  di 
dass  die  Platte  senkrecht  zur  Axe  geschnitten  ist,  odei 
der  Axe,  oder  dass  endlich  das  Licht  durch  zwei  der  Ax( 
geschnittene  gekreuzte  Platten  geht.  Neues  enthält  di 
weder  in  der  Methode,  noch  in  den  Resultaten. 

J.  Stefan.    Ueber  die  mit  dem  Soleirschen  Dopj 
ausgeführten  Interferenzversuche.  Wien.  Her.  LXVl 

Auf  eine  Quarzplatte  fällt  ein  Lichtstrahl  von  sol< 
schaffenheit,  dass  die  eine  Schwingungscomponente  gi 
andere  eine  gegebene  Verzögerung  hat.  Auf  eine  zwei 
fällt  ein  anderer  Strahl;  nach  dem  Durchgang  durch  die 
tiven  Platten  interferiren  beide  Strahlen.  Es  sollen  die 
und  Minima  der  Intensität  des  resultirenden  Strahles  ^ 
werden.  Der  einfallende  Strahl  wird  dadurch;  dass  ! 
Gomponente  gewisse  Glieder  addiii  und  subtrahirt  wei 
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h  VAN  DE  Sande -Backhüyzen.  Zur  Theorie  des 
laristroboraeters.  Pogg.  Ann.  CXLV.  259-278. 

Jei  dem  Polaristrobometer  von  Wild  sollten  die  in  den  vier 
•anten  vorgenommenen  Ablesungen  genau  um  90,  180,  270® 
ren.  Diese  Genauigkeit  wird  nie  erreicht,  sondern  es  finden 
Differenzen  von  circa  20  Minuten,  die,  wie  sich  der  Ver- 
'  durch  Beobachtung  überzeugt  hat,  nicht  von  Fehlern  der 
;heilung  herrühren  können.  Er  unterwirft  daher  die  beiden 
übrigen  Fehlerquellen  der  Rechnung.  Er  berechnet  zunächst, 
en  Einfluss  der  Umstand  hat,  dass  die  Drehungsaxe  des 
I  und  der  austretende  Strahl  nicht  genau  zusammenfallen; 
n  welcher  Fehler  durch  unrichtige  Stellung  der  Kalkspath- 
a  des  Savart'schen  Polariskops  entsteht.  Die  ziemlich  weit- 
ß  ßechnung  erklärt  die  beobachteten  Differenzen  vollständig, 
SS  keine  andern  constanten  Fehler  bei  dem  Instrument  an- 
men  sind.  Zugleich  ergiebt  sich,  däss,  wenn  man  das  Mittel 
en  Bestimmungen  in  den  vier  Quadranten  nimmt,  der  Ein- 
ier  Fehlerquelle  vollständig  aufgehoben  wird.  Nahezu  wird 
be  schon  aufgehoben,  wenn  man  das  Mittel  aus  den  Be- 
ungen  in  zwei  diametralen  Quadranten  nimmt.         Wn. 

W.  Zenger.  Sur  la  vitesse  de  transmission  de  la 
uihre  dans  les  corps  simples.  0.  R.  LXXV.  670-674. 

)urch  mehrere,  entweder  gar  nicht,  oder  durchaus  nicht 
;  begründete  Annahmen  gelangt  der  Verfasser  von  der  Formel 

e  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls  t?  =  ]/ — ,  die 

Weiteres  auf  das  Licht  übertragen  wird ,  zu  folgender  For- 
%r  den  Brechungsexponenten  n  eines  nach  dem  regulären 
m  krystallisirten  Körpers 

eine  Constante,  m  das  chemische  Aequivalent,  tt>  dieÖich- 
it  bezeichnet.  Die  Formel  wird  zur  Berechnung  der  Brechungs- 

»Chr.  d.  Math.  IV.  3,  35 
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indices  verschiedener  Substanzen  angewandt,    wobei  *  sich  e 
ziemlich  gute  Uebereinstimmung  mit  der  Beobachtung  ergiebt 

Wn. 

Ch.  W.  Zenger,  Ueber  die  Lichtgeschwindigkeit  in  cheii 

sehen   Mittehl.     Casopls  I.  246-252  .Böhmisch). 

Uebersetzung  der  in  den  C.  R.  LXXV.  p.  670  (siehe  das  w 
hergehende  Referat)  enthaltenen  Berichte.  W. 

A.  Handl.     Notiz  über  absolute  Intensität  undAbsojp- 

tion   des   Lichtes.     Wien.  Ber.  LXV.  129-133 

Ist  a  die  Amplitude  einer  Lichtschwingung,  so  istdieüite- 
sität  J=  a*.  K.  Für  den  Factor  K,  der  gewöhnlich  constantg* 
nommen  wird,  setzt  der  Verfasser  die  Reihe 

und  gewinnt  so  eine  Formel,  die  es  ermöglichen  soll,  die  btei 
sitäten  von  verschiedenfarbigem  Licht  zu  vergleichen.     Wn. 

W.  Steadman  Aldes»     An  elementary  treatise  on  ge^fe 

metrical   optics.   12  mo.    London.  Bell. 

E 


Olli 


J.   Hervert.      Die    Dioptrik    vom    Gesichtspunkte  *|itl 
neueren  Geometrie.    Casopis  i.  71-82.  (Böhmisch). 

]* 

L.  Geisenheimer.     Zur  Theorie  der  sphärischen 

ration.    Schlömilch  Z.  XVII.  387-416.  tk 

Es  wird   zuerst  der  Dupin'sche  Satz  abgeleitet,  da»^ 
Strahlensystem,  dessen  Strahlen  die  Normalen  einer  Fliehe  4 
diese   Eigenschaft   durch   die   Brechung   nicht   verliert   D*l; 
schliessen   sich ,   unter   Benutzung   einiger  von  Kammer  i»  ^ 
Theorie  der  Strahlensysteme  eingeführten  Begriffe,  einicei 
meine  Sätze,  die  sich  auf  die  Indicatrix  der  NormalflKdiei  i 
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lie  VertheiluDg  und  die  Intensität  der  Lichtstrahlen  bei  der 
bnng  an  einer  Ebene,  an  einem  System  von  Ebenen^  sowie 
inem  System  von  Rotationsflächen  beziehen.  Sodann  werden 
allgemeinen  Gleichungen  aufgestellt,  aus  denen  man  die 
rische  Aberration  fUr  einen  beliebigen  Strahl  in  eine  von 
Goordinaten  der  brechenden  Fläche  abhängige  Keihe  ent- 
ein  kann,  sowie  die  allgemeinen  Bedingungen  für  Systeme, 
he  Hauptstrahlen  liefern.  Speciell  werden  die  gewonnenen 
aeln  angewandt  auf  eine  einmalige  Brechung  [die  brechende 
he  muss  eine  Kugelfiäche  sein,  damit  ein  unendlich  dünnes, 
lal  auffallendes  StrahlenbUndel  nach  einmaliger  Brechung 
in  einem  Punkte  vereinigt],  auf  ein  Prisma,  eine  Cylinder- 
j  und  ein  System  sphärischer  Linsen  mit  gemeinsamer  Axe. 
diese  Specialfälle  ist  die  Berechnung  der  Aberration  zu  Ende 
hrt.  Wn. 

CoRNU.    De  la  r^fraction  ä  travers  un  prisme  suivant 

ne  loi  quelconque.   Adh.  de  rEc.  Norm.  (2)  I.  231-272. 

Der  Zweck  der  vorliegenden  Arbeit  ist,  den  Gang  der  Licht- 
ilen  in  einem  Prisma  zu  verfolgen,  und  die  durch  das  Prisma 
orgebrachte  Ablenkung  zu  berechnen,  wenn  das  Medium  des 
mas  nicht  mehr  isotrop  ist,  also  Strahl  und  Wellennormale 
t  mehr  zusammenfallen.  Die  Resultate  sollen  die  Grundlage 
r  neuen  optischen  Beobachtungsmethode  bilden;  durch  Beob- 
Lungen  der  wirklichen  Ablenkung  sollen  nämlich  die  Elemente 
s  Lichtstrahls  unabhängig  von  jeder  Voraussetzung  über  die 
ilenfläche  bestimmt  werden.  Diese  Elemente  sind:  die  Fort- 
nzungsgeschwindigkeit  der  Wellennormale,  der  Winkel  zwi- 
Bn  Strahl  und  Normale,  die  Lage  der  durch  Strahl  und  Nor- 
e  gelegten  Ebene.  Im  ersten  Theil  wird  der  Fall  betrachtet, 
s  die  einfallenden  Strahlen  parallel  sind  und  in  dem  Haupt- 
oitt  des  Prismas  liegen.  Aus  der  Theorie  der  Brechung  einer 
neu  Welle  in  einem  beliebigen  homogenen  (isotropen  oder 
stallinischen)  Medium  werden  folgende  Sätze  vorausgesetzt: 
Eine  ebene  Welle  bleibt  nach  ein-  oder  mehrmaliger  Brechung 
einer  ebenen  Fläche  eben.  Fallen  also  parallele  Strahlen  auf 

35* 
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das  Prisma ,  so  siud  die  austretenden  Strahlen  wieder  pa 
2)  Die  Richtung  der  mehrmals  gebrocheneu  ebenen  Wel 
nur  von  den  verschiedenen  Geschwindigkeiten  der  Wellenno 
abhängig.  Beide  Sätze  liegen  auch  der  Huyghens'schen 
struction  zu  Grunde,  die  ausserdem  die  Strahlen  liefert. 
Construction  wird  nun  zunächst  angewandt,  um,  falls  die  W 
fläche  bekannt  ist,  die  Lage  des  Strahles  nach  der  Bre( 
durch  das  Prisma  zu  construiren.  Dabei  wird  der  Einfa( 
wegen  derjenige  der  parallelen  Strahlen  genommen,  der  ( 
die  brechende  Kante  geht.  Man  erhält  bei  dieser  Constru 
nicht  den  Strahl  innerhalb  des  Prismas,  sondern  nur  seine 
jection  auf  den  Hauptschnitt.  Analytisch  ausgedrückt  erhält 
zur  Bestimmung  des  austretenden  Strahles  und  der  Ableßk 
dieselben  Gleichungen,  wie  bei  einem  isotropen  Medium, 
dass  der  Brechungsexponent  nicht  als  constant  zu  betrachten 
Auf  bekannte  Weise  ergeben  sich  zwei  Gleichungen,  um 
Gang  der  Strahlen  im  Prisma  uud  daraus  den  Brechuogse) 
nenten  zu  bestimmen.  Die  Ausführung  der  Rechnung  köi 
dazu  dienen,  eine  Reihe  von  Tangenten  an  die  Durchschn 
curve  der  Wellenfläche  mit  dem  Hauptschnitt  zu  legen  und 
jene  Curve  graphisch  zu  bestimmen.  Herr  Cornu  leitet  aus 
genannten  Formeln  auf  ziemlich  einfache  Weise  einige  interess 
Sätze  über  die  Lage  der  gebrochenen  Welle  innerhalb  desl 
mas  ab.  Jene  gebrochene  Welle  (oder  vielmehr  ihr  Durchsc 
mit  der  Normalebene  des  Prismas)  berührt  nicht  nur  die  We 
fläche,  sondern  ausserdem  eine  Ellipse,  deren  Axen  parallel 
Halbirungslinie  des  brechenden  Winkels  und  seines  Nebenwir 
sind  und  die  Grösse  haben 

cos  -Y  ^  ®^^  T" 


resp. 


A+D   '   *^^*'-     .     A  +  D. 
cos  — ^; —  sm  -      ' 


2  2 

(A  brechender  Winkel,  D  Ablenkung).  Diese  Ellipse  geht  i 
durch  vier  feste  Punkte,  die  Schnittpunkte  eines  um  die  breche 
Kante  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kreises  mit  den  Se 
49B  Primas  und  deren  Verlängerungen.    Im  Falle  des  Minimi 
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p  Ablenkung  berührt  diese  Ellipse  zugleich  die  Wellenfläche 
demselben  Punkte,  wie  die  ebene  Welle,  so  dass  man  die 
ellenfläche  in  diesem  Falle  durch  die  Ellipse,  von  der  man  vier 
mkte  und  eine  Tangente  kennt ,  ersetzen  kann.  Danach  sind 
Igende  Aufgaben  leicht  zu  lösen:  Aus  der  gegebenen  Form 
ix  Wellenfläche  den  Eintritts-  und  Austrittswinkel  für  das  Mini- 
um der  Ablenkung  zu  berechnen,  und  die  umgekehrte:  Aus 
)x  Minimalablenkung  sowie  dem  zugehörigen  Eintritts-  und  Aus- 
Ittswinkel  den  zugehörigen  Punkt  der  Wellenfläche  und  die 
ichtung  der  Tangente  in  diesem  Punkte,  und  damit  die  Richtung 
d  Grösse  der  Wellennormale  und  des  Strahls  zu  bestimmen. 
3  Gleichung,  durch  die  das  Minimum  der  Ablenkung  bestimmt 
•d,  ist  nicht  mehr,  wie  bei  isotropen  Medien  e  =  e\  sondern 
^     e—e^        V  ^    r—r'  • 

tin  e,  c'  Einfalls-  und  Austrittswinkel  sind,  r,  r'  die  Winkel 
Wellennormale  innerhalb  des  Primas  mit  den  Normalen  der 
^nzflächen,  fi  und  v  die  Axen  der  obigen  Ellipse.  Endlich 
Ict  noch  die  folgende  Gleichung  statt:  Ist  ß  der  Winkel,  den 
Halbirungslinie  des  vom  eintretenden  und  austretenden  Strahle 
bildeten  Winkels  mit  der  Halbirungslinie  des  Prismenwinkels 
let,  ist  a  der  Winkel,  den  die  Wellennormale  innerhalb  des 
ömas,  a'  der,  den  der  zugehörige  Strahl  mit  der  Halbirungs- 
^  des  Prismenwinkels  bildet,  so  ist 

tg'/S=tg«.  tg«'; 
erste  Linie  liegt  daher  immer  zwischen  den  beiden  andern. 

Im  zweiten  Theile  behandelt  der  Verfasser  die  Brechung  im 
eraa  für  den  Fall,  dass  die  einfallenden  Strahlen  nicht  mehr 
Normalschnitt  liegen,  sondern  gegen  denselben  geneigt  sind. 
f  Verfasser  beweist  zunächst,  indem  er  wieder  denjenigen 
ahl,  der  durch  die  brechende  Kante  geht,  untersucht,  folgende 
iae:  1)  Die  eintretende  Welle  bildet  mit  der  Prismenkante  den- 
ken Winkel  ö,  wie  die  austretende.  2)  Auf  den  Schnitt  der 
Mle  mit  dem  Hauptschnitt  des  Primas  kann  man  das  einfache 
öchungsgesetz  anwenden,  wenn  man  nur  statt  des  einfachen 
^hungsindex  n  den  folgenden  nimmt: 
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Er  bestimmt  dann  das  Bild  einer  unendlich  fernen  leuchl 
Linie,  die  durch  das  Prisma  nahe  der  brechenden  Kante 
achtet  wird.  Das  Verfahren  dabei  ist  folgeindes:  Die  ein 
den  Strahlen  bilden  einen  Kegel  mit  sehr  kleiner  Oeffhung^  ( 
Spitze  ein  Punkt  der  brechenden  Kante  des  Prismas  ist;  j 
die  gebrochenen  Strahlen.  Zunächst  wird  jeder  dieser  Keg 
setzt  durch  einen  mittleren  Strahl,  der  mit  dem  Hauptscbni 
Winkel  6  bildet.  Bildet  die  Projection  des  einfallenden  mit 
Strahls  auf  den  Hauptschnitt  des  Prismas  den  Winkel  e  m\\ 
Einfallslothe,  ist  e'  der  entsprechende  Winkel  des  austrete 
Strahls,  r,  r'  die  Neigungswinkel  der  ebenen  Welle  innerhaU 
Prismas  gegen  die  Prismenflächen,  so  ist  nach  Satz  2) 

sin  e  =  7n  sin  r,  sin  e'  =  m  sin  r',  r-\-r'  =  A. 
Daraus  wird  eine  Gleichung  zwischen  e,  e\  A^  0  abgeleitet 
irgend  einen  andern  Strahl  des  Strahlenkegels  sind  statt  e,( 
zu  nehmen  6  + de,  c'+de',  ö-f  dö.  DiflFerentiirt  man  nun 
obige  Gleichung  zwischen  c,  c',  A,  6,  so  erhält  man  eine  Be 
hung  zwischen  de,  dd,  de^,  und  somit  ist  die  Oeffhung  de' 
gebrochenen  Strahlenkegcis  bestimmt.  Bei  der  DiflferentiatioD 
zu  berücksichtigen,  dass  auch  n  mit  6  variabel  ist.  Mank 
jedoch  vorher  n  eliminiren,  indem  man  die  Gleichung  der  Eb 
der  aus  dem  Prisma  austretenden  Welle  (für  den  mittleren  Stn 
bestimmt.  Die  gewonnenen  Formeln  werden  auf  den  FaD 
gewandt,  dass  die  leuchtende  Linie  eine  gerade  ist  und  ihr  3 
telpunkt  mit  der  Spitze  des  Strahlenkegels  in  demselben  Hau 
schnitt  des  Prismas  liegt.  Ist  dann  qp  der  Winkel,  den  die  dm 
die  leuchtende  Linie  und  die  Kegelspitze  gelegte  Ebene  mit  ( 
brechenden  Prismenkante  bildet,  qp'  der  entsprechende  Wiri 
fttr  den  gebrochenen  Strahlenkegel,  so  ist 

de    .      ,  de^ 

Öicse  Werthe  werden  in  die  obige  Gleichung  eingesetetundwi 
dieselbe  dann  auf  einige  Specialfälle  angewandt,  namentlieh 

y  d=  0,  y'  =  0,  y  =  ±  -j-. 


%y  =  :is-'tey'  =  - 
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ie  so  abgeleiteten  Formeln  geben  ein  Mittel,  den  Strahl,  wel- 
ler  einer  gebrochenen  ebenen  Welle  innerhalb  des  Prismas  zu- 
3hört,  vollständig  zu  bestimmen,  ebenso  den  Durchschnitt  dieser 
eile .  mit  dem  Hauptschnitt  des  Prismas  und  die  Goordinaten 
tB  Berührungspunktes  der  Ebene  mit  ihrer  Enveloppe,  der 
^ellenfläche.  Die  Formeln  vereinfachen  sich  bedeutend  für  das 
inimum  der  Ablenkung. 

Als  Anhang  giebt  der  Verfasser  noch  eine  Ausdehnung  eines 
n  ersten  Theile  abgeleiteten  Theorems  auf  den  Raum.  Jede 
bene  gebrochene  Welle  innerhalb  des  Prismas  berührt  nämlich 
in  dreiaxiges  Ellipsoid,  dessen  Kreisschnitte  die  Durchschnitte 
ßr  Kugel  vom  Radius  1,  die  um  einen  Punkt  der  brechenden 
ante  beschrieben  ist,  mit  den  Prismenflächen  sind.  Die  grösste 
id  kleinste  Axe  des  Ellipsoids  haben  denselben  Werth,  wie  in 
leil  1)  die  Ellipsenaxen ;  sie  hängen  ab  von  der  Ablenkung  der 
rojection  des  einfallenden  und  des  austretenden  Strahles,  und 
mi  brechenden  Winkel  des  Prismas.  Wn. 

.  A.  Proctor.  Note  on  the  curve  traversed  by  base-end 
(reraotest  from  lixed  pivot)  öf  the  last  prism  of  a 
Single  or  double  automatic  spectroscope,     Monthi.  Not. 

XXXI.  245-246.  1871. 
Die  Curve  ist,  wie  leicht  zu  beweisen,  von  der  Form: 

4cos(— +a)4:acos(ö+-^)  =  0. 

Glr.  (0). 

B.  Listing,     üeber  das  Reflexionsprisma.    Pogg.  Ann. 

CXLV.  25-27. 

Das  Beferat  befindet  sich  im  vorigen  Jahrgange  [F.  d.  M. 

•  522].  Wn. 

•  Beck.  Die  Fundamentalgleichungen  der  Linsen- 
systeme in  geometrischer  Darstellung.  Wolf.  z.  Vll.  317-338. 

Wn- 
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J,  Casorati.    Kicerche  e  considerazioiii  sugli  struinenti 

Ottici.     Rend.  d.  Ist.  Lomb.  (2)  V.  172-192.' 

J.    Casorati.      Le   proprietk  cardinali   degli   strumenti 
ottici  anche  non  centrati.    Miiano.  1872. 

Der  Verfasser  betrachtet  einige  optische  Instrumente,  die 
unvollkommen  centrirt  sind.  Er  stellt  die  Parameter  des  Ausfalb 
eines  Lichtstrahls  mit  Hülfe  von  Determinanten  durch  einfache 
Ausdrücke  der  Parameter  des  Einfalls  dar  und  beweist,  dass  ftr 
solche,  ebenso  wie  für  centrirte  Instrumente  immer  eine  und  m 
eine  Gerade  existirt,  die  den  Weg  des  Einfalls  und  den  des  An- 
falls eines  Lichtstrahls  enthält.  Diese  Gerade  enthält  die  3  Fan 
von  Hauptpunkten  und  vertritt  überhaupt,  für  alle  Haupteig» 
Schäften,  in  einem  nicht  centrirten  System  die  Stelle  der  Gerada 
der  Mittelpunkte  im  centrirten  System,  weshalb  der  Verfasser  se 
„Hauptgerade"  (cardinal)  nennt. 

In  Verbindung  mit  diesem  Werk  citiren  wir  eine  Abhand- 
lung von  A.  Beck:  „Die  Fundamentaleigenschaflen  der  Linseo- 
Systeme  in  geometrischer  Darstellung",  in  der  nach  den  Worfca 
des  Verfassers  „die  Theorie  der  Linsensysteme  mit  EinscUiw 
der  Verallgemeinerung  von  Casorati  rein  geometrisch  abgelötet 
werden  soll".  Jg.  (0.) 

V,  V.   Lang.      Zur   Dioptrik   eines    Systems    centrirter 

Kugelflächen.      Carl  Repert.  VIII.  20-25. 
Siehe  F.  d.  M.  III  p.  522. 

L.  Seidel.     lieber  ein  von  Dr.  Adolf  Steinheil  neuer- 
lich   construirtes    Objectiv    und    über    die    benutzteß 

Rechnungsvorschriften.      Münch.  Ber.    1872.     Carl  Bep.  yB 
173-183. 

Herr  Seidel,  welcher  bekanntlich  der  analytischen  Dioptrft 
von  jeher  seine  besondere  Theilnahme  zuwandte,  entwickelt  kiff 
ganz  allgemein  die  Theorie,  welche  bei  Herstellung  eines  te 
astronomischen  Photographie  gewidmeten  Objectives  zu  GroiA 


Oapitel2.    Akustik  uod  Optik«  539 

;.  Zwei  Grundgedanken  waren  es,  auf  die  sich  das  Haupt- 
igenmerk  concentrirte  und  deren  Realisirung  einerseits,  haupt- 
ohlich  der  Technik,  andererseits  der  Mathematik  zugewiesen 
3rden  niuss :  Möglichste  Unterdrückung  des  secundären  Spectrums 
irch  Auswahl  geeigneter  Glassorten  und  Herstellung  gleich- 
ässiger  Präcision  der  Abbildung  des  Gesichtsfeldes  auch  für 
Jssen  äussere  Theile.  Die  perspectivische  Richtigkeit  kommt 
ibei  weniger  in  Betracht.  Herr  Steinheil  wählt  hiefUr  eine 
oinbination  von  vier  Linsen,  welche  um  die  Mittellinie  des  Ob- 
ßtivs  symmetrisch  geordnet  sind.  Für  dieses  auf  den  ersten 
ick  nicht  nöthig  scheinende  Arrangement  giebt  Herr  Seidel 
chstehende  wichtige  Gründe.  Ist  ein  der  Axe  parallel  einfal- 
ides  Strahlenbüschel  frei  von  Farbenzerstreuung  und  sphärischer 
^weichung,  so  schneiden  die  einzelnen  Strahlen  des  Büschela 
ch  ihrer  Brechung  die  Axe  in  dem  sogenannten  zweiten  Brenn - 
:iikte  des  Systems.    Gelangen  also  von  diesem  Punkt  Strahlen 

umgekehrter  Richtung  auf  den  Apparat,  so  treten  diese  Strahlen 
«nfalls  parallel  aus  der  vordersten  Fläche  aus;  ist  also  das 
''fitem  in  der  angedeuteten  Weise  symmetrisch  construirt,  so  ist 
isselbe  fehlerfrei  nicht  nur  für  ein  unendlich  fernes  Object, 
^dern  auch  für  ein  im  ersten  Brennpunkt  befindliches.  Es  tritt 
fiinach  auch  für  zwischenliegende  Objecte  eine  grössere  Frei- 
it  von  Fehlern  ein,  als  dies  bei  einer  andern  Anordnung  zu 
•eichen  ist.  Hierdurch  ist  dann  zugleich  erfüllt  die  Gauss'sche 
i'derung,  dass  die  Object- Abbildung  durch  die  verschieden 
bigen  Strahlen  die  nämliche  Grösse  habe,  so  wie  auch  die 
i  Fraunhofer  gestellte  Bedingung,  dass  nicht  nur  die  Mitte, 
idem  auch  die  seitlichen  Theile  möglichst  frei  sind  von  den 
*ch  die  Kugelgestalt  bedingten  Fehlern.  Hat  man  ein  nicht 
iimetrisches  System  von  vier  Linsen,  so  sind  elf  Unbekannte 
bestimmen;  von  diesen  werden  sofort  fünf  durch  die  SteinheiU- 
e  Zusammenstellung  eliminirt. 

Dem  Zweck   des  Apparates   entsprechend  wurden  bei   dör 
«Rechnung  vorzüglich  die   chemischen  Strahlen   berücksichtigt. 

es  ferner  wtinschenswerth  erschien  für  Strahlenbüschel,  die 
^  verschiedenen   Stellen  im   Gesichtefelde   herkommen,    ver- 
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schiedene  Theile  der  OefFnung  zur  Wirkung  kommen  zu  lassen, 
80  wurden  Diaphragmen  angebracht.  Der  weitere  Verlauf  der  Ab- 
handlung enthält  die  durchgeführten  Rechnungen  fQr  ein  Parallel- 
und  zwei  seitlich  einfallende  Büschel.  Gr. 

T.  W.  Strutt.     On  the  difFraction  of  object  glasses. 

Monthl.  Not.  XXXIII.  50-63. 
Der  Verfasser  schlägt  vor  beim  Sehen  nach  der  Sonne  mil 
einem  Telescope  die  centralen  Theile  des  Glases  statt  der  Heile 
am  Rande  durch  ein  Diaphragma  zu   verdecken  und  bemerii, 
dass  die  eigenthümlichen  Vortheile  einer  weiteren  Oeffnung  uf 
diese  Weise  nicht  verloren  gehen,  während  die  Unvollkommenhi^ 
die  aus  sphärischer  Aberration  hervorgeht,  verringert  wird.  All-I , 
gemeine  Gründe  für  diese  Ansicht  werden  gegeben.    Die  ArbeÜ 
schliesst  mit  der   mathematischen   Discussion   der  zwei  Falle: 
1)  wenn  das  Objectivglas  völlig  unbedeckt  ist,  2)  wenn  ein  enger  -^ 
seitlicher  Rand  allein  zur  Wirkung  kommt.  Glr.  (0.)        e, 

A.  V.  Walte NHOFEN.      lieber    eine  neue  Methode,  & 
Vergrösserung  und   das  Gesichtsfeld  von  Fernvöhitf 

zu  bestimmen.     Prag.  Abh.  (6)  V.    Carl  Rep.  VIIL  184-188.       U 

Ist  F'  die  Vergrösserung,  die  man  erhält,  wenn  mann' 
mittelbar  vor  dem  Objectiv  eines  Fernrohrs  eine  Sammei* 
von  der  Brennweite  F  aufstellt  und  eine  genau  in  der  Entferw* 
F  befindliche  Scala  beobachtet,  ist  femer  L  die  Länge  desfl* 
rohrs,  so  ist  die  Vergrösserung  des  Rohrs  nach  WegnabW* 
Linse : 

F 
F=  P. 


Das  Gesichtsfeld  ist 


9  -  — T 


wo  H  die  Länge  ist,  die  der  scheinbare  Durchmeflier  d«  ^ 
sichtsf eldes  bei  der  Ver^dsserong  V  eitmimmi  1h. 


nfd 
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LuBiMOFF.  Neue  Theorie  des  Gesichtsfeldes  und  der 
Vergrösserung  der  optischen  Instrumente.    Carl  Rep.  viii. 

336-350. 

Die  neue  Theorie,  auf  die  der  Verfasser  dadurch  geführt 
,  dass  er  das  Gesichtsfeld  des  Galilei'schen  Fernrohrs  bedeutend 
>sser  gefunden  hat,  als  es  nach  den  meisten  Lehrbüchern  sein 
Ute,  besteht  in  folgendem  Princip.  Der  bilderzeugende  Apparat 
inse  oder  Spiegel)  wird  als  eine  Oeflfnung,  das  Bild  als  ein 
genstand  betrachtet,  der  in  bestimmter  Weise  hinter  jener 
ffnung  gelegen  ist  und  durch  dieselbe  beobachtet  wird.  Aus 
isem  Princip,  dessen  Richtigkeit  dem  Referenten  nicht  zweifel- 
scheiut,  werden  Ausdrücke  für  die  Grösse  des  Gesichtsfeldes 
i  der  Vergrösserung  des  Galilei'schen  und  des  Keppler'schen 
•nrohrs  hergeleitet.  Wn. 

Günther.     Studien  zur  theoretischen  Photometrie. 

ärlangen.  Besold.  —  Darboux  Bull.  III.  194. 

Im  Anschluss  an  Beer's  Grundriss  des  photometrischen  Cal- 
5  werden  die  allgemeinen  Formeln  abgeleitet  1)  für  die  In- 
Bität,  mit  der  ein  Flächenelement  durch  eine  beliebige  leuch- 
de  Fläche  beleuchtet  wird,  2)  für  die  absolute  Lichtmenge 
l  die  mittlere  Helligkeit,  welche  eine  grössere  Fläche  durch 

beliebig  gegebenes  Stück  einer  leuchtenden  Fläche  empfängt. 
D  den  wesentlich  bekannten  Formeln  werden  nur  die  ersteren 

specielle  Fälle  angewandt,  und  zwar  wird  die  Lichtmenge 
timmt,  welche  ein  horizontales  ebenes  Flächenstück  von  einer 
ßhtenden  Fläche  empfängt.    Die  leuchtende  Fläche  wird  dabei 

die  scheinbare  Himmelskugel  projicirt,  und  ein  Ort  der  Him- 
skugel  durch  seine  sphärischen  Coordinaten  r,  v  bestimmt, 
^ei  das  Zenith  zum  Pol  des  Coordinatensystemes  genommen 
i.  Zuerst  wird  der  Fall  behandelt,  dass  die  leuchtende 
ihe  ein  sphärisches  Dreieck  ist,  dessen  Seiten  Bogen  kleiner 
^elkreise  sind.  Daran  schliesst  sich  dieselbe  Aufgabe  fttr  eine 
•ahl  von  Flächen,  die  von  speciellen  sphärischen  Curven  be- 
tizt  sind.    Als  Grenzcurven  sind  stets  solche  Curven  gewählt, 

denen  die  Integration  sieb  leicht  ausfahren  lässt 
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Sodann  wird   die  Erleuchtung  eines  Punktes    des  Satunw 
durch    seinen    Ring   berechnet,   falls  letzterer  homogenes  Licht 
reflectirt  und  seiner  ganzen  Ausdehnung  nach  sichtbar  ist    & 
komrifl  dabei,  da  die  Projectionen  der  Ringränder  auf  die  schein- 
bare Himmelskugel  sphärische  Ellipsen  sind,  auf  die  ßestimmun; 
der  Erleuchtung  durch  efnen  elliptischen  Sector  an.    Weiter  wird 
die  Beleuchtung  eines  Ortes  der  Erde  durch   das  Zodiakallicbt 
behandelt.    Letzteres  wird  dabei  als  eine  die  Sonnenkugel  um- 
gebende Atmosphäre  von  der  Form  eines  abgeplatteten  Rotations- 
ellipsoids betrachtet;  und  die  variable  Leuchtkraft  eines  Pankte« 

im  Innern  jener  Atmosphäre  wird  proportional  der  Grösse  1 —  m 

angenommen,  wo  m  die  Entfernung  des  betreffenden  Punkt« 
vom  Sonnenmittelpunkt  bedeutet,  n  die  Länge  der  Linie,  die  mal 
durch  Verlängerung  der  Linie  fti  bis  zur  Grenze  des  Ellipsoii 
erhält. 

Im  letzten  Abschnitt  werden  die  bekannten  Gleichungen  der 
Linien  gleicher  Lichtintensität  bei  Beleuchtung  von  einem  Punkte 
oder  mehreren  Punkten,  sowie  bei  paralleler  Beleuchtung  auf- 
gestellt. Daraus  wird  die  Stärke  der  Beleuchtung  eines  kreis- 
förmig begrenzten  Stückes  einer  Kugelfläche  berechnet ,  das  von 
parallelen  Strahlen  getroffen  wird.  Der  durch  den  Kugelmittel- 
punkt gehende  Strahl,  der  die  Kugel  im  Mittelpunkte  der  Trans- 
parenz trifft,  trifft  dabei  nicht  den  Mittelpunkt  der  Kreisfläche- 
Dieselbe  Aufgabe  für  eine  sphärische  Ellipse  führt,  falls  Mittel, 
punkt  der  Transparenz  und  Mittelpunkt  der  Fläche  zusammen- 
fallen, auf  elliptische  Integrale.  Diese  letzten  Aufgaben  wendet 
der  Verfasser  an  auf  die  Erleuchtung  eines  Flächenelements  durch 
eine  Planetenscheibe  oder  einen  Kometen,  der  als  Rotationspant- 
boloid  angesehen  wird.  Wn. 

F.  HozA.     Kleiuere  mathematische  Mittheilungen. 

Grunert  Arch.  LIV.  164-174. 
Ableitung  der  bekannten  Gleichungen   der  lotensitätslinieD 
einer  Fläche ,  falls  die  Strahlen  von  einem  Punkte   auogelien, 
resp.  bei  paralleler  Beleuchtung.    Im  letzteren  Falle  sind  fJb  ein 
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perbolisches  Paraboloid  die  Projectionen  der  Intensitätslinien 
f  eine  der  Hauptebenen  Kegelschnitte.  Die  speciellen  Fälle 
rden  discuiirt,  die  Mittelpunkte  der  Linien  und  die  Schatten- 
mze  bestimmt. 

Ohne  Zusammenhang  mit  dem  Vorhergehenden  werden  am 
Wuss  einige  bekannte  Sätze  über  Kegelschnitte  synthetisch 
wiesen.  Wn. 

.  Burkhart-Jezler.      Die   Abendlichter  an   der   öst- 
lichen Küste  Sud-Amerikas.     Pogg.  Ann.  CXLV.   id6-2i8, 

337-364. 

Zur  Erklärung  der  Erscheinung  der  Abendröthe  werden  mit 
Ute  des  einfachen  Brechungsgesetzes  die  verschiedenen  mög- 
iien  Fälle  der  Brechung  des  Lichtes  an  einer  Hohlkugel, 
'€n  innerer  Raum  mit  Luft  angefüllt  ist,  erörtert,  und  es 
rden  die  Intensitätsverhältnisse  der  gebrochenen  Strahlen  nach 
i  bekannten  FresneFschen  Formeln  untersucht.  Es  ergiebt 
b,  dass  das  Verhältniss  der  beiden  Kugelradien  von  wesent- 
^em  Einflüsse  auf  die  Erscheinung  ist.  Im  Uebrigen  enthält 
Arbeit  nur  Beobachtungen  der  oben  genannten  Erscheinung. 

Wn. 


Capitel  3. 
Electricität  und  Magnetismus. 
I.  KöTTERiTzscH.     Lchrbuch  der  Electrostatik.    Leipzig. 

Tenbner  8. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  giebt  eine  umfassende  und  aus- 
irliche  Darstellung  alles  dessen,  was  über  die  Electrostatik 
iher  geschrieben  ist.  Die  drei  ersten  Capitel  enthalten  die  all- 
meinen  Sätze  über  das  Potential  und  die  Massenvertheilung, 
sonders  die  Fundamentaltheoreme  von  Green  und  Gauss  mit 
n  bekannten  Anwendungen  auf  die  Electrostatik.  In  dem 
^fteu  Capitel  ist  eine  Lösung  des  allgemeinsten  Problems  der 
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Electrostatik  auseinandergesetzt,  welche  der  Verfasser  seit 
schon  früher  (F.  d.  M.  HI.  p.  528)  veröflFentlicht  hat.  Wenngld 
die  Behandlungsweise  in  dem  vorliegenden  Werk  einige  Vere 
fachungen  gegen  irtther  erfahren  hat,  so  bleibt  doch  noch  ei 
derartige  Complication  der  Rechnung,  dass  man  bei  Lösung  v 
Aufgaben  auf  diesem  Gebiet  wohl  meistens  speciellere  Method 
suchen  wird. 

Die  beiden  letzten  Capitel  enthalten  die  Wirkungen,  wdd 
electrisirte  Körper  auf  einander  ausüben,  und  Betrachtungen  Hb 
die  zu  Grunde  gelegten  Hypothesen.  Ok. 

H.  Helmholtz.    Ueber  die  Theorie  der  Electrodjnamil 

Berl.  Monatsber.  1872.  248-256. 
Inhaltsangabe  der  folgenden  Arbeit.  Ok. 

H.  Helmholtz.    Ueber  die  Theorie  der  Electi-odynami 

(Abhandl.  II,  Kritisches).    Borchardt,  J.  LXXV.  35-67. 

J.   Bertrand.     Note  sur  la   thdorie   mathdmatique  de 
r^Iectricit^  dynamique.     C.  R.  LXXIV.  965-970. 

J.  Bertrand.  Observations  k  roccasion  du  demier  cahier 
du  Journal  „für  die  reine  und  ang.  Math.",  public 
Berlin.   C.  R.  LXXV.  860-865. 

E.  RiECKE.     Ueber  das  von  Helmholtz  vorgeschlagö« 
Gesetz  der  electrodynamischen  Wechselwirkungen. 

Gott.  Nachr.  1872,  394-462. 

H.  Helmholtz.     Vergleich  des  Ampfere'schen  und  Ken- 
mann'schen  Gesetzes  für  die  electrodynamischen  KiSft^ 

Berl.  Monatsber.  1873*).  92-104.  ^ 

Die  in  diesen  Berichten  (II,  800-805)  besprochene  Abhrf 
lung  von  Helmholtz  (Boreh.  J.  LXXII.)  hat  in  Folge  der  nx0 


*)  Die  letzte  Arbeit  ist  grosserer  Uebersichtlichkeit  wegen  «dw  >■ 
diesem  Jahrgang  besprochen  worden.    Bedactiom 
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Art  der  Behandlnng,  welche  die  Theorie  der  Electrodynamik 
darin  erfährt,  von  verschiedenen  Seiten  lebhaften  Widerspruch 
hervorgerufen.  Wir  werden  hier  auf  die  einzelnen  Einwürfe 
gleichzeitig  mit  den  inzwischen  schon  erschienenen  Erwiderungen 
TOn  Helmholtz  eingehen. 

Während  in  der  soeben  genannten  Abhandlung  von  Helmholtz 
die  Unzuträglichkeiten,  zu  denen  das  Weber'sche  Gesetz  führt, 
wair  allgemein  angedeutet  sind,  musste  die  Erwiderung  Weber*s 
(Leipz.  Abb.  X,  1-61;  s.  F.  d.  M.  III.  526)  die  Discussion  zunächst 
auf  diesen  ihren  Ausgangspunkt  zurücklenken.  Helmholtz  hatte 
gezeigt,  dass  jenes  Gesetz  schon  in  dem  ganz  speciellen  Problem 
der  Bewegung  zweier  Electricitätstheilchen  auf  ihrer  Verbindungs- 
linie zu  einer  unzulässigen  Consequenz  führt,  indem  bei  einer 
gewissen  Entfernung  die  Beschleunigung  unendlich  gross  werden 
kann,  und  bei  einer  geringeren  Entfernung  der  Coefficient  der 
Beschleunigung,  welcher  der  Masse  entspricht,  negativ  wird. 

Man  übersieht  diese  Verhältnisse  am  besten  aus  der  von 
Ijelmboltz  aufgestellten  Differentialgleichung  der  Bewegung  eines 
^iectrischen  Theilchens  e  in  Gegenwart  eines  zweiten  festen  Theil- 
c^hens  e^,  welches  sich  in  der  Entfernung  r  von  jenem  befindet: 

"'(>-f)^=^('-^(-^)')+''- 

Diese  Differentialgleichung  stimmt  überein  mit  derjenigen  eines 
I^anktes  in  einem  widerstehenden  Mittel.    Sie  unterscheidet  sich 

Tiur  von  derselben  durch  den  Factor  (l — ^\  mit  welchem  die 

Masse  fi  multiplicirt  ist.    Die  hier  vorkommende  Grösse: 

nennt  Helmholtz  die  „kritische^  Entfernung.  Ist  die  gegenseitige 
Entfernung  r  kleiner  als  q,  so  tritt  der  Fall  einer  negativen 
Hasse  ein,  der  eine  verkehrte  Mechanik  zur  Folge  haben  würde. 

Hiergegen  hat  Weber  den  Einwand  gemacht,  dass  q  sehr 
klein  ausfallen  muss,  wegen  des  in  dem  Nenner  auftretenden 
Factors  c%  welcher  bekanntlich  sehr  gross  ist,  so  klein,  dass 
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iu  diesem  Falle  andere  moleculare  Anziehungsgesetze  gelten 
würden.  Helmholtz  macht  indess  darauf  aufmerksam,  dass  der 
Entfernung  q  stets  ein  endlicher  Werth  ertheilt  werden  kann, 
wenn  nur  die  feste  electrische  Masse  e'  hinreichend  vergrössert 
wird. 

Bei  einem  zweiten  Beispiel  treten  dieselben  Kennzeichen  der 
negativen  Masse  in  Folge  der  Anwendung  des  Weber*schen  Ge- 
setzes noch  auffälliger  hervor.     Denkt  man  sich   ein  electriscbes 
Massentheilchen   beweglich   innerhalb   einer  Hohlkugel,   weldie 
gleichmässig  mit  Electricität  belegt  ist,  so  kann  ebenfalls  der 
Fall  eintreten;  dass  der  Coefficient  der  Beschleunigung  negatir 
wird.    Und  zwar  würde  dieser  Fall  dann  gleichmässig  flir  jeden 
Punkt  im  Innern  eintreten,  also  ohne  dass  die  Annäherung  des 
beweglichen  Theilchens  an  die  festen  eine  sehr  grosse  zu  sein 
braucht.    Die  Folge  hiervon  würde  eine  Realisation  des  PerpetuoB 
mobile  sein. 

Ein  zweiter  von  C.  Neumann  henührender  Einwand  betraf 
die  Hypothesen,  die  den  KirchhofF'schen  Gleichungen  zu  Grande 
liegen  sollen.  Helmholtz  zeigt,  dass  dieselben  bis  auf  die  Be- 
nutzung des  Weber'schen  Gesetzes  unbestreitbar  und  bisher  all- 
gemein angenommen  worden  sind. 

In  der  ersten  der  citirten  Arbeiten  von  Bertrand  wendet  flick 
derselbe  gegen  den  Ausgangspunkt  der  Helmholtz'schen  Arbeit} 
indem  er  die  Zulässigkeit  eines  Potentials  für  die  Wirkung  zweier 
Stromelemente  auf  einander  bestreitet.  Definirt  man  das  Potential 
als  die  Arbeit,  die  geleistet  wird,  wenn  man  das  eine  Elemeit 
unter  Einwirkung  des  andern  in  unendliche  EntfernuDg  rfleUi 
so  lässt  sich  leicht  aus  dem  Helmholtz'schen  Potentialausdrock 
übersehen,  dass  eine  ebenso  grosse  Arbeit  auch  geleistet  werdei 
kann,  wenn  man,  ohne  den  Abstand  beider  Elemente  zu  rer- 
ändern,  das  eine  um  einen  bestimmten  Winkel  dreht.  Da  hierbei 
nach  Bertrand's  Anschauung  keine  Arbeit  geleistet  werden  soB^ 
indem  das  Potential  nur  anziehende  Kräfte  in  Richtung  derTff- 
bindungslinie  bedinge,  so  sieht  er  hierin  einen  Widerq^ 
Dieser  Widerspruch  verschwindet  indess  sofort,  wenn  man  ti^ 
nur  auf  die  anziehenden  Kräfte,  sondern  auch  auf  die  auftrettt- 
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1  Eräftepaare  Rücksicht  nimmt,  welche  durch  das  aufgestellte 
tential  der  Stromelemente  ebenfalls  bedingt  sind. 

Ein  Potential  zweier  Stromelemente  auf  einander  ist  daher 
mso  zulässig  und  giebt  einen  ebenso  guten  Sinn  als  das  Po- 
tial  zweier  Magnete  auf  einander. 

Hieran  knttpft  Bertrand  in  seiner  zweiten  Erwiderung  an, 
em  er  nachzuweisen  sucht,  dass,  wenn  an  jedem  Element  eines 
omkreises  ein  Kräftepaar  von  endlicher  Grösse  angreift,  der 
omkreis  als  solcher  nicht  bestehen  kann,  sondern  in  sich  zer- 
sen  werden  müsste,  sobald  in  ihm  und  in  einem  benachbarten 
ahtkreise  electrische  Ströme  circuliren. 

Die  Erwiderung  von  Helmholtz  auf  diesen  Einwurf  hebt  den 
Lterschied  einer  absoluten  und  relativen  Deformation  einer 
nnen  Lamelle  durch  ein  Kräftepaar  hervor,  die  von  Bertrand 
rwechselt  sein  soll;  sie  ist  indess  zu  kurz,  um  diesen  Punkt 
lüg  aufzuklären. 

In  der  citirten  Arbeit  erörtert  Riecke  die  Zulässigkeit  des 
slmholtz'schen  Potentials  von  einem  andern  Gesichtspunkt  aus. 
^chdem  er  die  aus  demselben  resultirenden  Componenten  der 
'äfte  eines  Elementes  auf  ein  anderes,  und  die  beiden  möglichen 
wmen  des  Potentials  eines  geschlossenen  Stromes  auf  ein  Strom- 
snient  angegeben  hat,  zieht  er  aus  letzterem  die  Folgerung, 
ijBs  die  Wirkung  eines  geschlossenen  Stromes  auf  den  beweg- 
hen  Theil  eines  anderen  Stromes  nicht,  wie  nach  Ampöre, 
ökrecht  zu  diesem  steht.  So  ist  z.  B.  die  Wirkung  eines  Kreis- 
omes  auf  ein  Drahtstttck,  das  einen  Radius  dieses  Kreises 
det,  nach  Helmholtz  null,  während  nach  Ampere  eine  fort- 
Uemde  Drehung  dieses  Radius  stattfindet,  wie  auch  der  Ver- 
-h  sie  ergiebt 

Aufschlüsse  über  diesen  Punkt  giebt  die  letzte  Arbeit  von 
Imholtz.  In  derselben  wird  gezeigt,  dass  aus  dem  aufgestellten 
tential  der  Stromelemente  sich  bewegende  Kräfte  für  zwei  un- 
^chlossene  Stromtheile  herleiten  lassen,  welche  für  diese  Strom- 
^ile  selbst  sowohl  in  diejeinige  Form  gebracht  werden  können, 
^Iche  Grassmann,  als  auch  in  diejenige,  welche  Ampere  diesen 

P^ortKhr.  d.  M»th.  IV.  8.  36 
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ELräften  gegeben  hat.   In  beiden  Fällen  treten  aber  bei  Bß&utzun; 
des  Potentialgesetzes  noch  neue  Kräfte  hinzu,  und  zwar: 

1)  zwischen  Strömenden  und  Stromelementen, 

2)  zwischen  den  Stromenden  der  beiden  Leiter. 
Hiernach  sind  auch  die  Bewegungen  der  sog.  Rotationsapparate 

zu  berechnen,  wie  der  oben  von  Riecke  angeführte.  Bei  denselben 
treten  Gleitstellen  auf,  die  im  Sinne  von  Helmholtz  als  Strömenden 
anzusehen  sind. 

Schliesslich  giebt  Helmholtz  selbst  einen  Versuch  an,  der 
geeignet  ist,  zwischen  seinem  und  dem  Ämpäre'schen  Elementen- 
gesetze zu  entscheiden:  die  Entladung  einer  Franklin'schen  Tafel 
durch  einen  Draht,  der  spiralförmig  einen  Ringmagnet  umgielit 

Ok. 

C.  Neumann.     Electrodyiiamisclie  Untersuchungen  nut 
besonderer  Rücksicht    auf  das   Princip   der  Energie. 

Leipz.  Ber.  XXIII.  386-449. 

Das  Weber'sche  Gesetz  giebt  keinen  Aufschluss,  weder  über 
die  gegenseitige  Einwirkung  zwischen  ponderabler  und  electrii 
Materie  y    noch   auch  über  die  gegenseitige  Beziehung   zvviscki 
Electricität  und  Wärme.    Schwerlich  aber  dtlrften  irgend  weli 
electrische  Erscheinungen  anzugeben  sein,  bei  denen  man  vobj 
der  Mitwirkung  der  ponderablen  Materie  oder  von  der  entwickelt 
Wärme  völlig  abstrahiren  darf.     Zur  Begründung  einer  exacl 
Theorie  werden  daher  ausser  dem  Weber'schen  Gesetz  ii 
noch  irgend  welche  accessorische   Annahmen  erforderlich 
so  z.  B.  die  Annahme  des  Ohm'schen  Gesetzes,  ferner  das  Joi 
sehe  Gesetz,  femer  die  Annahme,  dass  die  auf  die  elecl 
Materie  eines  Leiterelements    ausgeübte  Kraft  sich   unmittel 
übertrage  auf  seine  ponderable  Masse. 

Der  Verfasser  vorliegender  Abhandlung  hat  nun,  an 
des  Ohm'schen,  Joule'schen  und  des  eben  genannten  Uebe: 
gesetzes,   andere   Annahmen   von   etwas  einfacherem  CL««...^^| 
einzuführen  gesucht.     Die  seiner  Theorie   zu  Grunde   gelei'^ 
Prämissen  sind  im  Ganzen  folgende: 
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1)  Je  zwei  electrisohe  Theilcheri  wirken  auf  einander  nach 
a  Weber'schen  Gesetz. 

2)  Die  negativen  Theilchen  sind  mit  der  ponderablen  Masse 
1  Leiters  unlöslich  verbunden ;  die  positiven  Theilchen  hingegen 
ien  in  ihrer  Qesammtheit  ein  Fluidum,  welches  im  Innern  des 
iters  mit  einer  gewissen  Reibung  beweglich  ist.  Die  Stärke 
ser  Reibung  ist  proportional  mit  der  relativen  Geschwindigkeit. 

3)  Die  durch  die  Reibung  verloren  gehende  lebendige  Kraft 
als  entstehende  Wärme  zu  betrachten. 

4)  Die  Trägheit  (oder  Masse)  der  electrischen  Materie  ist 
Allgemeinen  verschwindend  klein  gegenüber  der  Trägheit  der 
iderablen  Materie. 

Der  Verfasser  zeigt  nun,  dass  das  vorhin  genannte  Ueber- 
?ungsgesetz,  und"  ebenso  auch  das  Ohm'sche  und  Joule'sehe 
letz  angesehen  werden  können  als  eine  Folge  dieser  vier 
Unissen. 

Ferner  gelangt  der  Verfasser,  auf  Grund  seiner  vier  Prä- 
isen,  zu  dem  Resultat,  dass  das  Princip  der  lebendigen  Kraft 

Crebiet  der  electrischen  Erscheinungen  repräsentirt  sei  durch 
Bi  wohl  von  einander  zu  unterscheidende  Sätze,  von  denen  er 
1  einen  als  Energiegesetz,  den  andern  als  Potentialgesetz  be- 
Anet. 

Um  näher  hierauf  einzugehen,  denke  man  sich  ein  System 

(linearen  oder  körperlichen)  Conductoren,  die  in  beliebigen 
Regungen  begriffen  sind,  während  gleichzeitig  im  Innern  eines 
in  Conductors  irgend  welche  electrische  Vorgänge  stattfinden. 

von  Aussen  her  einwirkenden  Kräfte  seien  durchweg  ordi- 
^f  (nicht  electrischer)  Natur.  Ferner  sei  T  die  actuelle  (oder 
^tische),  und  F  die  potentielle  Energie  des  Systemes;  mit 
eren  Worten :  es  sei  T  die  lebendige  Kraft  aller  in  dem  System 
bandenen  ponderablen  Massen,  und  es  repräsentire  F  den 
klruck: 

(1.)    F=  U'+U-^  V, 

U^  das  ordinäre,   U  das  electrostatische  und  V  das  electro- 

^amische  Potential   des  Systems   auf  sich   selber   bezeichnet. 

•^ann  lauten  jene  Gesetze  folgendermaassen : 

36* 
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Das  Energiegesetz:  „Für  jedes  Zeitelement  dt  ist 
(2.a)     d[T+F)  =  dS^dQy 
d.  i. 

(2.b)     rfCT+l/°+l/~K)  =  dS-d(?, 
wo  dS  die  von  den  äusseren  Kräften  auf  das  System  ausge 
Arbeit,  und  dQ  die  im  System  (in  Folge  der  electrischen 
gänge)  sich  entwickelnde  Wärme  vorstellt," 

Das  Potentialgesetz:  „Für  jedes  Zeitelement  dt  ist: 
(3.)  dT+J(l/'*+l/+F)  =  rfS, 
wo  dS  die  scbon  genannte  Bedeutung  hat.  Dabei  bezeiel 
3(l/°+  (7+  F)  denjenigen  virtuellen  Zuwachs,  welchen  P®+P 
während  der  Zeit  dt  annehmen  würde,  falls  während  dieser 
die  electrischen  Ladungen  und  Strömungen  im  Innern  eines  je 
Conductors  constant  blieben.*' 

Zu  bemerken  ist,  dass  das  Energiegesetz  keiner  Einsch 
kung  unterliegt,  während  andererseits  das  Potentialgesetz  vom  ^ 
fasser  nur  für  den  Fall  abgeleitet  ist,  dass  die  electrischen  £ 
mungen  im  Innern  der  einzelnen  Conductoren  als  gleichfön 
und  an  ihren  Obeiüächen  als  tangential  angesehen  werden  dfii 

Vernachlässigt  man  (wie  üblich)  die  durch  U^  und  V  re 

sentirten  ordinären  und  electrostatischen  Kräfte  gegenüber 

durch  V  repräsentirten  electrodynamischen  Kräften,  so  neh 

die  Formeln  (1.),  (2.a,b),  (3.)  folgende  Gestalten  an: 

(I.)  F=-n 

(IL)    dyT+F)  =  dS-dQ  oder:  d(r-  F)  =  dS—rfft 

(lU.)     dT—dF  =  dS  oder:  dT+dV  =  dS. 

Bringt  man  die  Formel  (IIL)  auf  den  Fall  zweier  glei 
förmiger  Stromringe  in  Anwenduug,  so  gelangt  man  zu  d 
(schon  von  F.  Neumann  aufgestellten)  Satz,  dass  die  ponde 
motorische  Einwirkung  zweier  solcher  Ringe  auf  einander  i 
Kräften  und  Drehungsmomenten  besteht,  welche  sieh  ansdrfiek 
lassen  als  gewisse  Differentialquotienten  ihres  gegenseitigen  I 
tentials. 

Eine  Discordanz  zwischen  den  angegebenen  Gesetzen  rßd 
sich  bemerklich,  sobald  man  dieselben  auf  constante  MifK' 
anwendet.     Der  Grund  dieses  Widerspruchs  kann  nadi  Airf 
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«  Verfassers  nur  darin  zu  suchen  sein,  dass  constante  Magnete 
cht  existiren,  und  nicht  existiren  können;  ebenso  wenig  etwa, 
ie  ein  Weltkörper  gedacht  werden  kann,  der  trotz  der  Einwir- 
mg  der  übrigen  Weltkörper  constante  Geschwindigkeit  behält. 

Nn. 

Neumann,  lieber  die  von  Helmholtz  in  die  Theorie 
der  electrischen  Vorgänge  eingeführten  Prämissen,  mit 
besonderer   Rücksicht   auf  das    Princip   der   Energie. 

Leipz.  B^r.  XXIII.  450-478. 

In  diesem  Aufsatz  hat  der  Verfasser  die  Prämissen  der  von 
linholtz  aufgestellten  Theorie  (Börehardt's  Journal,  Bd.  LXXII, 
129  siehe  F.  d.  M.  II.  p.  800)  zu  erkennen  und  darzulegen  sich 
Düht.  Nn. 

Neumann.  Vorläufige  Conjectur  über  die  Ursachen 
der  thermoelectrischen  Ströme.    Leipz.  Ber.  xxiv.  49-64. 

Die  zum  Gleichgewicht  eines  Gases  erforderlichen  Bedin- 
3gen  lauten  bekanntlich: 

.     J__aP_ÖF       1   dP  _  dF       l    dP  _  dF 
^^•^     d    dx   "   dx'     8    dy  '^  dy'     8    dz  '^  dz' 

P  den  innern  Druck  des  Gases,  8  seine  Dichtigkeit  und  F 
t  Kräftefunction  der  von  Aussen  einwirkenden  Kräfte  bezeich- 
3.    Dabei  ist  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetz: 

(2.)    P=R{a  +  &)8, 
R,  a  Constante  sind,  und  &  die  Temperatur  vorstellt. 
Die  Gleichungen    (1.)    lassen    sich   zusammenfassen   in   die 
löel: 

(3.)     dP  =  8.  dF; 
^^  aber  geht,  falls  man  durch  (2.)  dividirt,  über  in: 

(4.)    d(lgP)==R^. 

Gleichgewicht  wird  daher  nur  dann  eintreten  können, 
kn  a  +  &  eine  Function  von  F  ist,  also  nur  dann, 
tu  die   Temperatur  &  an  allen   Stellen  einer  Niveaufläche 


weiter  verioigie  ^onjeciur  uesieiii  nun  m  uer  ivonanm 
innern  Ursachen  der  thermoelectriscken  Ströme  denei 
genannten  Gasstroms  ähnlich  seien. 

C.  Neumann.     Ueber  die  Elementargesetze   d( 
electrodyiiainischeu  Ursprungs.   Leipz.  Ber.  xx 

Clebsch  Ann.  V.  ()02-624. 

Als  die  sichersten  Stützen  der  Electrodynaraik  bet 
Verfasser  die  beiden  F.  Neumann'schen  Integralgesetz( 
deromotorische  und  das  elektromotorische),  ferner  das 
Gesetz  über  die  entwickelte  Wärme,  femer  das  Princip 
digen  Kraft,  endlich  das  Ampere 'sehe  Elementargesetz, 
einen  Weg  an,  auf  welchem  man  von  diesen  Grund 
ohne  auf  die  innere  Mechanik  des  electrischen  Stromes  ( 
zu  dem  noch  fehlenden  electromotorischen  Elementa: 
langen  könne.  Die  Form^  in  welcher  dieses  Gesetz  1 
ergiebt,  ist  folgende: 

Sind  zwei  beliebige  Körper  Ä  und  B  in  beliebi 
gungen  begriffen,  und  bezeichnet  m  einen  Punkt  d< 
Ä,  femer  Do  ein  Volumelement  von  B,  so  wird  die  vc 
rend  der  Zeit  dt  im  Punkte  m  hervorgebrachte  electrc 
Kraft  im  Allgemeinen  aus  zwei  Kräften  zusammengt 
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StröDfiung  t  und  besitzt,  in  der  Richtung  von  t  gerechnet, 
Stärke: 

r 
)ei  bezeichnet  d  diejenigen  Aenderungen,  welche  stattfinden 
irend  der  Zeit  dt.    Ausserdem  ist  ^1'  eine  Constante. 

Fttr  den  speciellen  Fall,  dass  der  inducirende  und  der  inducirte 
per  identisch  (oder  wenigstens  starr  mit  einander  verbunden) 
I,  ist  dieses  Gesetz  in  Uebereinstimmung  mit  den  betreffenden 
mein  von  Weber  und  Kirchhoff. 

Zu  Anfang  des  Aufsatzes  findet  man  Bemerkungen  tlber  an- 
lYeitige  Theorien.     So  z.  B.   wird  gegenüber  der  neuerdings 

Helmholtz  aufgestellten  Theorie  nachgewiesen,  dass  ftlr  die 
deromotorische  Einwirkung  zweier  electrischer  Stromelemente 
Potential  nicht  existiren  könne;  denn  die  Annahme  eines  solchen 
mtials  stände  in  diamentralem  Widerspruch  mit  den  elektro- 
netischen  Rotationserscheinungen*).  Nn. 

Bertrand.     Sur  la  d^monstration  de  la  formule,  qui 
epr^sente  Taction  61dmentaire  de  deux  courants. 

J.  R.  LXXV.  733-736. 

Ampere  hat  bekanntlich  das  Gesetz  der  Wechselwirkung 
ier  Stromelemente  auf  einander  aus  einer  kleinen  Zahl  von 
idamentalversuchen  abgeleitet.  Zwei  der  hauptsächlichsten 
ler  Versuche  sind; 

1)  Ein  geradliniger  Strom  und  ein  demselben  stets  sehr  nahe 
bender,  aber  beliebig  gewundener  Strom  üben  dieselbe  Wir- 
ig auf  ein  Stromelement  aus. 

2)  Ein  geschlossener  Stromkreis  übt  auf  ein  Element  stets 
3  Wirkung  aus,  die  senkrecht  zu  dem  Elemente  steht. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  sucht  der  Verfasser  nachzuweisen, 
»  der  erste  Versuch  überflüssig  ist,  da  er  als  nothwendige 
?e  des  zweiten  Versuchs  angesehen  werden  kann,  und  giebt 
Q  eine  kurze  Ableitung  des  Ampöre'schen  Gesetzes  allein  auf 
nd  des  zweiten  Versuchs.  Ok. 

*)  Auf  denselben  Widersprach  ist  etwas  später  auch  von  Riecke 
i^rksam  gemacht  worden.    (Vergl.  pag.  547  dieses  Jahrganges  d.  F.  d.  MO 


554  ^^-  Abschnitt.    Mathematische  Physik. 

F.  Kohlrausch,     üeber  die  electromotorische  Kra; 
dünner  Gasschichten.    Gott  Nachr.  1872.  453-465. 

Bei  Versuchen  mit  alternirenden  Inductionsströmeu, 
durch  Rotation  eines  Magnets  innerhalb  einer  Drahtspirale, 
durch  eine  polarisirende  Flüssigkeit  geleitet  wurden,  sti 
Verfasser  auf  den  bemerkenswerthen  Umstand,  dass  für  { 
Umdrehungsgeschwindigkeiten  die  Wirkung  der  Polarisati* 
gehoben  zu  sein  scheint.  Die  Stromstärke  erreicht  dann 
einen  grösseren  Werth,  als  wenn  man  die  Flüssigkeit  durcl 
metallischen  Leiter  von  demselben  Widerstand  ersetzt. 

Diese  Erscheinung  ist  einer  gleichzeitigen  Einwirkui 
Extrastroms  und  der  Polarisation  zuzuschreiben  und  findet 
mathematischen  Ausdruck  in  der  Differentialgleichung: 

Das  Integral  derselben 
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zeigt,  dass  der  Nenner  ein  Minimum  wird,  wenn  die  Kla 
unter  der  Wurzel  verschwindet.  Auf  die  weiteren  interess 
Folgerungen  über  die  electromotorische  Kraft  dünner  Gasschi 
können  wir  an  dieser  Stelle  nicht  näher  eingehen.  ' 

E.   RiECKE.     Bemerkungen   über  die   Pole    eines  1 

raagnetS.  Gott.  Nachr.  1872.  251-261. 

Wenn  man  die  Pole  eines  beliebig  gestalteten  Magne 
zwei  magnetische  Masseupunkte  definirt,  deren  WirkuB 
einen  beliebigen  äusseren  Punkt  gleich  sein  soll  der  Ges 
Wirkung  des  Magnets,  so  ist  einerseits  die  Aufgabe,  diese  1 
zu  berechnen,  noch  keine  bestimmte,  andererseits  würde  di( 
der  Pole  stets  wechseln  mit  der  Lage  des  äusseren  Punkt 
der  vorliegenden  Arbeit  werden  weitere  Bedingungen  hinzuj 
welche  die  Aufgabe  zu  einer  bestimmten  machen,  und  wird 
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r    verschiedene    Magnete    die    Berechnung    der    Pole    durch- 
fthrt. 

Für  einen  Stabmagnet  hängt  die  Lage  der  Pole  ftlr  Punkte 
grösserer  Entfernung  ab  von  dem  Winkel  des  Radiusvector 
18  betreffenden  Punktes  mit  der  magnetischen  Axe,  nicht  aber 
n  der  Länge  des  Radiusvector.  Eine  weitere  Anwendung 
acht  der  Verfasser  auf  die  Pole  der  Magnetnadel  einer  Tan- 
mtenbussole.  Ok. 

.  RiECKE.     Ueber  die  Ersetzbarkeit  geschlossener  gal- 
vanischer Ströme   durch    magnetische   Doppelflächen. 

Pogg.  Ann.  CXLVv  218-234. 

Das  Potential  eines  geschlossenen  electrischen  Stromes  ist 
ich  Ampere  identisch  mit  dem  Potential  einer  magnetischen 
oppelfläche,  welche  durch  die  Stromcurve  begrenzt  wird.  Hier- 
i  liegt  die  Voraussetzung  zu  Grunde,  dass  der  Punkt  nicht  in 
Laster  Nähe  der  Doppelfläcbe  liegt.  Mit  Benutzung  der  Viel- 
iitigkeit  des  Potentials  der  magnetischen  Doppelfläche  zeigt  der 
rfasser,  dass  auch  für  diesen  Fall  die  Ersetzbarkeit  zulässig 

mit  Ausnahme  des  Falls,  dass  der  betreffende  Punkt  in  grosser 
lie  der  Stromcurve  liegt. 

Die  allgemeinen  Sätze  werden  dann  angewandt  auf  einen 
i"per,  der  von  Kreisströmen  bedeckt  ist,  welche  in  parallelen 
enen  liegen.  Die  magnetische  Belegung  des  Körpers,  welche 
^s  System  von  Kreisströmen  ersetzt,  ergiebt  sich  dadurch,  dass 
n  den  Körper  etwas  verschoben  denkt  in  der  Richtung  der 
^oeinsamen  Normale  der  Kreisströme  und  den  nur  in  einer 
ge  von  dem  Körper  eingenommenen  Raum  mit  magnetischem 
iiidum  erfüllt,  und  zwar  den,  der  ersten  Lage  angehörigen  mit 
aidum  von  entgegengesetztem  Vorzeichen,  als  den  der  zweiten 
ge  angehörigen  Raum. 

Die  Rechnung  wird  dann  noch  weiter  an  dem  Beispiele  eines 
lipsoids  durchgefUbrt.  Ok. 

.  BöRNSTEiN.    Zur  Theorie  des  Ruhmkorffschen  Induc- 
tionsapparats.      Pogg.  Ann.  CXLVIL  481.524. 
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Für  eine  eingehendere  Theorie  dieses  Apparats  ist  die  B^ 
rechnuDg  des  Potentials  einer  Drahtspirale  auf  sich  selbst,  aaf  die 
andere  Spirale  und  auf  den  £isenkem  nothwendig.  Diese  Be- 
rechnung ist  in  der  vorliegenden  Arbeit  vollständig  durchgef&hit 
Diese  Potentiale  lassen  sich  mit  Hülfe  elliptischer  Integrale  ii 
geschlossener  Form  darstellen.  Die  weiteren  Ausführungen ,  die 
Wirksamkeit  des  Apparats  betreffend,  dürfen  wir  wohl  an  dieser 
Stelle  übergehen.  Ok. 

Cazin.     Qualitd  de  magndtisme  des  ölectro  -  aimants. 

0.  R.  LXXIV.  733-737. 
Die  Arbeit,  welche  sich  mit  der  Bestimmung  des  Magnetis- 
mus eines  Eisenkerns  in  einer  Magnetisirungsspirale  besehfifügt 
und  die  Resultate  hierüber  angestellter  Versuche  wiedergiebt,  W 
wenig  mathematisches  Interesse.  Die  aufgestellten  Formeln,  derea 
ähnliche  in  grosser  Zahl  schon  von  deutschen  Physikern  gegeben 
sind,  haben  keinen  Anspruch  auf  Allgemeinheit.  Ok. 

J.  MouTiER.   Sur  las  eifets  thermiques  de  Tairaautation. 

Inst.  XL.  391-392. 
Die  beim  Magnetisiren  und  Entmagnetisiren  eines  Eisencylio- 
ders  entstehende  Wärmemenge  soll  nach  Versuchen  von  Cazio 
dem  Quadrat  des  freien  Magnetismus  und  der  Entfernung  der 
Pole  proportional  sein.  Die  theoretische  Ableitung,  durch  welch 
Montier  dieses  Resultat  hier  zu  begründen  versucht,  ist  so  weoi{; 
präcis,  dass  der  Referent  nicht  näher  darauf  eingehen  zu  können 
glaubt.  OL 

FoüRNiER.      D'une  m^thode  nouvelle  pour  la  r^gulation 
des  compas.     c.  R.  Lxxv.  25-29. 

Neuer  Vorschlag,  den  schädlichen  Einwirkungen  der  ISseB- 
theile  eines  Schiffs  auf  den  Compass  durch  einen  eompeiiBiMM 
Magnetstab  zu  begegnen,  dessen  Lage  gegen  die  Magnetnaöfll 
verändert  werden  kann.  Beigegeben  sind  Andeutungen  fiter  die 
Berechnung  der  wahren  Lage  des  Magnets.  Ok, 
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H.  Wild,  üeber  ein  neues  Variationsinstrument  für  die 
Vertical-Intensität  des  Erdmagnetismus.    Carl  Rep.  vni. 

217-226. 
Mit  der  Beschreibung  des  genannten  Apparats  ist  eine  kui*ze 
Berechnung  seiner  Wirkungsweise  verbunden.  Ok. 

F.  Zöllner.  Ueber  die  electrischen  und  magnetischen 
Fernewirkungen  der  Sonne.   Leipz.  Ber.  xxiv.  116-128. 

Es  bandelt  sich  in  der  vorliegenden  Arbeit  hauptsächlich  um 
lie  Widerlegung  von  Einwürfen ,  welche  gegen  eine  früher  auf- 
jestellte  Hypothese  des  Verfassers  (Leipz.  Ber.  1871  und  ^Natur 
ier  Kometen",  77-162)  von  Zenker  gemacht  sind. 

Die  Meinungsdifferenz  liegt  hauptsächlich  in  der  Frage: 
Darf  man  der  Sonne  einen  Ueberschuss  an  einer  Electricitätsart 
md  damit  eine  electrostatische  Wirkung  zuschreiben? 

Da  mathematische  Entwicklungen  nicht  vorliegen,  so  glauben 
ivir  auf  diese  Hypothesen  hier  nicht  eingehen  zu  können. 

Ok. 

0.  FRöm^iCH.      Das  kugelförmige   Electrodynamometer. 

Carl  Repert.  VIII.  37-45. 
Siehe  F.  d.  M.  III.  p.  530. 

J.  Stuart.  Investigation  of  the  attraction  of  a  galvanic 
coil  on  a  small  magnetic  mass  (appendix  to  a  paper 
by   B.   G.   Airy).      Trans,  of  Lond.  CLXII.  493-496. 

h  Stuart.  Investigation  of  the  attraction  of  a  galvanic 
coil  on  a  small  magnetic  mass.    Proc.  of  Lond.  XX.  66-70. 

Aus  Ampere's  Untersuchungen  ist  ein  Ausdruck  hergeleitet 
Ür  das  Potential  U  in  Bezug  auf  einen  äussern  Punkt  Q  von 
linem  geschlossenen  galvanischen  Ereisstrom,  der  durch  einen 
;)raht  von  unendlich  dünnem  Querschnitt  geht;  und  daraus  Aus- 
Tttcke  für  die  Anziehungen  X  und  Y  des  Stromes;  mithin  auch 
Ur  die  X  und  Y  in  dem  Falle  eines  Stromes ,  der  einen  Draht 
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von  der  Form  eines  hohlen  Cylinders  von  gegebener  Länge 
gegebenem  äusserem  und  innerem  Radius  durchläuft.; 

Cly.  (M.). 

E.  Beltrami.    Teorica  matematica  dei  solenoidi  elet 

dinamica.      Il  Nuovo  Cimeuto  (2)  VII-VIII.  285-301. 

C.  H.  C.  Grinwis.      Ovar  de  energie   eener  electris 

lading.    Versl.  en  Meded.    Lesde  deel.  140-146. 

Analytischer  Ausdruck  der  Energie  einer  electrischen 
ladung,  wenn  die  Electricitätsmenge  dieselbe,  ihr  Potential  u 
ändert  bleibt,  und  wenn  dieselbe  der  Wirkung  eines  Inducti 
Stroms  unterworfen  ist.     Aenderung  dieser  Energie,   wenn 
Grösse  der  electrischen  Oberfläche  sich  ändert.        Mn.  (Wn. 

MoMBER.    Vertheilung  der  Electricität  auf  zwei  Kug 

Pr.  Königsberg. 
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S.  Carnot.    E^flexioiis  sur  la  puissance  motrice  du 
et  sur  les  machines  propres  k  d^velopper  cette  pi 

sance.    Ann.  de  l'fic.  Norm.  (2)  I.  393-468. 

Wiederabdruck  der  bekannten  1824  erschienenen  Arbeit 

Wn. 

J.  MoüTiER.     Elements  de  thermodynamique.    l8^   P 

Gauthier- Villars. 

E.  Mach.     Die  Geschichte  und  Wurzel  des  Satzes 
der  Erhaltung  der  Kraft.  Prag. 

Der  Verfasser  sucht  durch  eine  Reihe  von  Citaten  nad 
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veiseD,  dass  scbon  in  längst  vergangener  Zeit  der  fragliche  Satz 
n  yerschiedener  Form  ausgesprochen  und  dass  besonders  der 
jlrundsatz  des  unmöglichen  Perpetuum  mobile  als  Princip  in  Be- 
weisen benutzt  worden  ist.  Daher  sieht  der  Verfasser  jenen 
Jatz  auch  nicht  an  als  eine  Folge  der  fortgeschrittenen,  mecha- 
lischen  Naturerkenntniss,  sondern  sucht  die  Wurzel  desselben  in 
1er  Auffassung  des  Zusammenhangs  der  Erscheinungen  nach  dem 
Sausalitätsgesetz.  Ok. 

R.  Claüsiüs.    Zur  Geschichte  der  mechanischen  Wärine- 

theorie.    Pogg.  Ann.  CXLV.  132-146. 

P.  G.   Tait.     Antwort  an   Herrn  Clausius.     Pogg.    Ann. 

CXLV.  496. 

R.  Claüsiüs.  Ueber  die  von  Herrn  Tait  erhobenen  Ein- 
wände gegen  meine  Behandlung  der  mechanischen 
Wärmetheorie.     Pogg.  Ann.  CXLVI.  308-313. 

Veranlasst  durch  Darstellungen  der  Entwickelung  der  mecha- 
Jschen  Wärmetheorie  von  Seiten  englischer  Physiker,  besonders 
oxx  Tait  und  Maxwell,  in  denen,  zweifellos  absichtlich,  die  Namen 
futscher  Physiker  verschwiegen  sind,  welche  wesentlich  zu  der 
Uabildung  dieser  Theorie  beigetragen  haben,  sieht  sich  Clausius 
'«"anlasst,  gegen  ein  solches  Verfahren  zu  protestiren  und  die 
ötorische  Reihenfolge  der  hauptsächlichsten  Arbeiten  über  diesen 
^genstand  festzustellen. 

Die  hierauf  folgende  Erwiderung  Tait's  zieht  besonders  die 
ttltigkeit  der  Hypothese  in  Zweifel,  .welche  dem  zweiten  Haupt- 
^^2  zu  Grunde  liegt.  Hieran  kntlpft  daher  Clausius  weitere  Er- 
^«rungen  über  die  Frage:  ob  Wärme  „von  selbst"  von  einem 
älteren  zu  einem  wärmeren  Körper  übergehen  könnte,  welche. 
^  vorwiegend  physikalisches  Interesse  haben.        •       Ok. 

'•  SziLY.  Das  Hamiltou'sche  Princip  und  der  zweite 
Hauptsatz  der  mechanischen  Wännetheorie.  Pogg.  Ann. 

CXLV.  295302. 
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II.  Claüsiüs.  Ueber  den  Zusammenhang  des  zv 
Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  mit 
Hamilton'schen  Princip.    Pogg.  Ann.  CXLVI.  585-596. 

Der  zweite  Hauptsatz  lautet  bekanntlich: 

'dQ  ^ 


ß 


y    <^0, 


wo  dQ  die  Aenderung  der  Wärme,  T  die  absolute  Temj 
bedeutet.  Identiiicirt  man  die  Aenderung  der  Wärme  in 
Körper  mit  der  Aenderung  der  gesammten  Energie  aller  J 
desselben,  die  absolute  Temperatur  mit  der  gesammten  lebe 
Kraft,  so  sieht  man  die  Möglichkeit  ein,  dass  der  fraglicl: 
auf  ein  Princip  der  reinen  Mechanik,  wie  das  Hamilton'sc 
rückgef&hrt  werden  kann. 

Eine  derartige  Ableitung  hat  Szily  in  der  oben  citirteo 
zu  geben  versucht.     Er  geht  von  dem  genannten  Princij: 
das  sich  auf  die  Form  bringen  lässt: 

^sTüdi  =  8E, 

u 

wo  8E  die  Aenderung  der  gesammten  Energie,  T  die  lebe 
Kraft,  das  Integral  eine  Summation  über  den  Zeitraum  t  bed 
Der  Uebergang  von  dieser  zu  jener  Gleichung  lässt  sich  ( 
eine  sehr  einfache  Transformation  bewerkstelligen. 

In  seiner  Erwiderung  hierauf  zeigt  Clausius,  dass  diesi 
leitung  eine  unzulässige  ist.  Es  sind  hierbei  wesentliche  Schwi 
keiten  übergangen,  die  bei  dem  Beweise  des  zweiten  Haupta 
zu  überwinden  sind.  Derselbe  ist  nämlich  insofern  allgeiu< 
als  das  Hamilton'sche  Princip,  als  bei  demselben  nicht  Avi( 
jenem,  eine  Unveränderlichkeit  der  Kräftefunction  vorausge 
zu  werden  braucht.  Ok. 

E.  Clausius.  On  the  connexion  of  the  second  pn 
sition  of  the  mecanical  theory  of  heat  with  Hai 
ton's  principle.   Phil.  Mag.  1872. 

Eine  Uebersetzung  aus  Poggendorff 's  Annalen  CXLVI.  p. 
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.  Kurz.     Ueber  die  Nothwendigkeit,  den  zweiten  Satz 
der  mechanischen  Wärmetheorie  zu  popularisiren. 
Carl  Rep.  VÜL  161-172. 

Der  Verfasser  theilt  eine  Reihe  von  Rechnungen  und  Bei- 
ielen  mit,  die  sich  zum  Theil  auf  jenen  Satz  beziehen,  ohne 
Lss  uns  indess  der  im  Titel  angedeutete  Zweck  dadurch  ge- 
rdert  zu  sein  schiene.  Ok. 

ELPAiRE.     Note  sur  le  second  principe  de  la  thermo- 

dynamique.    Bull,  de  Belg.  (2)  XXXIV.  502-525. 

.  Folie  et  Glasener.     Rapports  sur  ce  memoire. 

BuU.  de  Belg.  (2)  XX.XIV.  448-453. 

Die  folgende  Skizze  möge  den  neuen,  sehr  einfachen  Beweis 
3B  Princips  von  Camot  und  Glausius  veranschaulichen. 

1)  Es  sei  Q  die  von  einem  Körper  absorbirte  oder  entwickelte 
^Srmemenge,  A  das  Wärmeäquivalent  ftir  die  Arbeitseinheit,  V 
«  Energie  des  Körpers,  S  die  äussere  durch  den  Körper  ge- 
istete  Arbeit,  so  ist 

dQ  =  4CdF+dS). 
6  Grössen  Q,  F,  S  und  die  Temperatur  t  des  Körpers  (letztere 
eh  hunderttheiligen  Graden  gemessen)  hängen  von  dem  äusseren, 
f  den  Körper  ausgetlbten  Druck  und  von  seinem  Volumen  V 
Ist  der  Druck  an  der  ganzen  Oberfläche  des  Körpers  con- 
•ut,  so  ist  dS  =  pdv.    Setzt  man  nun 

CD    dQ=.AiiXdp  +  Ydv)=:A[(^)dp  +  (^+p)dv], 
ist 

2)  Ist  T  =  a  -f-  <  die  Temperatur  des  Körpers,  vom  absoluten 
llpunkt  an  gezählt,  so  kann  man  als  Princip  annehmen,  dass 
^i  einer  isothermen  Transformation  bei  der  unendlich  kleinen 
^peratur  e  die  in  Arbeit  umgesetzte  Quantität  der  Energie 
Endlich  klein  ist.''  Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  bei  irgend 
ter  isothermen  Transformation    die   Function    0  =  y  (T,  V), 
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welche  die  von  dem  Körper  abgegebene  Wärme  angiebt. 
der  Körper  vom  Volumen  V^  das  Volumen  V  erlangt,  di< 
T'fi  haben  muss,  da  für  r  =  0,  0  =  0  ist.  fi  ist  dab 
Function  von  T  und  r.    Es  ist  somit 

dQ  =  T'dfi, 

und  daher  ist  bei  einer  isothermen  Transformation  -^  ein 

Differential.  Es  gelten  also  gleichzeitig  die  Relationen  ( 
dT  =  0  und 

de\TJ       dp\TJ' 
woraus  sich  leicht  ergiebt: 

dp 

3)  Es  werde  nun  ein  in  jedem  Sinne  unendlich  t 
Camot'scher  Kreisprocess  geometrisch  in  einer  Ebene  darg( 
wobei  die  Coordinaten  die  Grössen  v  und  p  darstellen. 
Temperaturen  T  und  T+/IT  mögen  die  isothermen  Curv( 
cd  entsprechen,  und  die  adiabatischen  Curven  od^  bc  mögei 
Werthen  Q  und  Q -{-dQ  entsprechen.  Man  kann  sich  leicht 
zeugen,  dass  die  während  des  vollständigen  Verlaufes  des  I 
processes  absorbirte  Arbeit  durch  den  Inhalt  der  Fläche 
gemessen  wird.  Nennt  man  diesen  Inhalt  /TF,  so  ist  d'f =i 
wobei  dp  der  Zuwachs  von  p  ist ,  wenn  T  auf  T+  JT  wi 
während  v  constant  ist.  dt)  ist  dagegen  der  Zuwachs  vi 
wenn  Q  zu  Q'\-/fQ  wird.    Daraus  folgt: 


<§-)-''^''- 


(dT\  AT 

\dp) 

Für  einen  Carnot'schen  Kreisprocess,  der  nur  in  einem  S 
unendlich  klein  ist,  und  fbr  einen  beliebigen  Kreisprocess 
weil  dQ=:AdF 

und 
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3S  ist  der  analytische  Ausdruck  des  Garnot'scben  Satzes.  Aus 
ist  eine  wichtige  Folgerung  abzuleiten.  Nimmt  man  nämlich 
dass  der  Körper  von  einer  Reihe  von  Anfangszuständen  aus- 
it,  die  geometrisch  durch  eine  adiabatisehe  Linie  dargestellt 
rden,  die  Linie  der  Anfangszustände,  und  dass  ftlr  diese  Linie 
=  0  ist,  so  ist  fllr  eine  andere  adiabatische  Linie  Q  =  T-C, 
d  da  allgemein  Q  =  Tfi  war,  so  ist  ^  längs  einer  adiabati- 
len  Curve  constant. 

Nimmt  man  daher  T  und  fi  zu  unabhängigen  Variabein  und 
Goordinaten,  so  wird  ein  Camotfscher  Ereisprocess  durch  ein 
)chteck  dargestellt,  dessen  Seiten  den  Axen  parallel  sind. 

4)  Die  Anwendung  der  erwähnten  neuen  Goordinaten  er- 
5glicht  den  Beweis  des  zweiten  Hauptsatzes  der  Wärmetheorie 
r  den  Fall  irgend  einer  umkehrbaren  Transformation.  Die  bei 
Der  solchen  Transformation  abgegebene  unendlich  kleine  Wärme- 
mge,  die  durch  die  Grenzwerthe  von  T  und  ja  bestimmt  wird, 
mlich 

T,    ^,    T+JT,    fi  +  Jfi 
l)is  auf  ein  unendlich   Kleines  zweiter  Ordnung  gleich  der 
ärmemenge,  die  bei  der  isothermen  Transformation 

T,    fjL,    T,    fi  +  Jfi 
d  bei  der  adiabatischen  Transformation 

T,  fi  +  ztf4,  T+JZ  fi  +  ^f^ 
gegeben  wird.  Im  letzteren  Fall  ist  jene  Wärmemenge  =  0, 
^  einer  isothermen  Transformation  ist  sie  bis  auf  Grössen 
^iter  Ordnung  T-dfi.  Durch  die  geometrische  Darstellung  von 
^  mit  Hülfe  der  Goordinaten  T,  fi  ist  daher  ersichtlich,  dass 
'  irgend  eine  umkehrbare  Transformation  auch  dQ  =  T-dfi  ist, 

li.  dass  -^  ein  exactes  Differential  ist. 

5)  Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  nun  durch  elemen- 
^"-geometrische  Sätze  das  bekannte  Theorem  über  die  Leistung 
^rmischer  Maschinen.    Es  ist  in  folgender  Aufstellung  enthalten: 

S  S+S^'+S' 


S+S'+A  /^  S  +  S'+S^'+A 
Bibei   sind  S,  S',  S",  A  Flächenräume  in  der  Ebene  der  Goor- 

yortachr.  d.  Math.  IV.  5.  37 
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dinaten  J,  ju.  S  ist  begrenzt  durch  die  irgend  einem  oi 
baren  Kreisprocess  entsprechende  Curve,  S+S^'+S'  ist  der 
eines  der  Curve  umschriebenen  Rechtecks,  das  einen  Camol 
Kreisprocess  darstellt,  S'+A  ist  der  Inhalt  der  Fläche,  die  zw 
der  eben  besprochenen  Curve  und  der  Axe  der  jü  liegt. 

Mn.  (Wd 

J.  Stefan.    Ueber  die  dynamische  Theorie  der  Difl 

der   Gase.     Wien.  Ber.  LXV.  328-364. 

In  der  Theorie  der  Gase,  welche  beruht  auf  einer  Am 
der  Bewegung  der  einzelnen  Gasmolecttle,  stehen  noch  zw 
sichten  einander  gegenüber:  die  ältere,  zur  Zeit  noch  von 
sius  vertretene,  nach  welcher  die  Gasmolecttle  bei  ihrei 
sammentreffen  sich  verhalten  wie  elastische  Kugeln;  ui 
neuere  von  Maxwell  aufgestellte,  nach  welcher  die  Gasm( 
sich  abstossen  umgekehrt  proportional  der  fünften  Potei 
Entfernung.  Zur  weiteren  Aufklärung  dieser  Frage  gel 
Verfasser  ein  auf  ^ie  Theorie  der  Diffusion  zweier  Gase  i 
ander. 

Da  der  Diffusionscofe'fficient  zweier  Gase  für  versch 
Combinationen  durch  Versuche  bestimmt  ist,  so  kam  es  a 
Berechnung  desselben  an.    Derselbe  ist: 

Hier  bedeutet  p  den  Druck,  unter  dem  das  Gasgemenge 
d^  und  dj  sind  die  Dichtigkeiten  der  beiden  Gase.  Ai^  is 
Grösse,  welche  von  der  Natur  der  beiden  Grase  und  vo] 
über  die  Bewegung  und  die  Zusammenstösse  gemachten 
aussetzungen  abhängt  und  welche  verschieden  ausfällt,  je 
dem  man  der  einen  oder  anderen  Theorie  folgt. 

Zunächst  wird  die  von  Maxwell  gegebene  Ableitung 
recapitulirt 

Die  Formel,  zu  der  man  auf  diesem  Wege  gelangt,  la 
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bedeuten  m,,  m^  die  Massen  der  Molecüle,  t)  deren 
reschwindigkeit.  (Die  mittleren  lebendigen  Kräfte  bei- 
sind gleich;  daher:  t)]^ni  =  v^  ^m^  =  f>^im^,  X^  und 
ndlich  die  mittleren  Weglängen.  Dieselben  sind  nach 
1  über  die  innere  Reibung  der  Gase  aus  den  Reibungs- 
;en  berechnet.  Ausführlicher  ist  dann  die  Berechnung 
Annahme  von  Clausius  durchgeführt,  und  gleichzeitig 
eine  Reihe  verwandter  Probleme  über  die  Molecular- 
ßr  Gase  gelöst. 

Vergleich  der  numerischen  Resultate  mit  den  Beobach- 
)n  Loschmidt  giebt  eine  bessere  Uebereinstimmung  bei 
g  der  Theorie  von  Maxwell.  Ok. 

rzMANN.     Ueber  das  Wirkungsgesetz   der  Mole- 

cräfte.     Wien.  Ber.  LXVI.  213-219. 

Verfasser  behandelt  die  Frage,  ob  die  kleinste  Entfer- 
welche  zwei  Gas-  oder  Dampf-Molecüle  bei  einer  gegen- 
Annäherung  auf  ihrer  Centrale  gelangen,  eine  Grösse 
vergleichbar  ist  mit  der  Entfernung  zweier  Molecüle 
L  Körpers  im  flüssigen  Zustande.  Die  Betrachtung  wird 
Beispiel  des  Wassers  durchgeführt. 
Frage  wird  dadurch  gelöst,  dass  berechnet  und  gleich- 
^erden: 

iie  Arbeit,  die  geleistet  wird  bei  derjenigen  Annäherung 
i^assermolecüIC;  die  einer  Zunahme  des  Druckes  auf  die 
erfläche  um  eine  Atmosphäre  entspricht; 
Iie  mittlere  lebendige  Kraft  zweier  Wasserdampfmolecüle. 
ist  gleich  Null,  wenn  die  Molecüle  in  die  grösste  Nähe 
en  sind,  welche  sie  erreichen  können.  Die  gefundenen 
ie  1)  und  2)  können  gleichgesetzt  werden^  wenn  man 
Verfasser  annimmt,  dass  „die  Molecüle  ihre  Beschaffen- 
cb  den  Uebergang  in   den    gasförmigen  Zustand   nicht 

Resultat  ergiebt  sich,  dass  die  Entfernung  der  Centra 
[en  Dampfmolecttle  im  Augenblick  ihrer  grössten  Anna- 

37* 
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herung   nur   nocli    l    von   der  Entfernung   der   Wasserm 
beträgt.  0 

L,  BoLTZMANN.    Weitere  Studien  über  das  Wärmej 
gewicht  unter  Gasmolecülen.    Wien.  Ber.  LXVI.  275 

Die  Anzahl  der  Molecüle  eines  Gases,  deren  Gesch' 
keiten  zwischen  den  Grenzen  t?  und  v-{-dv  liegen,  ist: 

Dieser  von  Maxwell  aufgestellte  Satz  ist  von  demselb 
wiesen  worden,  indem  er  zeigte,  dass,  wenn  die  oben  ge 
Vertheilung  der  Geschwindigkeit  in  einem  Augenblick  w 
besteht,  dieselbe  durch  irgend  welche  Zusammenstösse  vor 
cülen  nicht  verändert  wird.  Boltzmaun  hält  diesen  Be\\ 
ungenügend,  da  nicht  a  priori  entschieden  werden  kann,  o 
auch  eine  andere  Formel  dasselbe  leistet. 

In  Abschnitt  I.  und  II.  der  vorliegenden  Arbeit  ist  dal 
eben  besprochene  Aufgabe  noch  einmal  behandelt  Das  E 
ist  wieder  die  Maxwell'sche  Formel.  Die  Ableitung  ist 
Weise  durchgeführt,  dass  für  die  gesuchte  Function  f  d 
schwindigkeit  (für  letztere  hat  B.  die  lebendige  Kraft  x  als 
hängige  Variable  eingeführt)  eine  partielle  DiflFerentialgle 
aufgestellt  wird.  Dann  wird  der  Beweis  geliefert,  dass 
die  Function  f{x1)  der  gefundenen  partiellen  Differentialgle 
genügt,  der  Ausdruck: 


^=.A('"h(??)-'l'" 


stets   abnehmen   muss   oder    höchstens    constant    bleiben 
dass  also: 

fso. 

Da  E  nicht  negativ  unendlich  werden  kann,  so  mu 
letzte  Ausdruck  =  0  sein,  und  daraus  folgt  unmittelbar  di( 
weirsche  Gleichung. 

Der  eben  besprochene  Beweis  wird  darauf  noch  eini 
durchgeführt,  dass  an  Stelle  der  partiellen  Diflferentialglei 
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1  System  gewöhnlicher  DiflTerentialgleichungen  gesetzt  wird. 
3r  Vortheil  dieser  Abänderung  besteht  darin,  dass  man  den 
iweis  auch  fUhren  kann,  wenn  man  annimmt,  dass  das  Gas 
ur  aus  einer  begrenzten  Zahl  von  Molecülen  besteht. 

In  Abschnitt  (III)  sind  im  Anschluss  an  Maxwell  (Phil.  Mag. 
r)  XXXV)  diejenigen  Modificationen  in  der  Geschwindigkeits- 
jrtheilung  der  MolecUle  eines  Gases  besprochen,  welche  bei 
3r  Diffusion  mehrerer  Gase  in  einander,  bei  Reibungserschei- 
mgen  und  bei  partiellen  Temperaturänderungen  eintreten.  In 
^schnitt  IV  und  V  werden  die  in  den  beiden  ersten  Abschnitten 
iTchgeftthrten  Betrachtungen  ausgedehnt  auf  ein  Gas,  dessen 
»lecttle  aus  mehreren  Atomen  bestehen.  Die  Ableitung  führt 
ich  hier  wieder  auf  eine  Grösse  E ,  von  der  bewiesen  wird, 
.88  sie  constant  bleiben  muss.  Ok. 


•  V.  Lang.     Zur  dynamischen  Theorie  der  Gase. 

Pogg.  Ann.   CXLV.  290-294.     CXLVII.  157-160.     Wien.  Ber.   LXV. 
415-419. 

Durch  allgemeine  Betrachtungen  über  die  Bewegung  der 
Buiolectlle  sind  Ausdrücke  für  den  Co^fficienten  der  inneren 
ibung  und  für  das  Wärmeleitungsvermögen  der  Gase  abgeleitet 
fden.  Der  Verfasser  sucht  auf  möglich  einfachste  Weise  die- 
ben  Ausdrücke  herzuleiten,  indem  er  (nach  dem  Vorbilde  von 
5  Big)  die  Annahme  zu  Grunde  legt,  dass  sich  die  Gasmolecüle 

•  in  drei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  und  mit  gleichen, 
tleren  Geschwindigkeiten  bewegen.  Er  gelangt  dabei  zu  deu- 
ten Ausdrücken,  wie  die  ausgeführtere  Theorie.  Nur  für  das 
trmeleitungsvermögen  findet  sich  ein  anderer  Zahlenfactor,  als 
der  Formel  von  Clausius.  Dieser  Umstand  wird  ausführlicher 
der  zweiten  Notiz  besprochen,  und  ein  neuer  Ausdruck  abge- 
bet, der  sich  besser  den  Versuchsresultaten  von  Stefan  an- 
^liesst,  als  die  beiden  früheren  Formeln.  Ok. 

.  Sellmeier.     Druck  und  elastischer  Stoss.    Pogg.  Ann. 
CXLV.  162-164. 
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G.  Hansemann.     Druck  und  elastischer  Stoss.  Pog§ 

CXLVI.  620-623. 
Anknüpfend  an  eine  frühere  Arbeit  von  Hausemann 
d.  M.  III.  539)  erörtert  Seilmeier  die  Frage,  ob  der  Dru( 
eine  feste  Wand,  der  durch  regelmässig  wiederkehrende 
eines  elastischen  Körpers  hervorgebracht  wird,  wiederzugel 
durch  die  Formel: 

p  ==  m-g,    oder  durch:    p  =  — ^, 

wo  m  die  Masse,  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  bede 

Hansemann's  Gegenbemerkung  zeigt,  dass  die  Beantw 

der  Frage  abhängt  von  der  Definition  der  „Masse^  durch  6 

und  Beschleunigung.  Ol 

V 

S.  SuBic.     Ueber  die  Constanten  der  Gase.     Pogg. 

OXLVII.  302-317. 

V 

S.  SuBic.     Ueber  die  Temperaturconstante.      Pogg. 

OXLVII.  432-468. 
Die  Arbeit  enthält  speciellere  Ausführungen  der  neuen 
wegungstheorie  der  GasC;  und  werden  besonders  Bezieh 
zwischen  verschiedenen  experimentell  bestimmten  Constanti 
sucht.  Die  bemerkenswertheste  derselben  ist  der  folgende 
„Die  speciellen  Wärmen  der  Gase  bei  constantem  Volumen  ver 
sich  wie  die  Anzahl  der  Atome,  aus  denen  ein  Molecül  bei 
Wenn  man  die  absolute  Temperatur  eines  Gases  proportiona 
der  mittleren  lebendigen  Kraft  der  fortschreitenden  Bew 
seiner  Molecttle,  so  erhält  man: 

Die  hier  auftretende  Grösse  h  nennt  der  Verfasser  die  ^Temp< 
Gonstante/^  und  findet  für  dieselbe: 

wo  A  das  Arbeitsäquivalent  der  Wärmeeinheit  ist.     Auf 
dieses  Resultats  erfolgen  weitere  Betrachtungen  über  die  T 
der  Gase.  Ol 
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?B.  Gladbach.    Untersuchungen  •über  das  gesetzmässige 
Verhalten  der  Gase  und  Dämpfe.  Pogg.  Aon.  CXLV.  8l8-d28. 

Speculationen  über  die  Veränderlichkeit  der  Gewichtseinheit 
i/lTasserdanipf,  als  Function  von  Druck  und  Temperatur,  veran- 
lassen den  Verfasser  anzunehmen,  dass  das  Wärmeäquivalent  der 
/Arbeitseinheit  nicht,  wie  gewöhnlich  angenommen,  eine  Gonstante^ 
sondern  eine  Function  der  Temperatur  ist.  Auf  Grund  dieser, 
sonst  durch  nichts  motivirten  Annahme  wird  eine  neue  Ableitung 
ier  Veränderlichkeit  des  Dampfvolumens  in  genauem  Anschluss 
m  Clausius  gegeben.  Ok. 

W.  C.  WiTTWER.     Beiträge  zur  Theorie  der  Gase. 

Schlömilch  Z.  XVII.  13-38. 
Der  Verfasser  fahrt  die  Wirkung  zweier  Gasmolecttle  auf 
sinander  auf  abstossende  Kräfte  zurück.    Zweck  der  Arbeit  ist, 
«1  zeigen,  dass   wenn  man  als  Wirkungsgesetz    dieser  Kräfte 

dicht: .  sondern  eine  Reihe: 


l|r  + 


— -1-  — 4-. 


^miimmt,  dass  sich  dann  die  Abweichungen  der  Gase  von  dem 
dealen  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gesetz  erklären  lassen.  Die 
lathematische  Betrachtung  des  Verfassers  beschränkt  sich  aUf 
Uie  Reihe  von  Gasmolecülen,  die  in  einer  einzigen  geraden 
inie  liegen. 

Die  Schlüsse,  die  aus  diesen  Prämissen  über  das  VerhäUniss 
^n  Volumen,  Druck  und  Temperatur  gezogen  werden,  können, 
^le  leicht  einzusehen,  nur  als  erste  Annäherungen  gelten. 

Ok. 

i.  Maillard.  De  la  d^finition  de  la  temp^rature  dans 
la  theorie  m^canique  de  la  chaleur  et  de  Tinterpr^- 
tation  physique  du  second  principe  fondamental  de 
cette  thöorie.     C.  R.  LXxv.  U79-1482. 

Der  vorliegende  sehr  kurze  Auszug  der  Abhandlung  des  Ver- 
Msers  giebt  den  Beweis  eines  Satzes  der  mechanischen  Wärme- 
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theorie,  aus  welchem  sich*  als  Definition  der  Temperatur  er 
die  lebendige  Kraft  des  Schwerpunkts  eines  Gasmolecüls. 

Ol 

J.  MouTiER.     Sur  le  travail  interne  qui  accompag 
(latente  d'un  gaz  sans  Variation  de  clialeur.  C.R.L 

1095-1099. 
Mit  Hülfe  von  Betrachtungen,  welche  Clausius  übe: 
Dulong-Petit'sche  Gesetz  angestellt  hat,  wird  die  innere  . 
verglichen,  welche  bei  der  Ausdehnung  der  Kohlensäure  un 
Wasserstoffs  geleistet  wird.  Dieselbe  ist  bei  ersterer  gröss< 
bei  letzterem.  Ok 

F.  Massieu.     Note  sur  la  loi  des  tensions   maxima 
vapeurs.    C  R.  LXXV.  872-876. 

Mit  Hülfe  theoretischer  Betrachtungen  wird  der  Versucl 
macht,  die  Spannkraft  der  Dämpfe  als  Temperaturfunction 
zudrücken.     Der  Verfasser   gelangt  indess  nur   zu  einem 
complicirten  Ausdruck  in  Form  einer  Differentialgleichung. 

Ok. 

J.  BoURGET.   Du  coefficient  economique  dans  la  ther 
dynamique  des  gaz  permaneuts.     0.  R.  LXXiv.  1230- 

Kurzer  Auszug  einer  ausführlichen  Arbeit.  Einige  Sätze 
den  ökonomischen  Co^'fßcienten  calorischer  Maschinen  we 
ohne  Beweise  gegeben.  So  findet  der  Verfasser  für  eine  Mascl 
die  zwischen  den  Reservoiren  mit  den  Temperaturen  i^  ui 
arbeitet,  nach  dem  Garnofschen  Kreisprocesse  diesen  Co^'fficiei 

^  l+«f. 

Für  jeden  anderen  Kreisprocess  ist  derselbe  kleiner.        Ok 

H.  Besal.      Memoire   sur  les   volants   de«  machine 

Vap^Ur.    Ana.  des  Mine»  (7)  I.  249-270. 
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Ausführliche  Abhandlung  zu  dem  Bd.  III.  539  dieser  Fort* 
iritte  erwähntem  Auszug. 

Die   angestellten   Rechnungen   haben   den  Zweck,   die   für 
bwungräder  günstigsten  Constructionsbedingungen  anzugeben. 

Ok. 


W.  Strutt  (Lord  Raleigh).     On  the  vibratious  of  a 
gas  contained  within  a  rigid  spherical  eiivelope. 
Proc.  of  L.  M   S.  IV.  93-104. 

Cly. 

•  A*  Bellanger.    Petit  catöchisme  de  machiues  k  va- 

peur.     2>n<'-  6d.  avec.  alias.  8.    Paris.  Gauthier- Villars. 

BOSCH.     Ueber  den  Temperaturzustand  eines  von  zwei 
nicht    coucentrisclien    Kugelflächen    eingeschlossenen 

Körpers.     Schlomilch  Z.  XVIL  498-507. 

Die  vorliegende  Arbeit  ist  die  Fortsetzung  einer  Abhandlung 
ehlömilch  Z.  XIII.  s.  F.  d.  M.  I.  p.  379)  und  nimmt  als  Aus- 
agspnnkt  die  Arbeit  von  G.  Neumann  ^Allgemeine  Lösung  des 
oblems  ttber  den  stationären  Temperaturzustand  etc.^' 

Die  im  Titel  genannte  Aufgabe  erfordert  die  Bestimmung 
er  Function  F, ,  wo : 

Vo  und  Vj  sind  die  auf  den  beiden  Kugelflächen  herrschen- 
ci  stationären  Temperaturen,  welche  gegeben  sein  müssen.  Die 
egrationen  erstrecken  sich  über  jene  Kugelflächen,  fj'a  und  ly'^ 
^d  zwei,  schon  in  dem  ersten  Theil  der  Arbeit  bestimmte  Func- 
tien.  Die  speciellere  Berechnung  und  Transformation  dieser 
nctionen  wird  durchgeführt  für  den  Fall: 

1)  dass  die  Kugelflächen  in  parallele  Ebenen  übergehen, 

2)  dass  die  Kugelflächen  sich  berühren. 

Ok. 
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H.   Weber.      Ueber    das    Wärmeleitungsvermögen 
Eisen  und  Neusilber.    Pogg.  Ann.  CXLVL  257-283. 

Die  Arbeit  enthält  die  experimentelle  Bestimmung  des 

seren  und  inneren  Wärmeleitungsverraögens  der  oben  genan 

Metalle,  nach  einer  von  F.  Neumann  angegebenen  Methode. 

Stab  wird  an  dem  einen  Ende  bis  auf  eine  bestimmte  Tei 

ratur  u^  erwärmt  und  am  andern  bis  auf  die  Temperatur  u^ 

gekühlt.    Darauf  umgekehrt  das  erste  Ende  dieselbe  Zeit  bis 

fij  abgekühlt,  das  andere  Ende  bis  auf  u^  erwärmt,  etc.    V 

dies  in  regelmässigen  Perioden  fortgesetzt,  so  tritt  schliess 

innerhalb  jeder  Periode  ein  stationärer  Temperaturzustand 

Stabes  ein.     Die  mathematische  Behandlung  dieser  Aufgabe 

in  der  Abhandlung  nicht  ausgeführt,   sondern   es  sind  oon 

resultirenden  Formeln  gegeben.    Auf  den  experimentellen  Tlu 

der  interessanten  Arbeit  können  wir  hier  nicht  eingehen. 

Ok. 

J.  Stefan.    Untersuchungen  über  die  Wärmeleitung  der 

Gase.     Wien.  Ber.  LXV.  45-73.  . 

In  der  ausschliesslich  experimentellen  Arbeit  werden  iv 
einige  leicht  abzuleitende  Formeln  der  mathematischen  Tbeori 
der  Wärmeleitung  in  festen  Körpern  benutzt.  Anlass  zu  de 
Arbeit  gab  eine  nach  der  dynamischen  Gastheorie  von  Haxwcl 
ausgeführte  Berechnung  des  Wärmeleitungsvermögens  der  14 
nach  welcher  dasselbe  ^^V«  ^^^  demjenigen  des  Eisens  betn|fl 
sollte ,  während  der  Verfasser  aus  seinen  Versuchen  die  8* 
nahe  kommende  Zahl  ^^jf  berechnet.  Ok. 

Jamin  et  Richard.    Memoire  sur  le  refroidissement  to 

gaz.      C.  R.  LXXV.  105-114,  453-458. 

Die  vorliegende  Arbeit  giebt  ausschliesslich  die  BeedireiM 
und  die  Resultate  von  Versuchen  über  die  Erkaltongsgesobfi' 
digkeit  von  Gasen.  Die  angestellten  Rechnungen  sind  gam  ^ 
mentar  und  dienen  nur  dazu,  die  durch  die  Versuche  erhatts»^ 
Gurven  durch  geeignete  Formeln  darzustellen.  Ok. 
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P.   Desains.     Recherches   sur  la  r^flexiou  de  la  chaleur 
h  la  surface  des  Corps  polis.  c.  R.  LXiv.  1102-1104,  1185-1188. 

Nach  der  Fresnerschen  Theorie  der  Reflexion  und  Brechung 
der  Lichtstrahlen  erhält  man  Formeln  für  die  Intensitäten  des 
gebrochenen  und  reflectirten  Strahls,  die  verschieden  ausfallen, 
je  nachdem  das  Licht  senkrecht  oder  parallel  der  Einfallsebene 
polarisirt  war.  Der  Verfasser  vergleicht  die  Resultate  einer  ex- 
perimentellen Untersuchung  über  die  Reflexion  von  Wärmestrahlen 
an  metallischen  Oberflächen  mit  diesen  Formeln,  kommt  dabei 
indess  zu  dem  Resultat,  dass  dieselben  einer  Modiflcation  be- 
dürfen, wenn  sie  die  jteflexion  von  Wärmestrahlen,  herrührend 
▼on  einer  Wärmequelle  von  niedriger  Temperatur,  wiedergeben 
«ollen.  '  Ok. 

A,  Gbnocchi.     Sur  rinteiisitd   de   la  chaleur   dans   les 
.    r^gions  polaires.     C.  R.  Lxxv.  1521-1524. 

Die  vorliegende  Notiz  ist  ein  kurzer  Auszug  einer  Arbeit, 
die  sieh  in  den  Bulletins  de  Tlnstitut  Lombard  (8  F^vrier  1872) 
findet  Zweck  derselben  ist,  die  Irrthümer  zu  verbessern,  die 
Plana  begangen,  bei  einer  mathematischen  Untersuchung  des 
JÄhresmittels  der  Sonnenwärme  für  Orte  der  Erde  zwischen  dem 
Polarkreis  und  dem  Nordpol.  Während  Plana  zu  dem  auffallen- 
den Resultat  gelangt  war,  dass  die  mittlere  Sonnenwärme  vom 
Polarkreis  nach  dem  Pole  hin  zunimmt,  weist  der  Verfasser  nach, 
^^^^B  dieses  Resultat  auf  Rechenfehlern  beruht  und  theilt  die 
''^ihtige  Formel  mit,  in  der  elliptische  Integrale  auftreten. 

Ok. 


Zwölfter  Abschnitt 

Geodäsie  und  Astronomie* 

Capitel  1. 
Geodäsie. 

W.  Ogilvy.     New  theory  of  the  figure  of  the  earth. 

4*.    London.  Longmans. 

Hi. 

E,  Folie.    Sur  le  calcul  de  la  density  mcyeDiie  de  la  tem^ 
d'aprfes  les  observations  d'Airy.    Bull,  de  Beig.  (2)  xnift 

389-409. 

Ph.  Gilbert  et  Liagre.     Rapports  sur  ce  memoire. 

Bull,  de  Belg.  (2)  XXXIIL  369-372. 

Dewalque.     Note  sur  le  m6me  sujet     Bull,  de  Belg.  9 

XXXm.  388-389. 
Herr  Folie  nimmt  mit  Airy  die  Erde  als  sphärisch  tn »» 
berücksichtigt  ihre  Rotationsbewegung  nicht.  PendelbeobaeUtt' 
gen  an  zwei  auf  derselben  Verticalen  gelegenen  Punkten,  ▼* 
denen  der  eine  A  ein  innerer,  der  andere  B  ein  äusserer  K 
geben  das  Verhältniss  der  Intensitäten  der  Schwerkraft  iui^ 
B.  Dies  Verhältniss  hängt  nicht  nur  von  den  Abständen  j^ 
beiden  Punkte  vom  Erdmittelpunkte  ab,  sondern  auehTOtt'' 
Anziehung,  welche  die  sphärische  Schicht  von  derDiekeil* 
beide  Punkte  ausübt.  Airy  nimmt  an,  dass  die  Dichtigkeit A" 
ser  Schicht  eine  gleichförmige  ist  und  gleich  der  mitämoDi^ 
tigkeit  (2,5),  die  er  in  einem  Schacht  AB  bentimmt  hut  Bi^ 
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lie  hat  nun  dieselbe  Rechnung  durchgeführt  unter  der  Voraus- 
zung,  dass  die  Schicht  AB  ttberall  eine  mittlere  Dichtigkeit  von 
r  hat,  wegen  der  grossen  Ausdehnung  der  Meere  auf  der  Erd- 
jrfläche,  während  in  einem  geraden  Cylinder  von  3  englischen 
ilen,  der  AB  zur  Rotationsaxe  hat,  die  Dichtigkeit  2,5  ist. 
3ser  Cylinder  von  der  Dichtigkeit  2,5  endet  in  einer  Ebene, 

senkrecht  zu  AB  durch  A  geht. 

Während  Airy  für  die  mittlere  Erddichtigkeit  den  Werth 
•66  abgeleitet  hat^  findet  Folie  6,439,  eine  Zahl,  die  den  durch 
dre  Methoden  gefundenen  Resultaten  näher  kommt.    Mn.  (Wn.) 

.  Sa  WITSCH.  Les*  variations  de  la  pesanteur  dans  les 
provinces  occidentales  de  Fempire  Russe.      Monthi.  Not. 

XXXI.  221-224.  1871.    Mem.  of  R.  Astr.  Soc.  XXXIX.  II.  19-29. 

Der  grosse  Bogen  des  Meridians,  der  in  Russland  mit  all 
V  Genauigkeit  gemessen  ist,  welche  die  modernen  Beobach- 
igsmethoden  zulassen,  ist  von  besonderer  Wichtigkeit  geworden, 
I  die  Variationen  der  Intensität  der  Schwere  in  den  Gegenden, 
^  von  diesem  Bogen  durchschnitten  werden,  zu  untersuchen 
d  den  Verlauf  dieser  Aenderungen  mit  den  Variationen  zu 
'gleichen,  die  man  beobachtet  in  der  Richtung  der  Schwere, 
lohe  auf  einer  Anzahl  Stationen  durch  astronomische  Beobach- 
)g:en  und  geodätische  Operationen  bestimmt  ist.  Eine  ausge- 
mte  Reihe  von  Pendelbeobachtungen  war  deshalb  von  der 
ademie  der  Wissenschaften  zu  St.  Petersburg  auf  gewissen 
tionen  zwischen  Tornea  in  Finnland  und  Ismail  in  der  Moldau 
reordnet  worden,  und  es  waren  nur  solche  Punkte  gewählt, 
en  geographische  Lage  und  deren  Erhebung  über  die  mittlere 
^6  der  See  in  Verbindung  mit  dem  Bogen  des  Meridians  be- 
rimt  waren.  Die  Methode,  nach  der  die  Pendelbeobachtungen 
restellt  wurden,  wird  genau  beschrieben,  und  es  werden  die 
^iiltate  von  12  Stationen  mitgetheilt.  Auch  die  Formeln  ftlr 
Eeduction  werden  aufgestellt,  wobei  die  zur  Berechnung  von 

(l  +  |^sin'ii)df 
brauchte  Methode  auseinander  gesetzt  wird.         Glr,  (0). 
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A.  Sonderhof.     Ein  Beitrag  zur  höheren  Geodäsie. 

Schlomilch  Z.  XVII  89-129,  177-232. 

Der  erste  Abschnitt  der  Abhandlung  bezieht  sich  auf  die 
Theorie  eines  Linienvielecks,  d.  h.  eines  Systems  von  zwei,  drei 
oder  mehr  Geraden  im  Räume  und  entwickelt  die  BelatioDCD, 
welche  zwischen  den  verschiedenen  Bestimmungsstttcken  eines 
solchen  Systems  bestehen,  mit  besonderer  Rücksicht  darauf,  dass 
die  Geraden  gedacht  werden  als  Normalen  einer  Fläche,  auf 
welcher  geodätische  Operationen  auszuführen  sind.  Im  zweiten 
Abschnitt  werden  zunächst  die  bekannten  Sätze  über  Krümmungs- 
halbmesser, conjugirte  Tangenten,  Krümmungslinien  etc.  abgeleitet 
und  dann  eine  Reihe  von  Relationen  aufgestellt  für  die  Krfim- 
mungsradien  benachbarter  Erümmungslinien,  für  die  Centrale, 
d.  h.  für  denjenigen  Durchmesser  eines  die  Fläche  osculirendeo 
EUipsoids,  welcher  n'ach  dem  gemeinschaftlichen  Berührungs- 
punkte gezogen  ist,  endlich  für  die  Torsion  des  Hauptschnitts 
oder  für  den  Winkel,  um  welchen  sich  die  Hauptscbnitte  gegCD 
die  Richtung  der  conjugirten  Tangente  drehen.  Abschnitt  III.  ist 
einer  ausführlichen  Anwendung  der  vorhergehenden  Formeln  auf 
das  Sphäroid  und  das  dreiaxige  Ellipsoid  gewidmet,  wobei  statt 
der  geodätischen  Linie  die  durch  die  Normale  oder  die  Centrale 
gelegten  Schnitte  benutzt  werden.  Abschnitt  IV.  enthält  Ee- 
flexionen  über  die  Art  und  Weise,  wie  durch  die  astronomiscbeu 
und  geodätischen  Messungen  die  Fläche  selbst  ermittelt  wird. 

B. 


W.  Jordan.    Ueber  die  Bestimmung  des  Gewichts  einer 
durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bestimmten 

Unbekannten.      Schlomilch  Z.  XVII.  350-352. 

Der  Verfasser  zeigt,  wie  man  bei  der  Methode  der  kleiutei 
Quadrate  die  Ausdrücke  für  die  Gewichte  der  Unbekannten  aif 
etwas  einfachere  Weise  herleiten  kann,  wenn  man  statt  von  der 
Wahrscheinlichkeitsfunction  von  dem  Princip  der  kleinsten  Qot- 
dratsumme  ausgeht.  3. 
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tV.  Jordan.  Ueber  die  Bestimmung  des  mittleren  Feh- 
lers durch  Wiederholung  der  Beobachtungen. 

Astr.  Nachr.  LXXIX.  219-222. 

7.  Andrae.  Ueber  die  Bestimmung  des  wahrscheinlichen 
Fehlers  durch  die  gegebenen  Diflferenzen  von  m  gleich 
genauen  Beobachtungen  einer  Unbekannten.   Astr.  Nachr. 

LXXIX.  257-272. 

G.  Zachariae.  Note  betreffend  die  Bestimmung  des 
mittleren  Fehlers.     Astr.  Nachr.  LXXX.  67-70. 

Herr  Jordan  hatte  in  No.  1766-1767  der  Astr.  Nachr.  (s. 
P.  d.  M.  II.  p.  841)  Formeln  entwickelt,  um  den  wahrscheinlichen 
Dehler  aus  den  Differenzen  der  beobachteten  Grössen  unter  sich 
lirect  abzuleiten,  und  dabei  Ausdrücke  erhalten,  welche  eine  viel 
genauere  Bestimmung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  zu  gestatten 
icheinen,  als  die  gewöhnlichen.  Gegen  die  Richtigkeit  dieser 
lesultate  hatte  Herr  v.  Andrae  in  No.  1770  den  Einwurf  gemacht, 
lass  man  die  Differenzen  nicht  als  von  einander  unabhängig  an- 
sehen dürfe,  und  dass  deshalb  die  gefundenen  Ausdrücke  nicht 
zulässig  seien. 

Von  den  vorliegenden  Aufsätzen  enthält  der  erste  eine  Er- 
pviderung  des  Herrn  Jordan.  Die  Unrichtigkeit  der  von  ihm 
aufgestellten  Genauigkeitsgrenzen  des  wahrscheinlichen  Fehlers 
wird  zugegeben,  dagegen  die  Berechtigung  in  dem  vorliegenden 
Falle  die  Beobachtungsdifferenzen  wie  von  einander  unabhängige 
Beobachtungsfehler  behandeln  zu  dürfen,  aufrecht  erhalten  und 
der  Nutzen  dieser  Betrachtungsweise  an  dem  Beispiel  von  Län- 
genmessungen darzuthun  versucht.  Der  Aufsatz  von  Herrn 
V.  Andrae  behandelt  nun  in  Erwiderung  hierauf  in  eingehender 
Weise  die  Aufgabe,  den  wahrscheinlichen  Fehler  herzuleiten  aus 
den  Beobachtnngsdifferenzen,  und  zwar  aus  den  ersten  Potenzen 
derselben,  weil  die  Betrachtung  der  Quadrate  der  Differenzen 
und  der  Beobachtungsfehler  zu  identischen  Resultaten  führt. 
Der  Verfasser  erhält  für  den  wahrscheinlichen  Fehler  den 
Ausdruck: 
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rrfi  (       0.055  +  0.4821111 

m  ist  hierbei  die  Anzahl  der  Beobachtungen,  ft  =  ^iw(m— l)ui 
[d]  die  Summe  der  fi  positiven  Differenzen  zwischen  den  Bec 
achtungen.  Der  Aufsatz  von  Herrn  Zachariae  endlich  wend 
sich  gegen  mehrere  Ungenauigkeiten  in  der  Erwiderung  i 
Herrn  Jordan.  B. 

G.  Zachariae.    Beiträge  zur  Theorie  des  Schlussfehlc 
•  geometrischer  Nivellementspolygone.    Astr.  Nachr.  LXX 

305-318. 
Enthält  einen  Beitrag  zur  Lösung  der  Frage,  ob  die  Höb( 
differenz  zweier  Punkte  unabhängig  ist  von  dem  Wege,  auf  w 
chem  das  die  beiden  Punkte  verbindende  Nivellement  ausgef&l 
worden  ist.  Der  Verfasser  untersucht  zunächst  den  Fall,  wo  c 
Niveauflächen  ähnliche  Sphäroide  sind,  und  findet  dass  dann  d 
Schlussfehler  zweier  Nivellements  zwischen  denselben  Ponkti 
innerhalb  massiger  Grenzen  eingeschlossen  ist.  Dagegen  erhi 
er  für  den  Fall,  dass  erhebliche  Lothstörungen  oder  Abweichu 
gen  der  Niveauflächen  von  der  sphäroidischen  Gestalt  vorband( 
sind,  das  Resultat,  dass  merkliche  Schlussfehler  auftreten  könne 
sobald  die  Seiten  der  Nivellementspolygone  in  verschiedeneo  X 
veauflächen  von  bedeutendem  gegenseitigen  Abstände  liegen. 

M.  Bauernfeind.  Ein  Apparat  zur  mechanischen  Lösnu^ 
der  nach  Pothenot,  Hansen  u.  A.  benannten  geodsiti- 
sehen   Aufgaben.      Grunert  Arch.  LIV.  81-98. 

Der  Verfasser  beschreibt  unter  dem  Namen  „Einsdmeifc' 
zirkeP'  einen  kleinen  Apparat,  welcher  dazu  bestimmt  M,  ^ 
Zwischenconstructionen  auf  dem  Hesstischblatt  über  einer  gvf* 
benen  Sehne  einen  Kreis  zu  beschreiben,  weichet  einci  0 
benen  Winkel  als  Peripheriewinkel  fasst  Die  Constnustioi  iii 
Apparates  beruht  auf  dem  Satz:  ^Wenn  dieSohenkel  mM^^ 
kels  e  stets  durch  zwei  feste  Punkte  gehen,    so  beschrtät  <>* 
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aeitel  einen  Kreis."  Der  Aufsatz  enthält  ausser  einer  genauen 
Schreibung  des  Apparats,  die  Vorschriften  ftlr  seine  Berichti- 
ng  und  für  seine  Anwendung  zur  Lösung  der  Pothenotfschen 
d  Hansen'schen  Aufgabe,  sowie  eine  Erläuterung  seiner  prac- 
eben  Brauchbarkeit  an  einigen  Beispielen.  (S.  F.  d.  M.  III. 
547).  ^  B. 

ScHLESiNGEB.  Eine  neue  Beweisführung  über  die 
Lehmann'scheu  Sätze  bei  der  Potlienot'schen  Aufgabe 
und  Ableitung  einer  neuen  Formel  fUr  die  Basislänge 
des  Fehlerdreieoks  etc.     Grunert  Arch.  Liv.  174-182. 

Der  Aufsatz  enthält  zunächst  eine  einfache  Herleitung  der 
bmann'schen  Sätze  über  die  Lage  des  ürientirungspunktes 
;en  das  Fehlerdreieck,  welches  bei  der  graphischen  Auflösung 
)  Pothenot'schen  Problems  durch  falsche  Orientirung  des  Mess- 
^hes  entsteht,  und  behandelt  dann  die  Beziehungen,  welche 
itehen  zwischen  der  Basislänge  des  Fehlerdreiecks,  dem  Stand- 
des  Messtisches  und  dem  Winkel,  um  welchen  der  Messtisch 
Bch  orientirt  ist.  B. 

aassvergleichungen  des  geodätischen  Instituts.  Berlin, 
G.  Reimer. 

Bruhns,  A.  Hirsch.     Europäische  Gradmessung. 

Berlin,  G.  Reimer. 

.  A.  Hansen.  Bemerkungen  zu  einem  vor  der  perma- 
nenten Commission  der  Europäischen  Gradmessung 
am  21.  September  vorigen  Jahres  zu  Wien  gehaltenen 

Vortrage.      Leipz.  Ber.  XXIV.  1-15. 

Im  ersten  Abschnitte  wird,  unter  Einweisung  auf  die  „Sup- 
Bment  zu  den  geodätischen  Untersuchungen  u.  s.  w."  benannte 
^handlung,  in  gedrängter  Kürze  die  Reduction  der  Winkel  eines 
f  dem  abgeplatteten  Revolutionsellipsoid  liegenden  sphäroidi- 
^en  Dreiecks  auf  die  eines  sphärischen  von  denselben  Seiten 
^i^oducirt.  Bedeuten  nämlich  J  die  Fläche  des  Dreiecks,  die 
Verflache,  auf  der  es  gebildet  ist,  dabei  unbestimmt  gelassen, 

'^oitachr.  d.  Math.  IV.  3.  J-Jg 
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a,  b,  c  seine  Seiten,  p+1,  q+h  ''+1  die  Krümmunggmaas 
Oberfläche  in  den  Winkel  punkten  (oder  Eckpunkten)  de« 
ecks,  p'4- 1  das  Krttmmungsraaass  in  der  normalen  Pro 
des  Schwerpunktes  des  Dreiecks  auf  die  zu  Grunde  gelegte 
fläche  und  g'+l,  r'+l  die  Krliramungsmaasse  sehr  nahe 
ersten  Drittheilungspunkten  der  an  dem  Winkel  A  anliei 
Seiten  des  sphäroidischen  Dreiecks,  so  geschieht  die  Re( 
des  Winkels  A  vermittelst  der  Formel: 

Für  das  Revolutionsellipsoid,  dessen  Excentricität  e  eine  ( 
der  ersten  Ordnung  ist,  gelten  dann,  wenn  man  die  redi 
Polardistanzen  der  betreffenden  Punkte  auf  dem  EUipsoid  1,  ] 
etc.  nennt,  die  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  (ausschlief 
genau  berechnet  werden  mttssen,  um  die  Winkelreductionei 
3Bt  8C  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  genau  zu  erhalten 
Ausdrücke : 

p'  =  -(e«+|c*)cos2^  +e*C3cos'25'— 1), 
g'  =  ~(c'+ic*)cos2Ä  +  e*(3cos'2Ä~l), 
r'  =  -(e'+i6*)cos2y;  +  ß*(3cos':^^— 1) 
etc.  etc. 

Nach  diesen  Erklärungen  schreitet  der  Herr  Verfasser  zur  Abwi 
der  ihm  von  Herrn  Weingarten  in  einem  Vortrage,  den  derac 
bei  Gelegenheit  der  Sitzung  der  permanenten  Commission  i 
Europäischen  Gradmessuug  am  21.  September  1871  zu  Wien  hi 
zur  Last  gelegten  Fehler,  in  welchem  u.  A.  gesagt  wird,  da« 
jedem  Kundigen  auffallen  müsse,  die  Lösung  der  zu  den  t« 
cendenten  Problemen  gehörigen  Aufgabe:  „Die  reducirte  Bi 
eines  Punktes  zu  finden,  der  eine  durch  ihre  Endpunkte  gegel 
geodätische  Linie  in  gegebenem  Verhältnisse  theilt^,  von  Ha 
einfach  durch  die  Anwendung  sphärisch-trigonometrischer  For 
ermöglicht  zu  sehen,  während  doch  eine  solche  in  einer 
wünschten  Annäherung  nur  durch  angemessene  Beihenentwi 
lungen  erhalten  werden  könne,  freilich  beruhe  dieselbe  aber 
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.uf  einem  sich  durch  die  ganzeu  Entwickelungen  hindurchziehen- 
len  Irrthume.  Die  Darlegung  dieses  Irrthunies  in  seinen  einzel- 
len  Theilen,  den  Herr  Hansen  begangen  haben  soll,  glaubt 
Jeferent  wortgetreu  hier  mittheilen  zu  müssen:  „Der  erste  Fehler 
ler  Hansen'schen  Berechnungsweise  besteht  nun  darin,  dass  für 
laB  Complement  der  reducirten  Breite  des  Theilpuuktes  einer  geo- 
lätischen  Linie  AB  auf  dem  Revolutionsellipsoid  die  Poldistanz 
lesjenigen  Punktes  genommen  wird,  der  die  reducirte  geodätische 
jinie  (die  Seite  des  correspondirenden  Kugeldreiecks  A'ff)  in 
[em  nämlichen  Verhältnisse  theilt.  Dieser  Fehler  ist  von  einer 
Ordnung,  die  durch  die  Multiplication  des  Quadrates  e'  der  Ex- 
entricität  des  Sphäroids  mit  einer  Grösse  von  der  Ordnung  der 
letheilten  Seitenlänge  gegeben  wird;  daher,  wenn,  wie  es  am 
angeführten  Orte  geschehen  ist,  e  von  der  Ordnung  der  Dreiecks- 
teiten  angenommen  wird,  von  der  dritten  Ordnung.  Seine  Ver- 
laehlässigung  ist,  der  Versicherung  auf  Seite  330,  Zeile  G  von 
'^ito.  allerdings  zuwider,  unstatthaft.^  Gegen  die  in  diesem  Bai- 
w)nnement  enthaltenen  Schlüsse  hat  der  Herr  Verfasser  einzo- 
senden:  Da  sich  zu  jedem,  auf  einem  beliebigen  Revolutions- 
Hipsoid  zwischen  den  Endpunkten  einer  geodätischen  Linie  und 
0€ni  der  beiden  Pole  dieses  Ellipsoids  gebildeten  Dreieck  mit 
'Cimetrischer  Strenge  ein  Corollardreieck  auf  der  Kugel  con- 
**Xairen  lässt,  dessen  Seiten  die  reducirten  Polardistanzen  der 
^^punkte,  sowie  die  reducirte  Länge  der  geodätischen  Linie 
^^,  und  dessen  an  der  zuletzt  genannten  Seite  anliegende 
"inkel  einerlei  Grössen  mit  den  betreflfenden  Winkeln  des  sphä- 
^idischen  Dreiecks  haben,  so  erhält  man  für  jeden  beliebigen 
*^eil-  oder  Verlängerungspunkt  der  geodätischen  Linie,  die  Kennt- 
*^8  der  diesem  Punkte  zukommenden  Länge  der  reducirten  geo- 
iltiBchen  Linie  dabei  vorausgesetzt,  die  reducirte  Polardistanz 
Hd  die  Winkel  derselben  mit  der  geodätischen  Linie  strenge 
lirch  sphärisch-trigonometrische  Rechnungen. 

Wenn  nun  die  Excentricität  des  Ellipsoids  klein  ist,  so  lässt 
ich  für  die  Berechnung  der  reducirten  Länge  x  der  geodätischen 
^inie,  die  sonst  allerdings  von  der  Auflösung  einer  transcendenten 
Meichung  abhängen  würde,  eine  nach  den  graden  Potenzen  von 

38*  ^ 
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e  fortschreitende,  rasch  convcrgirende  Reihe  substituiren,  von 
der  hier  natürlich  nur  die  Aniängsglieder  in  Betracht  kommen, 
nämlich: 

X^  =  a  +  4e'(j{8in'4(Ä  +  Ä')-siuÄcosA'co8"i(/— Ol, 
worin  a  die  Länge  der  geodätischen  Linie,   k,  k*  die  reducirten 
Polardistanzen  der  Endpunkte  der  geodätischen   Linie  und  /,  f 
die  Azimuthe  an  diesen  Endpunkten  bezeichnen. 

Versteht  man  unter  n  irgend  eine, Zahl  <  1,  unter  na  also 
einen  Theil  der  geodätischeu  Linie  a,  und  entspricht  Xi  dem  «7, 
so  hat  man,  bis  auf  Grössen  fünfter  Ordnung  genau,  für  die 
Länge  Xi  den  Ausdruck 

X^  =  wa  +  4w<ye'jsin^^(ftf&,)  —  sinÄ,  cos Äcos*^  (/-/,)}, 
der  durch  Entwickelung  des  eingeklammerten  Factors  in 
X^  =  w;^  — |wae'5Ä(cosftsin&f — sin  &  cos  &' cos  (/  —  /')) 

+  {;W(jeM/sinÄsin&'sin(/  — /*), 

übergeht,  woraus  folgt,  dass,  bis  auf  Grössen  vierter  Ordüuiis 
genau,  immer 

gesetzt  werden  darf.    Die  Bedeutung  von  k^   resp.   l^   ist  woU 
von  selbst  klar. 

Dieser  Satz,  von  dessen  Zulässigkeit  man  sich  noch  durck 
einen  zweiten,  sehr  einfachen  Beweis,  der  in  der  vorliegendefl 
Abhandlung  beigebracht  ist,  überzeugen  kann,  wurde  zur  Be- 
rechnung der  reducirten  Polardistanzeu  /9, ,  y^  augewandt,  die 
also  damit,  da  der  übrige  Theil  der  Rechnung  als  vollkouimeB 
strenge  zu  betrachten  ist,  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  genao 
erhalten  werden  können. 

Weiter  werden  im  Weingarten'schen  Vortrage  folgende  Be- 
denken erhoben:  „Der  nächste  Fehler  in  Hansen's  Arbeit  ber*  |i. 
in  der  Meinung,  dass  auch  den  drei  nach  dem  Pol  P  reiehendci 
sphäroidischen  Dreiecken  ABP,  ACP,  BCP,  die  Über  den  4« 
Seiten   eines    sphäroidischen   Dreiecks    ABC    constmirt  werd» 
können,  drei  Kugeldreiecke  A'B'F,  A^CF,  ffCF  eorregpondir», 
die  den  Pol  F  der  Kugel  zur  gemeinschaftlichen  Ecke  hilM  1  in 
und  deren  Basen  durch  ein  sphärisehes  Dreieck  A'BC  geg«**  I  ^ 
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erden,  dessen  Seiten  die  correspondirenden  reducirten  geodäti- 
hen  Linien  des  sphäroidischen  Dreiecks  sind,  welche  Meinung 
ts  der  zur  Berechnung  angegebenen  Figur  des  §  33  des  Sup- 
enaents  hervorleuchtet  u.  s.  w." 

Sodann:  „Die  von  ihm  aufgestellten,  in  Beziehung  auf  das 
)häroid  unrichtigen  Relationen  liefern  jedoch  nur  die  Werthe 
►n  Poldistanzen,  die  mit  der  zu  behandelnden  Frage  in  keinerlei 
jziehung  stehen,  und  die  von  denjenigen,  welche  ermittelt  wor- 
in sollen,  wiederum  um  Grössen  von  der  dritten  Ordnung  ver- 
hieden  sind." 

Durch  Anwendung  des  oben  erwähnten  Corollardreiecks  auf 
ei  geodätische  Linien,  die  auf  dem  Ellipsoid  das  sphäroidische 
•eieck  ABC  bilden,  gelangt  man,  vermöge  einer  rein  geometri- 
tien  Betrachtung,  zunächst  zu  der  Gleichung: 
l  +  V^Jif'  =  0, 

)rin  A,  k\  A"  die  den  Längenunterschieden  der  Eckpunkte 
3ichen  Winkel  in  P  der  sphäroidischen  Dreiecke  ÄBP,  ACP, 
JP  bedeuten.  Sind  nun  w,  w',  w"  die  correspondirenden  Winkel 
r  CoroUardreiecke  in  P,  die  mit  den  Winkeln  l  und  drei  kleinen 
inkeln  oder  Kreisbogen  Jco  durch  die  Gleichungen 

X"  =  eo"-  /J(o'\     V  =  co'-  Ja)',     A  =  w  -  Jw 
sammenhängen,  so  ergiebt  sich 

oj  +  CO'—  w"-  dJo)  +  J(o'-  Jco'')  =  0. 

Ir  die  Grösssen  Jo)  werden  die  Ausdrücke 
zt(o  =  ^e^o)  sinÄ'sinÄ", 
Jo)'  =  ^e'w'  sinft  sin&", 
^co"  =  ^c^w^sinÄ  sinÄ' 

iter  k,  k\  &"  dabei  die  reducirten  Polardistanzen  der  Eckpunkte 
B,  C  des  sphäroidischen  Dreiecks  verstanden)  abgeleitet,  die, 
bst  von  der  dritten  Ordnung,  bis  auf  Grössen  fünfter  Ordnung 
aau  sind.    Mit  Hilfe  der  Substitution 

sinÄ  =  sink'  -\-u', 

sin/c  =  8in&"  +  M" 
det  sich  endlich,  wenn  man  blos  die  ersten  Potenzen  von  m' 
d  u"  berücksichtigt,  die  Relation: 
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'  ^     1  — 4e  sinÄ'sin/c" 

Hat  sich  daher  der  Herr  Verfasser  bei  seiner  Berechnuu] 
reducirten  Polardistauz  der  normalen  Projection  des  Sc 
punktes  des  sphäioidischen  Dreiecks  ABC  der  bis  auf  Gi 
vierter  Ordnung  richtigen  Sätze 

Xi  =  nx> 

w  +  w'— w"  =  0 

bedient,  so  hat  er  hierbei,  da  die  Berechnung  der  Polard 

sonst  strenge  ausgeführt  wurde,  und  keine  schädlichen  Divii 

vorkommen,  nur  eine  erlaubte  Grösse  übergangen,  also  die 

erwähnte  Polardistauz  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  . 

erhalten. 

Bekanntermaassen  können  Grössen,  die,  analytisch  betra 

tibergehbar  sind,  in  der  numerischen  Anwendung  der  betreff 

Resultate  nicht  ganz  unmerklich  werden.    Da  nun  das  Ha 

sehe  Verfahren   zur  Berechnung  der  reducirten  Polardistaii 

normalen   Projection    des   Schwerpunktes    eines    sphäroidi 

Dreiecks  verschiedene  Arten  derselben  zulässt,  so  sind  mit  ] 

sieht  hierauf  im  Schlusskapitel  einige   Erörterungen   in  di 

Sinne  niedergelegt.   Beispielsweise  werden  drei  Dreiecke  bet 

tet,  nämlich: 

Beiläufige  Werthe  der  Beiläufige  Seiten-    Beiläi 

Polardistanzen  der  Eck-  längen.  Fläcl 

punkte., 

I.     45'   0',  58^24',  42^16'        20"   2',  17"   0',  15" (T     2'J 

n.      0     0    20     0    18  49         18     0    18  49    20  0     2  4 

UI.     74  45    90     0    90     0         19  33     18     0     18  0     2  31 

Berechnet  man,  indem  man  der  Reihe  nach  von  den  Eckpunkt 

A,  By  C  ausgeht,  jedes  Mal  für  sich  die  Grösse  5,  was  wiedeß 

auf  je  zwei  Arten  geschehen  kann,  so  betragen  die  grösstenAI 

-weichungen  der  einzelnen  Werthe  von  J  untereinander  im 

r^»  Dreieck  1",8, 
11'^"       „       1  ,7, 

nr-     „     3 ,1, 

au9^  welchen  Zahlen  der  geringe  Eioäuss  ersicbtlicb  ist,  des  ea 
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ränderte  BerechiiuDgsweise  in  diesen,  und  da  ziemlich  extreme 
wählt  sind,  wohl  in  allen  Fällen  auf  das  Resultat  äussert. 

Weiter  begegnen  wir  Untersuchungen,  die  über  die  nume- 
chen  Werthe  der  Fehler  angestellt  sind,  welche  aus  der  lieber- 
hung  der  Glieder  vierter  und  höherer  Ordnung  in  der  Gleichung 
=  tix,  in  /?,  und  in  y,  erwachsen  können.  Es  ergiebt  sich  u.  A., 
SS  der  wirklich  stattfindende  Unterschied  in  x  stets  <  q"  sein 
rd.  Um  wieder  ein  dort  näher  betrachtetes  Beispiel  anzuführen, 
nke  man  sich  ein  auf  dem  Erdsphäroid  liegendes  sphäroidi- 
hes  Dreieck,  dessen  Fläche  durch  2  "40'  ausgedrückt  sein  möge. 
Ir  dieses  Dreieck  bringt  im  ungünstigsten  Falle  eine  Aenderung 
m  11"  im  Werthe  von  d  nur  0",001  in  den  Winkelreductionen 
irvor;  dagegen  müssen  /?,  und  y^  um  22"  geändert  werden,  um 
eiche  Wirkung  auf  die  Winkelreductionen  auszuüben. 

Wtn. 

A.  Hansen.  Darlegung  einer  unbedeutend  scheinen- 
den UmfoiTuung,  der  Endgleichungen  des  „Supplements 
zu  den  geodätischen  Untersuchungen,"  durch  welche 
aber  eine  weit  grössere  Genauigkeit  in  den  numeri- 
schen Werthen  derselben  erlangt  wird.  (Nebst  einer 
Tafel  für  die  Krümmungsmaasse  auf  dem  Erdsphäroid). 

Leipz.  Ber.  XXIV.  15-26. 

Der  Ausdruck  fttr  die'Rcduction  eines  sphäroidischen  Win- 
Is  auf  einen  sphärischen 

^^  umgeformt  in: 

^ÖA  =  ^F\2p'  +  q^  +  r')+^(2p  +  q  +  r)\ 
F  =  36  — a'  +  3(6'  +  c')  ) 

Die  übrigen  Endformeln  des  „Supplements  zu  den  geodäti- 
len  Untersuchungen''  lassen  sich  auf  analoge  Weise  umformen. 
i:  Herr  Verfasser  hat  sich  dieser  Transformation  bei  der  Be- 
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rechnung  einer  Reihe  von  sehr  grossen  Dreiecken  bedient  Dag 
Ergebniss  des  hier  in  der  nöthigen  Ausflührlichkeit  mitgetheilten 
Calculs  docuraentirt  eine  wesentliche  Erhöhung  der  Genauigkeit, 
die  bei  kleineren  Dreiecken  als  absolut  gelten  kann.  Fflr  die, 
im  Allgemeinen  bis  auf  Grössen  2***""  Ordnung  einander  gleichen 
Functionen  2p'-|  7'  +  r'  und  2p  +  q-\'r  wird  ferner  der  Unter- 
schied derselben,  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  ^enau,  ent- 
wickelt, der,  wenn  man  ihn  auf  das  Revoluüonsellipsoid  von 
kleiner  Excentricität  anwendet,  einen  Genauigkeitsgrad  bis  aut 
Grössen  sechster  Ordnung  erreicht,  nämlich; 

(^Jo'  +  9'  +  r')  =  (2/>  +  g  +  r)  — |e'c08»a(«'  +  26'  +  2O 
+  i  e' sin  'ä  (36'  cos'  a'  —  26c  cos  «'  cos a"  +  3c' cos' a") 
-iC^/>-9-'-)(«H26'  +  2c')^J((/-r)(6'-c'); 

a'  und  a"  sind  die  Azimuthe  der  Dreiecksseiten  b  und  c  am  Eck- 
punkte Aj  a  bedeutet  die  re^ducirte  Polardistanz  von  A.  Diese 
Formel  kann  nur  bei  kleineren  Dreiecken  in  Anwendung  kommen; 
bei  grösseren  Dreiecken  muss  die  Berechnung  von  p',  q',  r'  direrf 
nach  der,  im  „Supplement  u.  s.  w."  auseinandergesetzten  Metlwfc 
geschehen. 

Das  um  die  Zahl  1  verminderte  Krttmmungsmaass,  hier  mit 
p  bezeichnet,  für  ein  Revolutionsellipsoid,  dessen  halbe  grosse 
Axe  =  1,  und  dessen  Excentricität  e  =  0,0816968  ist,  entnininit 
man  aus  der  der  Abhandlung  beigegebenen  Tafel  mit  dem  Argu- 
mente: Reducirte  Polardistanz.  Die  mit  „Var.'*  ttberschriebene 
Columne  giebt  die  Veränderung  von  p,  die  einer  Aenderung  voi 
0,00001  in  der  Excentricität  entspricht,  wesshalb  die  Tafel  aad 
für  andere  Excentricitäten  anwendbar  ist.  Wtn. 


C.  Bruhns.    ]\Iittlieiluiig  über  die  Ermittelung  der  Coor- 
•    dinaten   der  Pleisseiiburg   und   verschiedener   ThürnieJ 
in  Bezug   auf  die   Leipziger  Sternwarte  und  über  diel 
Construction  eines  Basisapparates'.  Leipz.Ber.xXlv.352-3?ft[ 

Bereits  im  Jahre   1861    bestimmte  der  Herr   Verfasser  nfj 
der  Pleissenburg  mit  Hilfe  eines  sechszölligenRepsold'scbenl^ 
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versalinstrumentcg  und  einer  kleinen  Basis  von  ungefähr  16*"- 
Länge  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  Plcissenburg  und  der 
neuen  Sternwarte,  sowie  das  Azimuth  der  Richtung  Plcissenburg- 
Sternwarte.  Es  fand  sich  damals,  dass  die  neue  Sternwarte  10,7" 
Bildlich  und  60,0"  östlich  von  dem  alten  Observatorium  auf  der 
Pleissenburg  liegt.  Nach  dem  Bau  der  neuen  Sternwarte 
erschien  es  wUnschenswerth ,  diese  Bestimmungen  von  Neuem 
vorzunehmen,  und  zwar  gestlUzt  auf  eine  grössere  Basis.  Die 
Messung  der  Basis  geschah  mit  dem,  von  der  Königl.  Preussi- 
schen  Landestriangulation  entliehenen  Besserschen  Apparate. 
Der  Herr  Verfasser  knüpft  an  den  Gebrauch  dieses  Appa- 
rates, seine  Feststellung  etc.  einige  technische  Bemerkungen. 
Ferner  giebt  er  einige  Vorschläge  zur  Verbesserung  des  Bessel- 
Bchen  Apparates.  Die  Länge  der  Strecke  ergab  sich  zu 
562,4718'"  =  288  Toisen  509,51  Linien  mit  einem  mittleren 
Fehler  des  vereinigten  Resultates  der  zweimaligen  Messung  von 
+  0,085  Linien  =  ±  y^ööijöi»  <^cr  Länge.  Die  Höhendifferenz 
findet  sich  aus  der  Basis  zu  11,274"'-  und  genau  eben  so  gross 
aus  einem  zweimaligen  directen  Nivellement.  Wtn. 

Gobbi-Belcredi.      Degli  errori  azimutali  del  teodoHte. 

Atti  di  l^oriüo  VII.  435-444. 

Der  Verfasser  will  die  azimutfialen  Fehler  der  Theodoliten 
untersuchen,  indem  er  für  zwei  Fälle  eine  einfache  Darstellung 
giebt,  nämlich,  wenn  die  optische  Axe  schräg  zur  Rotationsaxe 
liegt,  und  wenn  die  Rotationsaxe  gegen  den  Horizont  geneigt 
ist;  für  einen  dritten  Fall,  wenn  die  Scheibe  gegen  den  Horizont 
geneigt  ist,  will  er  einige  Ungenauigkeiten  im  Beweise  fort- 
schaffen. Jg.  (0.) 

F.  Casorati.   Teoria,  descrizione  ed  uso  di  alcuni  stru- 
menti  topografici   a  riflessione.     Milano  1872. 

Der  Verfasser  giebt  verschiedene  Anwendungen  von  Prismen 
auf  elementare  Probleme  der  Topographie,  die  zum  grossen  Theil 
von  den  Herren  Bauernfeind  und  Parro  ersonnen  sind,  mit  ver- 
mfacbten  Darstellungen.    Besonders  sucht  er  die  Anwendungen 
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der  Prismenkreuze  von  Bauernfeind  auszudehnen,  indem  er  da& 
eine  Prisma  gegen  das  andere  beweglich  macht,  ohne  doch  den 
für  Instrumente,  die  zu  Operationen  niederer  Gattung  bestimmt 
sind,  gestatteten  Preis  zu  erhöben.  Er  beweist,  wahrscheinlich 
zuerst,  dass:  „das  Bild  eines  leuchtenden  Punktes  nach  der  soo- 
cessiven  Reflexion  an  3  ebenen  unter  einander  senkrechten  Spie- 
geln in  Beziehung  auf  den  gemeinsamen  Punkt  der  3  Ebenen 
symmetrisch  zum  leuchtenden  Punkte  ist."  Jg.  (0.) 

0.  ScHLÖMiLCH.   Ueber  die  Bestimmung  der  Wahrschein- 
lichkeit  eines  Beobachtungsfehlers.     Scblömilch  z.  xvn. 

87-88. 
Reproduction   der   in   Thomson   und   Tait's    Handbuch  der 
theoretischen  Physik    (tibersetzt    von    Helmholtz    und   Wertheim 
Bd.  I.  p.  353  u.  f.)  gegebenen  Bestimmung  der  Wahrscheinlidi- 
keitsfunction  f{x)=:a  f?**\  0. 
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Astronomie. 

W.  Klinkerfues.     Theoretische  Astronomie,     iste  Abthei- 

luüg.    Braunschweig.    Vieweg  1871. 

Das  Referat  über  das  vorliegende  Werk  wird  nach  voUeo- 
detem  Erscheinen  folgen.  0. 

R.  Proctor.    Essays  on  astronomy.   A  series  of  papers 
with  illustrations.      S^o.  LondoD.  Longmane. 

Hi. 

Brinkley's   Astronomy,    revised  by  J.  W.  Stübbs  and 

F.   BrÜNNOW.      12  »"e.  London.  Longmane. 

HL 

K.  GoEBEL.   Ueber  Kepler  s  astronomische  Anschauungen 

und  Forschungen.  Halle.  Waisenhaus. 
Der  Herr  Verfasser  flihrt  uns  in  der  Torlieg^nden  Stadia  !■ 
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ziehender  Weise  in  die  Gedankenwerkstatt  des  grossen  Astro- 
Smen  ein.  Naeh  kurzer  Besprechung  der  kosmischen  Anschau- 
agen  der  Jonier,  Hipparch's,  Ptolemäus',  Regiomontan'Sj  Coper- 
icus'  und  Tycho's  werden  Kßpler's  drei  „Grundgedanken*'  ana- 
^sirt.  Als  ersten  derselben  bezeichnet  Herr  Göbel  die  Verwerfung 
ines  blos  ideellen  Bewegungs- Mittelpunktes,  als  zweiten  den 
Grundsatz ,  dass  allen  Planeten  ein  gemeinsames  „punctum 
kequans''  zukommen  müsse ,  als  dritten  die  Keplers  ganzes 
Äfesen  crfftllende  Ahnung  von  der  „Harmonie"  des  Weltsystems, 
ausführlich  wird  die  sogenannte  „Hypothesis  vicaria"  und  die 
Vrt  und  Weise  besprochen,  wie  Kepler  selbst  sich  von  deren 
Jnrichtigkeit  überzeugte,  ebenso  die  Hypothese  der  eirunden 
3iirve,  welche  schliesslich  der  Ellipse  Platz  machen  musste.  Auch 
luf  die  factisch  gleichgültigen,  für  die  Geschichte  des  grossen 
fannes  selbst  dagegen  höchst  wichtigen  Speculationen  über  den 
lusammenhang  der  Weltenharmonie  mit  den  Tonscalen  und  regel- 
mässigen Körpern  wird  näher  eingegangen. 

Die  Auffassung  des  Herrn  Verfassers  in  Bezug  auf  Kepler's 
telluug  zur  Infinitesimalrechnung  scheint  doch  etwas  mehr  in 
essen  Worte  hineinzulegen,  als  eigentlich  darin  enthalten  ist. 

Gr. 

Newcomb.      Note    sur    un    theorfeme    de    mdcauique 

Celeste.      C  R.  LXXV.  1780-1783. 
Siehe  Abschn.  X,  Cap.  4,  A,  pag.  463. 

•   Cayley.      On  the  variations    of  the  position   of  the 
örbit  in  the  planetary  theoiy.    Monthly  Not.  xxxil.  206-211. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  sich  in  der  Planeten theorie, 
eciell  beim  Gebrauch  der  Methode  der  Variation  der  Elemente 
^e  Schwierigkeit  in  der  eigentlichen  Behandlungsweise  bei  den 
^igungen  und  Längen  der  Knoten  findet,  welche  die  weitere 
^twickelung  der  Theorie  hindert.  Obgleich  in  der  allgemeinen 
'eorie  der  secularen  Variationen  der  Bahnen  des  Planetensystems 
V>  wad  c  auf  eine  feste  Ebene  (die  Ekliptik  eines  gewissen 
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gegebenen  Planeten)  bezogen  werden,  so  ist  es  jetzt  in  der 
Theorie  der  speciellen  Planeten  auch  Gebrauch,  die  ö,  <p  ftr 
jeden  Planeten  auf  eine  besondere  feste  Ebene  (die  Bahn  de» 
Planeten  auf  einer  gewissen  gegebenen  Ebene)  zu  beziehen,  was 
zur  Folge  hat,  dass  (p  und  folglieh  p(=  tange^p  sin  0),  und 
g(=  tang<]pcosö),  statt  von  der  Ordnung  der  Neigungen  rar 
Ekliptik  nur  von  der  Ordnung  der  störenden  Kräfte  sind.  Der 
Verfasser  meint,  dass  die  letzterwähnte  Ebene  beibehalten  werden 
müsse,  und  benutzt  diese  Idee,  indem  er  die  Störungsfunctiooen 
nach  den  ersten  Potenzen  von  p  und  q  entwickelt. 

Glr.  (0.) 

A.  Cayley.  The  second  part  of  a  menioir  on  the  deve- 
lopiDcnt  of  the  disturbing  functioii  in  the  lunar  aud 
planetaiy  theories.     Mem.  of  R.  Astr.  Soc.  xxxix.  ir.  55-7i 

MoDthl.  Not.  XXXII.  231-232. 
Die  Abhandlung  ist  eine  Fortsetzung  zu  des  Verfassers 
Arbeit:  „The  first  part  of  a  memoir  on  the  development  of  the 
disturbing  function  in  thie  lunar  and  planetary  theories",  Mem.  of 
the  R.  Astr.  Soc.  XXVIII.  187-215,  1859,  und  ist  daher  so  betitelt, 
obgleich  sie  sich  wirklich  nur  mit  der  Planeten theorie  befasst 
Im  ersten  Theil  gab  der  Verfasser,  aber  nicht  explicite,  einen 
Ausdruck  für  den  allgemeinen  CoefBcienten  D(y,y')  in  Gliedeni 
der  Coefficienten  der  vielfachen  Cosinus  von  6  in  den  Eni- 
Wickelungen  der  verschiedeneu  Potenzen  (r^+  r''— -  2rr'cos0y^ 
oder  (a'  +  a''  — 2a a' cos ö )-«-*,  so  dass  das  Glied,  welches 
cos  (y(7+  yU')  enthält,  als  von  einem  gewissen  gegebenen  Werthe 
erklärt  wurde.  Das  betreflfende  Glied  ist  D  (y,  /)  co8(yI/^-|-/D^ 
und  daher 

Die  Auslassung  war  insofern  von  Bedeutung,  als  dieser  Ansdrsd: 
itir  den  allgemeinen  Coefficienten  dazu  dient,  des  Verfiuse» 
Formeln  mit  den  Entwickelungen  von  Leverrier  in  den  AsDibf 
de  rObservatoire  de  Paris  I.  (1855.  p.  275-330,  353-383)  n  v^ 
knüpfen.    Der  Verfasser  resumii*t  hier  die  Frage  der  Va^^UOBOf' 
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Le  Theile  seiner  Abhandlung  sind  folgende:  1)  Formeln  für  den 
(gemeinen  Coeffieienten  i>(y, /);  2)  Specielle  Fälle,  y4-/  =  0, 
4,  6,  die  in  der  Planetentheorie  vorkommen;  3)  Vergleich  mit 
jverrier;  4)  die  Entwickelung  in  Potenzen  von  e,  c';  5)  Be- 
ichtung eines  speciellen  Falles;  6)  Leverrier's  Resultate,  aus- 
drückt in  den  Argumenten  L'— Ö',  L'— 77',  L— ö,  L-II.  Der 
ßiproke  Werth  der  Entfernung  (bis  zur  7 ***"  Ordnung)  wird  in 
iellarischer  Form  (7  Seiten  umfassend)  durch  L'— ö'  etc.,  in 
5lche  der  Verfasser  Leverrier's  Argumente  transformirt,    dar- 

stellt.     Die   Ausdrücke t« —  und s — ,  bis   zum 

"  Grade  in  den  Excentricitäten  und  der  Inclination  entwickelt, 
iren  von  Leverrier  gegeben  und  sind,  ebenfalls  in  L'—ö'  etc. 
isgedrückt,  in  tabellarischer  Form  aufgestellt.  61r.  (0.) 

.  Cattley.    Note  on  a  pair  of  differential  equations  in 
the  lunar  theory.   Monthl.  Not.  xxxil.  31-32  1871. 

Die  Gleichungen  sind: 

'Es  wird  bemerkt,  dass  es  für  einige  Zwecke  passend  ist, 
her  Ar  und  y  zu  behalten,  als  sie  durch  ihre  Werthe  in  der  Mond- 
eorie,  nämlich  die  Einheit  zu  ersetzen.  Glr.  (0.) 

Cayley.  On  a  pair  of  differential  equations  in  the 
Ulnar  theoiy.      Monthl.  Not.  XXXII.  201 -20G. 

Losung  der  Gleichungen: 

derselben  Art,  wie  sie  der  Verfasser  in  der  obigen  Afbeit 
öeinandergesetzt  hat.    Die  Glieder  werden  bis  zu  m*^  genommen; 
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in  den  Werthen  q  und  r>^  ist  k  =  y  gesetzt,  so   dass  die  Co 
ficienten  von  k,  A^  k^  dargestellt  werden.  Glr.  (0.) 

A.  Cayley.      On    the   expression  of  Delaunay's  /,  g. 
in  terms  of  hiß  tinally  adopted  constants.      Monthl.  ^ 

XXXII.  8-16.  1871. 

In  Delaunay's  Mondtheorie  ist  l  die  mittlere  Anomalie  ( 
Mondes,  g  die  mittlere  Entfernung  des  Perigäums  vom  aofsl 
genden  Knoten,  h  die  mittlere  Länge  des  aufisteigenden  Knote 
Grössen,  welche  direct  wie  die  Zeit  variiren,  und  die  Coefficienl 

von  t  oder  die  Wertbe  von  -rr>  -jr>  -ir  sind  in  seiner  „Th^o 

dt      dt      dt  " 

du  mouvement  de  la  Lune**  IL  p.  237  und  238  gegeben.    Die 

Werthe  sind  aber  nicht  in  den  Gonstanten  a>  e,  y  ausgedrfic) 

die  zum  Schluss   angwandt  und    p.  800  erklärt   sind.      In  di 

vorliegenden  Arbeit  giebt  Herr  Cayley  die  dazu  nöthigen  Trau 

formationen.  Glr.  (0.) 

A.  Cayley.     On  the  expression  of  M.  Delaunay's  h  + 
in  terms  of  bis  finally  adopted  constants.     Monthl.  No 

XXXII.  74. 
In  Folge  der  obigen  Arbeit  hat  Herr  Cayley  einen  Brie 
von  Delaunay  erhalten,  in  welchem  derselbe  mittheilt,  dass  e 
selbst  Ausdrücke  für  /,  g  und  h  gefunden,  die  mit  denen  m 
Cayley  (bis  auf  einen  Druckfehler)  identisch  sind.  Er  hat  andk 
4  weitere  Glieder  fttr  h  +  g  gefunden,  die  mitgetheilt  werden. 

Glr.  (0.) 

A.  Cayley.     Notice  of  a  memoir  by  Prof.  S.  Newcoml 
on   the  lunar  tlieory.    Monthl.  Not.  XXXI.  260-268.  1871. 

Kurze  Notiz  über  eine  Abhandlung  von  Prof.  Newcomb» 
den  C.  R.  vom  3.  April  187J,  s.  F.  d.  M.  IIL  p.  555. 

Glr.  (0.) 

Gh.*  Dklaünay.     Note   sin-  les  mouvements  du  pÄ^ 
et  du  noeud  de  la  Lune.     c.  R.  Lxxnr.  17-»1. 
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Delaunay  giebt  in  seiner  Mondtheorie  die  Ausdrücke  für  die 
ittlere  Bewegung  des  Knotens  und  des  Perigäums  .der  Mond- 
ihn  bis  auf  Grössen  von  der  siebenten  Ordnung  der  kleinen, 
»rt  als  Grössen  erster  Ordnung  angesetzten  Quantitäten  genau, 
erliegende  Note  enthält  die  Mittheilung  der  Fortsetzung  dieser 
isdrücke  bis  auf  Grössen  neunter  Ordnung.  Die  Substitution 
imeriseher  Werthe  in  diese  Ausdrücke*  liefert  für  die  beiden 
ttlere&  täglichen  Bewegungen  Zahlen,  welche  bis  auf  0",  1  mit 
n  aus  zahlreichen  Beobachtungen  abgeleiteten  übereinstimmen, 
^e  Differenz,  welche  sich  vermuthlich  bei  noch  weiterer  Approxi- 
ition  vermindern  wird,  soweit  man  dies  wenigstens  aus  der  Art 
d  Weise,  in  welcher  die  bereits  bekannten  Coefficienten  ab- 
hmen,  schliessen  kann.  B. 

I.  Delaunay.     Variations  s^wlaires  des  moyens  mou- 
vements  du  pdrig^e  et  du  noeud  de  la  Lune. 

0.  R.  LXXIV.  152-153. 

Mittheilung  einer  weiteren  Approximation  für  die  secularen 
Änderungen  der  mittleren  Bewegungen  des  Mond -Knotens  und 
s  Perigäums.  B. 

.    Resal.      Theorie    gdomdtrique    du    mouvement    des 

planstes.    C.  R.  LXXIV.  743-746. 

Enthält  eine  einfache  geometrische  Herleitung  der  von  La- 
ange  in  seiner  Theorie  g^oifiätrique  du  mouvement  des  aphälies 
Jgebenen  Formeln.  Die  aufgestellten  Betrachtungen  führen 
rect  dazu,  die  Variationen  der  grossen  Axe  und  der  Apsiden- 
ne  einer  Planetenbahn  auszudrücken  durch  die  Componenten 
•r  störenden  Kräfte,  genommen  längs  der  Tangente  und  Nor- 
rie der  Bahnellipse.  B. 

Leverrier.    Memoire  sur  las  th^ories  des  quatre  pla- 
nhtes  supörieures :  Jupiter,  Saturne,  Uranus  et  Neptune. 

C.  R.  LXXIV.  1305-1310. 

Leverrier.     Sur  les  masses  des  planfetes  et  la  paral- 
laxe  du  Soleil.    C  R.  Lxxv.  165-172. 
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J.  Leverrier  Determination  des  variations  seculaires 
des  qiuitre  planstes,  Jupiter,  Saturne,  Uranus  et  Neptuue. 
C.  R.  LXXV.  1158-1 IGG. 

B. 

Faye.  Note  snr  les  conditions  d'^quilibre  et  sur  la  iia- 
ture  probable  des  anneaux  de  Saturne.  C  R.  LXXV  645-647. 

Faye.  Note  sur  la  stabilite  des  anneaux  de  Saturne. 
C.  R.  LXXV.  7aJ-795. 

B. 

O.  Struve.  Sur  Texactitude  qui  doit  6tre  attribaee  Ji 
la  valeur  du  coefficiont  cou staute  de  raberration. 

C.  R.  LXXV.  7I)5-79S. 

ß. 

•   - 

A.  Mannheim.    Sur  un  modfeie  de   vernier.      c.  R  LXXV. 

1495-1497. 

B. 

A.  Schell.  lieber  den  Einfluss  der  Fehler  des  Spiegel- 
sextanten auf  die  Winkebnessung.     Schlomilch.  z.  XVii 

465-475. 
Der  Verfasser  leitet  direct  aus  der  Betrachtung  der  Figur 
des  SextaDtcn  auf  einem  einfachen  Wege  die  schon  früher  vod 
Encke  und  Grunert  gegebene  Formel  für  die  Correction  der  un- 
mittelbaren  Angaben  des  Instrumentes  ab  und  giebt  mehröre 
Methoden  zur  Bestimmung  der  Feblerconstanten  au.  B. 

J.  A.  Grunert.  Neue  Auflösungen  einer  nautisch-astro- 
nomischen und  einer  geodätisch -astronomischen  Auf- 
gabe.    Gruuert  Arch.  LIV.  419-447.  I'' 

„Neue  ganz  allgemeine  analytische  Auflösung  der  Doawff'- 
sehen  Aufgabe  in  vollständig  entwickelten  Formeln.'*       B. 

C.  F.  W.  Peters.      Berichtigung   zu  Brünnow's  splwn- 
scher  Astronomie.    Astr.  Nachr.  Lxxx.  23:1-286.  mn 
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Berichtigung  mehrerer  auch  in  die  dritte  Auflage  des  be- 
anten  Brttnnow'schen  Lehrbuches  über  sphärische  Astronomie 
3rgegangenen  Versehen  und  Fehler  in  dem  Abschnitte,  welcher 
h  auf  das  Passageninstrument  im  ersten  Vertical  bezieht. 

B. 

ToDHUNTER.    Oll  tlie  proposition  38  of  the  third  book 

Of  Newton's   Principia.     Monthl.  Not.  XXXII.  234-236. 

Newton  hat  es  in  der  oben  bezeichneteä  Proposition  unter- 
QQmen,  die  Figur  des  Mondes  zu  bestimmen.  In  seiner  Auf- 
llung  ist  jedoch  ein  Fehler.    Er  findet 

•  M  die  Masse  der  Erde,  B  die  kleinere  und  Ä+ff  die  grössere 
e  derselben  ist;  m,  h  und  6  +  ^  bezeichnen  ähnliche  Grössen 

•  den  Mond.  Auf  diesen  Fehler  ist  im  Jahre  1768  von  Paul 
isi  aufmerksam  gemacht  worden,  er  wurde  aber  weder  vorher 
ch  nachher  wieder  erwähnt.  Glr.  (0.) 

C.  HoüZEAU.  Note  additionnelle  sur  ia  mesure  des 
distances  de  Venus  au  soleil,  de  centre  en  centre,  pen- 
dant  las  passages  de  la  planfete.     Bull.  deBeig.  (2)xxxiri. 

453-497. 

Antwort  des  Verfassers  auf  eine  Kritik  von  Airy  ttber  die 
aktischen  Schwierigkeiten,  welche  die  Construction  eines  Helio- 
iters  bieten  wUrde,  dessen  Princip  im  vorigen  Bande  der  Fort- 
iritte  angegeben  ist.    (Siehe  F.  d.  M.  III.  p.  559). 

Mn.  (Wn.) 

Kaiser.  Berigt  omtrent  eenige  der  maatregeln,  die 
genomen  zyn  ter  waarneining  van  der  overgang  der 
planeet   Venus  voorby  de   Zonneschyf,   op   den  S^ten 

December    1874.      Versl.  eu  Meded.    Lesde  deel.  98-116. 

Kurze  Notiz  über  die  verschiedenen  Methoden,  die  vor  1872 
ir  Berechnung  der  Sonnenparallaxe  angewandt  sind,  und  etwas 

Fortschr.  d.  Math.  IV.  3,  gC) 
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detaillirtere  Angaben  über  die  von  den  Astronomen  ergriffenen 
Maassregeln,  um  den  Vorübergang  der  Venus  vor  der  Sonne  am 
StenDeeember  1874  mit  möglichstem  Nutzen  beobachten  zu  kön- 
nen. Diese  Angaben  sind  vorzugsweise  fttr  solche  bestimmt;  die 
sich  nicht  speciell  mit  Astronomie  besöhäftigen.  Mn.  (Wn.) 

Hopmann.     Berechnung  des  Vorüberganges    der  Venus 
vor  der  Sonnenscheibe.     Pr.  Bayreuth. 

Es  wird  in  dieser  Abhandlung  die  vollständige  Berechnung 
aller  Umstände  eines  Venusdurchganges  mit  elementaren  Hfilfr 
mitteln  durchgeführt.  Von  Interesse  ist  es  zu  sehen,  wie  manche 
von  ihrem  Urheber  in  complicirter  Form  dargestellte  Vorschrill 
sich  in  ein  einfaches  Gewand  kleiden  lässt.  Gr. 

0.   Flammarion.      Sur  le  temps  qua  las  planstes  met- 
traientk  tomber  dans  le  soleil.    Mondes  (2)  xxvii.  558-562. 

0.  SziLY.    Eucore  un  mot  sur  le  temps  qua  las  planstes 
mettraient  k  tomber  dans  le  soleil.     Mondes  (2)  xxva 

661-662. 

Herr  Flammarion  hat  in  der  obigen  Notiz  auf  empirigcheB 
T 
Wege  die  Formel  l  =  -7=  abgeleitet,  wo  t  die  Dauer  des  Falb 

eines  Planeten  bis  zum  Mittelpunkt  der  Sonne  bezeichnet  (?Dr- 
ausgesetzt,  dass  die  Centrifugalkraft  plötzlich  Null  würde),  T  die 
Umlaufszeit  des  betreffenden  Planeten.  Herr  Szily  sucht  dietti 
Satz  theoretisch  zu  beweisen,  indem  er  von  der  allgemeiBei 
Formel  für  den  Fall  auf  der  Sonne 

t  =  [^  -^ —  =  ^aarccos h  r  ««  —  o?' 

ausgeht,  wo  i  die  Zeit  des  Falls  för  den  Weg  x,  a  die  arspribV 
liche  Entfernung  des  Planeten,  g  die  Schwere  an  der  Oberflieki 
der  Sonne,  r  den  Badius  derselben  bezeichnet  0.       1) 


Studiosus.    Rdclamation.    Mondes  (2)  xxvn.  605-e96.         L 
Der  Einsender,  ein  Italiener,  bemerkt,  dass  der  oben  aoi- 1^ 
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^procbene  Satz  sich  bereits  in  Santinrs  Astronomie  T.  IL  p.  ßO 
Bit  ganz  ähnlicher  Ableitung  findet.  0. 

Tb.  MoLDBNHAUER.      Die  Axendrehung   der  Weltkörper. 

Berlin,  Weber. 

Der  Verfasser  leitet  folgenden  Satz  her:  „Es  verhalten  sich 
lie  Kuben  der  Rotationszeiten  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der 
Sntfernungen.^  Die  Herleitung  beruht  indess  auf  einer  falschen 
Erklärung  der  Rotation  der  Planeten.  0. 

S.  BüDDE.     Ueber  einige  Folgerungen  aus  der  heutigen 
Lehre  vom  Kosmos.     Po?g.  Ann.  CXLV.  463-469. 

0. 

\..  Cayley.     On   the  graphical  construetion    of  a  solar 

eclipse.     Mem.  of  B.  Astr.  Soc.  XXXIX.  p.  I,  1-17.  1871. 

Die  Abhandlung  enthält  die  Erklärung  der  graphischen  Con- 
itruotion  einer  Sonnenfinsterniss,  welche  nach  dem  Verfasser  be- 
]uem  und  einer  beträchtlichen  Genauigkeit  fähig  ist;  er  glaubt, 
lass  wenn  sie  mit  einer  Scala  vom  Radius  =  12  Zoll  gemacht 
^ird,  mit  Hülfe  derselben  ein  Diagramm  construirt  werden  kann, 
wie  die  Finsterniss  -  Diagramme  des  ^Nautical  Almanac,^  mit 
nrenigstens  ebensoviel  Genauigkeit,  als  es  auf  einem  Diagramm 
n  jeuer  Scala  ausgeführt  werden  kann. 

Man  stelle  sich  die  Himmelskugel  als  vom  Mittelpunkt  der 
Erde  aus  in  jedem  Augenblick  während  der  Finsterniss  in  solcher 
Weise  stereographisch  projicirt  vor  —  der  Radius  des  begrenzen- 
den Kreises  der  projicirten  Halbkugel  sei  gegeben  — ,  dasgf  der 
Mittelpunkt  des  Mondes  immer  auf  dem  Mittelpunkt  M  der  Pro- 
lection  und  der  Nordpol  JV  der  Erde  auf  einem  gegebenen  Radius 
)Ieibt,  indem  seine  Lage  auf  diesem  Radius  in  variabler  Entfer- 
lung  ist.  Wäre  nun  die  Lage  des  Mittelpunktes  der  Sonne  auch 
ttr  jeden  Augenblick  auf  der  Projection  eingetragen,  wie  um  die 
i^rojection  der  relativen  Sonnenbahn  zu  erhalten,  so  wltrde  diese 
Sahn  (welche  nicht  gezeichnet  zu  sein  braucht)  eine  bestimmte 
rarze  Linie  sein,  nahezu  gerade  und  dem  Mittelpunkt  der  Pro« 

39* 
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jection  nahe  liegend.   Wenn  die  Lage  der  Sonne  auf  der  relativen 
Bahn  in  einem  Augenblick  mit  S'  bezeichnet  wird,   so   geht  die 
gerade  Linie  MS'   in  der  Projection   des  Bogens    des   grossten 
Kreises  durch  die  Mittelpunkte  von  Mond  und  Sonne,   so  dass, 
wenn  £  die  Winkelentfernung  der  Mittelpunkte  ist,   tang|£  die 
Länge  der  Linie  MS'  ist.     Nun  verlängere  man  S'M  über  den 
Mittelpunkt  M  bis  zu  einem  Punkte  Z,  und  betrachte  Z  als  Dar« 
Stellung  eines  Punktes  auf  der  Oberfläche  der  Erde  (die  Methode, 
um   die   graphische  Lage  von  Z  zu  bestimmen,    wird   erklärt). 
Ferner   betrachte   man  Sonne   und   Mond  als   gesehen  von  Z; 
es  möge   dabei   die  parallactische   Depression    der    Sonne  ver- 
nachlässigt und  dem  Monde  eine  Verrückung  gleich  der  DiflFereni 
der  parallaktischen  Verrückungen  von  Mond  und  Sonne  beigelegt 
werden,    d.  h.  man  betrachte   den  Mittelpunkt  des  Mondes  als 
herabgedruckt   durch  die  Parallaxe  in  der  Richtung  des  Bogen« 
MS' durch  einen  Bogen  0,99837  (a'—^') sin ZM,  wo  (f—n'  die  Dif- 
ferenz  der    äquatorialen    horizontalen   Parallaxe    zur  Zeit  der 
Finsterniss  ist,  und  die  Constante  dem  Nautical  Älmanac  für  183G 
entnommen  ist.     Wenn  dann  Q'  so   gewählt  wird,    dass  seine 
Winkelentfernung  von  S'  gleich  der  Summe  der  Winkelhalbmesser 
von  Sonne  und  Mond  ist,  so  ist  der  Ort  von  (y  sehr  nahe  ein 
Kreis  um  den  Mittelpunkt  S',  und  die  entsprechenden  T^iagen  von 
Z  geben  die  Stellen  auf  der  Erde,  wo  die  Ränder  in  äusserer 
Berührung  sind,  d.  h.  sie  geben  die  Halbschatten-Curve  auf  der 
Oberfläche  der  Erde  für  die  Positionen  S'  der  Sonne.    Dies  ist 
eine  kurze  Darstellung  des  Princips   der  Methode,    die  in  der 
Abhandlung  in  einigen  Punkten   vereinfacht  ist.     Eb  wird  dbi 
gezeigt,  wie  die  relative  Bahn  der  Sonne  durch  eine  erweiterte 
relative  Bahn  ersetzt  werden  kann  und  da  man  (um  die  geo- 
graphischen Bezeichnungen   der  Figur   zu  gebraudien)  auf  der 
Projection  die  Lage  des  Meridians  von  Greenwich ,  welche  foA 
mit  der  Lage  von  S  ändert,  zeichnen  muss,  wird  gezeigt,  wie 
eine  einzige  vollständige  Projection  dazu  benutzt  werden  kiiiii 
Die  Art  der  Construction  der  relativen  Bahn  wird  weitlädy  i**  I !( 
einandergesetzt,  und  es  wird  bewiesen,  dass  die  stereogra|Äirki  I  ^ 
Projection  der  Halbschatten-Curve  auf  der  Erdoberfläche  (ww^  I  % 


Capitel  2.    AstroDomie.  599 

die  Projection  als  auch  die  durch  die  angenäherte  Methode  ge- 
gebene, die  in  der  Abhandlung  beschrieben  ist)  eine  bicirculare 
Curve  4"""  Grades  ist.  Die  Arbeit  schliesst  mit  praktischen  Rath- 
schlägen  und  einer  Anwendung  auf  die  Finsterniss  vom  21.  und 
22.  December  1870.  Glr.  (0.) 

E.    SoYMiE.      Extension    de    Toctant  ä   la    mesure   d'au 
moins  120®  en  practique  et  180"  en  thdorie.      Mondes 
(2)  XXVII.  652-653. 
Beschreibung  einer  Modification  des  Octanten,  um  auch  Win- 
kel bis  zu  120"  zu  messen.  0. 

\.  Freeman.    Graphic  conversion  of  stellar  coordinates. 

Monthl.  Not.  XXXIII.  18-23. 
Der  Verfasser  setzt  auseinander,  wie  man  mit  hinreichender 
Genauigkeit  ftlr  eine  gegebene  Breite  ein  Diagramm  construiren 
LÖnne,  welches  die  Stundenkreise  und  die  Polardistanzkreise  der 
richtbaren  Himmelskugcl  darstellt  in  ihrer  Lage  gegen  die  Ver- 
akalkreise und  die  Kreise  gleicher  Höhe.  Glr.  (0.) 

J.  G.  Galle,  lieber  das  Nordlicht  vom  4.  Februar  d.  J. 
und  über  §ine  Methode  zur  Höhenbestimmung  der 
Nordlichtstrahlen.    Pogg.  Ann.  CXLVL  133-148. 

Ableitung  von  Formeln,  um  aus  dem  Abstand  der  Krone  des 
ifordlichtes  vom  magnetischen  Zenith  des  Beobachtungsortes  und 
las  der  scheinbaren  Höhe  eines  Nordlichtstrahles  die  lineare  Er- 
icbung  der  Mitte  und  der  Endpunkte  des  Strahls,  sowie  die 
ineare  Länge  desselben  zu  berechnen.  Wn. 

r.  ViLLARCEAU,  Sur  la  constante  de  Taberration  et  la 
vitesse  de  la  lumifere  consid^rees  dans  leurs  rapports 
avec  le  mouvement  absolu  de  translation  du  Systeme 

solaire.      C.  R.  LXXV.  854-860. 

Bei  der  Ableitung  der  Aberrationsconstante  wird  nur  die 
(ewegung  der  Erde  um  die  Sonne  berücksichtigt,  nicht  die  Be- 
legung des  ganzen  Sonnensystems  im  Weltenraume.  Bei  Bertlck- 
nebtigung  des  letzteren  ist  die  Aberration  nicht  mehr  für  alle  Sterne 
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constant,  sondern  wird  für  jeden  einzelnen  Stern  bestimmt  durch 
die  (ohne  Beweis  mitgetheiite)  Formel: 
K  1 


-|^co8Ä+  y  1  —  rpSm^Ä 

Darin  ist  V  die  Geschwindigkeit  des  Lichts,  U  die  Translalions- 
geschwiudigkeit  des  Sonnensystems,  k  der  Winkel,  den  die  Rich- 
tung des  Sterns  mit  der  absoluten  Bewegung  der  Sonne  bildet, 
K  eine  Constante,  die  von  der  Bewegung  der  Erde  abhängt,  so 

dass   yr  die  Abcrrationsconstante  für   f/  =  0  ist     Die  Struve- 
sehen  Beobachtungen  reichen  nicht  aus,   zu  entscheiden,   ob  U 
gegen  V  zu  vernachlässigen  ist,  sondern  dazu  würden  correspon- 1 
dirende  Beobachtungen  auf  der  südlichen  Erdhälfte  nöthig  seio. 

Wn. 

G.  Schubring.     Immerwährender  Kalender.     Giebel  z.  (2) 

V.  452-458. 
Die  Arbeit  ist  ein  Nachtrag  zu  der  im  vorigen  Bande  des 
Jahrbuchs  p.  564  besprochenen.    Sie  enthält  neben  der  Beschrei- 
bung eines  weiteren  Kalenders  Berichtigungen  und  Zusätze  id 
der  betreffenden  Arbeit.  0. 

A.  Schwarz.     Der  jüdische  Kalender  astronomisch  uuJ 

historisch   untersucht.     Breslau  1872. 
Den  Inhalt  dieses  Werkes  (nebenbei  bemerkt^  gekrönte  Preis- 
schrift) eingehend  zu  besprechen,  dürfte  sich  vorläufig  noch  nicbt 
empfehlen.    Es  hat  nämlich  ein  Sachverständiger,   der  auch  ak 
Mathematiker  durch  verschiedene  Arbeiten  in  Crelle's  Journal  be- 
kannte Gelehrte  Slonymski,  gegen  den  uns  hier  allein  intereoi- 
renden  Theil  jener  Schrift  in  Geigers  Jüdischer  Zeitschrift^  ge- 
wichtige Einwendungen  erhoben,  welchen  Herr  Schwarz  (FrSakefi 
Zeitschrift  für  Geschichte  und  Wissenschaft  des  JudenilraiDS)  ii 
einer  längeren  Antikiitik  entgegnete.    Es  ist  deshalb  woU  isg^ 
zeigt,  das  Referat  im  Zusammenhang  mit  den  anderen 
Artikeln  auf  das  Jahr  1874  zu  verschieben.  Gr.      |  ^ 
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G.  Bellavitis.  Seconda  parte  della  XV  rivista  di  giornali. 

Att.  d.  Ist.  Ven  ,4)  I.  393-458. 
Theil  einer  kritischen  Uebersicht,  weiche  der  Verfasser  in 
den  Atti  d.  Ist.  Ven.  zu  veröffentlichen  pflegt.  Bei  den  mathe* 
matischen  Abhandlungen,  welche  allmählig  besprochen  werden, 
läset  der  Verfasser  in  einigen  Fällen  der  kritischen  Besprechung 
ein  Verzeichniss  der  Arbeiten  folgen,  welche  mit  Vortheil  in  den- 
selben oder  ähnlichen  Gegenständen  zur  Orientirung  benutzt 
werden  können.  Jg.  (0.) 

J.  WoEPiTZKY.  Elemente  der  Mathematik  für  gelehrte 
Schulen  und  zum  Selbststudium.  Erstes  Heft:  Die 
Arithmetik.  Zweites  Heft:  Algebra,  Combinationslehre 
nebst    Wahrscheinlichkeitsrechnung ,    Kreisfunctionen 

nebst  Trigonometrie.    Berlin.    Weidmann. 

Das  erste  Heft  behandelt  nach  einem  einleitenden  Kapitel 
über  die  Grössenlehre  die  sieben  Operationen,  zu  deren  voll- 
ständiger  Erledigung  die  Theorie  der  Reihen,  des  binomischen 
Satzes  und  eine  rein  arithmetische  Theorie  der  Kreisfunctionen 
mit  hineingezogen  sind,  letztere  hauptsächlich  mit  Rücksicht  auf 
die  Theorie  des  Imaginären.  In  einem  Anhange  werden  die 
geometrischen  Veranschaulichungen  des  Grössenbegriffs  mit  ein- 
gehender Berücksichtigung  des  Imaginären,  in  einem  zweiten  die 
numerischen  Rechnungen  besprochen.  Aus  dem  Inhalte  des 
iBweiten  Heftes  ist  hervorzuheben  eine  etwas  erweiterte  Definition 
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der  reciproken  Gleichungen  als  solcher,  bei  denen  die  Pr 
je  zweier  zusammengehörigen  Wurzeln  einander  gleich  sin 
sich  wohl  in  weiteren  Kreisen  Eingang  verschaffen  dürfi 
sich  dieser  allgemeinere  Fall  fast  ebenso  einfach  bebandeli 
wie  die  gewöhnlich  in's  Auge  gefassten  specielleren  Falk 
sowohl  in  theoretischer  Beziehung  von  Interesse,  wie  rücksii 
der  Anwendung  z.  B.  zur  Behandlung  cubischer  Gleich 
äusserst  bequem  sind.  An  die  allgemeine  Theorie  der  alg 
sehen  Gleichungen  und  die  Näherungsmetboden  zur  Aufl 
derselben  sind  Functionsbetrachtungen  geknüpft  (Maxima 
Minima  etc.)  mit  geometrischer  und  mechanischer  Verani 
lichung.  Die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  geht  selbstversta 
nicht  über  die  Elemente  hinaus.  In  der  Trigonometrie,  e 
und  sphärischen,  welche  wohl  vorzugsweise  aus  einem  prakti 
Grunde  mit  in  dies  Heft  gestellt  ist,  wird  mehr  als  in  a 
Lehrbüchern  betont,  dass  als  unabhängige  Variabein  der  tri 
metrischen  Functionen  der  Arcus,  also  eine  reine  Zahl  z 
trachten  sei.  Die  Durchffthrung  des  Systems  der  Trigonoi 
verbindet  in  bemerkenswerther  Weise  die  Anforderungen 
retischer  Durchsichtigkeit  und  Bestimmtheit  und  praktische] 
wendbarkeit,  letztere  namentlich  durch  die  Einführung  S( 
Hülfsgrössen,  die  für  die  Lösung  der  meisten  Aufgaben  di 
quemsten  sind,  z.  B.  in  der  ebenen  Trigonometrie  walte 
Tendenz  vor,  alle  vorkommende  Stücke  durch  d(=  2r)  un 
Winkel  auszudrücken,  wodurch  dem  Schüler  zugleich  eine 
brauchbare  Handhabe  zur  Lösung  von  Aufgaben  gegeben  w 

Das  Buch  weicht  in  wesentlichen  Punkten  bedeutend 
dem  Herkömmlichen  ab,  namentlich  im  ersten  Hefte,  auf  wel 
sich  die  folgenden  Bemerkungen  vorzugsweise  beziehen, 
formeller  Hinsicht  ist  es  das  ausgesprochene  Bestreben  des' 
fassers,  eine  streng  systematische  Anordnung  und  streng  wis 
schaftliche  Begründung  zu  geben^  beides  jedoch  so,  dass  es 
Fassungsgabe  der  Schüler,  wenigstens  derer  auf  der  höchf 
Stufe  nicht  übersteigt,  und  sie  nicht  nur  mit  den  Resultaten,  8 
dern  auch  mit  der  Zweckmässigkeit  der  Entwickelang,  der( 
geführten  Begriffe  und  Begriffserweiterungen  bekannt  macht)  \ 
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or  alleru  den  Zugammenhang  der  raathetnatischen  Disciplinen 
nter  einander  und  mit  der  Wissenschaft  überhaupt  bekannt 
lachen  soll.  Deshalb  sind  die  Erfahrungen,  die  den  Ausgangs- 
•nnkt  des  mathematischen  Denkens  bilden,  anfangs  mit  logischer 
Ichärfe  besprochen,  und  an  jeder  Stelle  sind  die  nothwendigen 
tegriffserweiterungen  durch  Definitionen  bestimmt  hervorgehoben, 
nd  die  statt  derselben  häufig  beliebten  Scheinbeweise  vermieden. 
für  an  einigen  Stellen  scheint  dem  Referenten  dies  Princip  nicht 
anz  streng  durchgeffthrt,  so  namentlich  §4  1.  und  §5  VI.,  wo 
ie  erste  Definition  der  Grösse  auch  discontinuirliche  Grössen  ein- 
öhliesst,  während  die  zweite,  zusätzliche,  dieselben  ausschliesst, 
nd  §  29  IV  A,  wo  bewiesen  wird,  dass  ein  Product  gleich  Null 
jt,  wenn  der  Multiplicator  es  ist,  obwohl  die  Operation  des 
lultiplicirens  vorher  nur  für  positive  und  negative  Multiplica- 
>ren  definirt  ist,  die  Definition  also  auf  den  Multiplicator  Null 
rweitert  werden  mttsste.  Dagegen  bildet  die  correcte  Einftlhrung 
les  Irrationalen  einen  wesentlichen  Vorzug  gegenüber  andern 
)arstellungen.  Dieselbe  geschieht  im  Anschluss  an  das  Dividiren 
;leichartiger  Grössen,  und  es  wird  hierbei  sofort  der  mathema- 
ische Begriff  des  Unendlichen  und  des  Grenzwerthes  einer  Ver- 
Inderlichen  scharf  festgestellt,  nach  dessen  Einführung  das  Irra- 
ionale  keine  Schwierigkeiten  mehr  bietet. 

Was  ferner  den  wissenschaftlichen  Grundgedanken  betrifft, 
o  ist  der  Ausgangspunkt  des  Verfassers  der  folgende":  Der  Ver- 
sisser  definirt  die  Zahl  als  die  Form  einer  Grösse ,  d.  h.  als  die 
k-rt,  wie  eine  Grösse  aus  einer  andern  entsteht.  Die  Arithmetik 
rt  ihm  nun  der  Theil  der  Mathematik,  in  welchem  man  die 
i'össen  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Qualität  betrachtet,  in  welchem 
«o  die  Zahl  nur  als  operatives  Hülfsmittel  der  Grössenbetrach- 
Qg  erscheint,  während  die  Zahlentheorie  auch  von  dem  Quantum 
Btrahirt  und  nur  die  formellen  Gesetze  der  Zahlen  zum  Objecte 
^*  (Es  ist  hier  übrigens  zu  erinnern,  dass  aus  der  gegebenen 
•finition  der  Grösse  nicht  mit  Nothwendigkeit  hervorgeht,  dass 
>^  Quotient  von  zwei  constanten  gleichartigen  Grössen  endlich 
'^Xi  muss,  was  für  des  Verfassers  Theorie  des  Unendlichen  noth- 
^tidig  ist.)    Von  dem  oben  besprochenen  Gesichtspunkte  aus- 
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gehend  betrachtet  der  Verfasser  die  vier  ersten  Operati 
an  Grössen  vorgenommene.  Erst  nachdem  in  der  Divi 
Operationen  des  Theilens  und  Messens  für  sich  behand 
durch  welche  die  Begriffe  der  gebrochenen  und  der  im 
Zahl  gewonnen  werden,  ist  es  möglich,  alle  gleichartigen 
als  Producte  der  Einheit  mit  einer  Zahl  darzustellen, 
reelle  Zahl  kann  nun  nicht  nur  als  operatives  Zeichen  (Multi 
Exponent  etc.);  sondern  auch  als  eine  ideale,  continuirlichi 
(ohne  Qualität)  betrachtet  werden,  wodurch  für  die  fc 
drei  Operationen  eine  bequeme  Basis  geschaffen  ist.  Di 
fassung,  consequepter  durchgeführt,  als  in  älteren  Werk 
einen  Gegensatz  bildend  zu  den  meisten  neueren,  die 
discreten  Zahl  ausgehen,  scheint  in  der  That  den  Vorzug 
dienen,  da  durch  sie  der  arithmetische  Gedankenprocess 
hervortritt,  und  die  Anschauung  in  lebendiger  Verbindi 
den  Begriffen  bleiben  kann. 

Beiläufig  sei  die  Bezeichnung  des  Logarithmus  l-r- 

er wähnt,  die  der  Verfasser  vorschlägt  und  neben  der  ge 

liehen  anwendet.   Dieselbe  hat  vor  der  ähnlichen  im  Mehh 

a 
Buche  gewählten:  ><  den  Vortheil,  auch  für  längere  Nun 

quem  zu  sein. 

Wenn  nun  aus  dieser  Besprechung  hervorgeht,  dass  B 
den  wissenschaftlichen  Principien  des  Verfassers  im  Weser 
zustimmt,  und  das  Buch  als  ein  dem  angehenden  Mathei 
und  dem  Lehrer  in  vieler  Hinsicht  nützliches  bezeichnen 
so  kann  derselbe  doch  nicht  verhehlen,  dass  dem  ersten 
unbeschadet  des  wesentlichen  Inhaltes  eine  minder  schwei 
Form  der  äusseren  Darstellung  (Vgl.  beispielsweise  §4, 
dringend  zu  wünschen  wäre,  da  es  sich  in  der  jetzigen  ( 
schwerlich  die  Verbreitung  erringen  wird,  die  es  aus  sacb 
Gründen  zu  verdienen  scheint.  i 

Helmes.    Die  Elementar  -  Mathematik.     RecensioD  ^ 

Gott.  Anz.  1872.  265. 
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5.  Nktoliczka.  Repetitoriuin  der  mathematischen  Physik. 

Graz. 

lyHEVALLiER  et  MüNTz.      Problfemes    de    mathematiques 

avec   leurs  SolutlOllS   ddveloppöes.      8.  Paris.  Üauthier-Vülars. 

\..   DE  1\I0RGAN.    Budget   of  paradoxes.   London   8^  Longmans. 

Hi. 
5.  Binder.     Ein  falscher  Satz.    Hoffmann  z.  in.  367-369. 

Entdeckt  in  der  Aufgabensammlung  von  Gandtner  und  Jung- 
lans.  H. 

Pick.     Ueber  das  Abtheilen  grosser  Zahlen.    Uoffmann  z. 

III.  270-271. 

Empfohlen  wird  das  Abtheilen  der  Ziffern  zu  je  6  mit  blossem 
Zwischenraum,  von  den  Einern  nach  beiden  Seiten  bin,  vor  dem 
Decimalbruch  ein  Punkt  oben;  gegen  Kober  wird  bemerkt,  dass  ein 
natbematisches  Buch  nicht  ,^ohne  Griffel  in  der  Hand  lesbar'^ 
(a  sein  braucht  und  nicht  ohne  ihn  gelesen  werden  soll.      H^ 

70N  DER  Heyden.     Das  Eechenlineal    ein  an   höheren 
Lehranstalten  einzuführendes  Unterrichtsmittel. 
Hoffmann  Z.  III.  336-346. 

Das  ßechenlineal ,  dessen  Einrichtung  und  Gebrauch  der 
iTerfasser  deutlich  zu  machen  sich  bemüht,  obwohl  Bestimmtheit 
les  Ausdrucks  vielfach  zu  vermissen  ist,  besteht  im  Wesentlichen 
US  2  an  einander  verschiebbaren  logarithmisch  getheilten  Maass- 
priäbeu.  Es  wird  gezeigt,  wie  man  die  Resultate  von  Multiplica- 
äk)n,  Division,  Quadratwurzeln,  Kubikwurzeln,  sowie  die  combi- 
lirter  Operationen  etwa  bis  auf  4  Stellen  daran  ablesen  kann. 
^a»  Instrument  sei  überall  in  Frankreich,  aber  noch  nirgends  in 
Deutschland  gekannt,  und  sehr  wohl  bei  solchem  Unterricht  zu 
E^irwenden,  wo  das  Rechnen  nicht  Gegenstand,  sondern  Mittel 
*>  z.  B.  bei  der  Chemie.  H. 

JAMMER,  Zerlang,  Scherling.     Bemerkungen  zu  Auf- 
sätzen difeser  Zeitschrift.   Hoffmann  z.  lu.  457-464. 
Ohne  allgemeines  Interesse.  H, 
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J.  C.  V.  Hoffmann.     Zu  dem  Capitel    von   den 

rectheiteu.     Hoffmann  Z.  III.  375-377. 

An  Incorrectheiten  sind  nur  einzeln  vorgekoniniene  e 
Unter  Vorschlägen  ist  vielleicht  zu  nennen  die  Bezeichnur 
für  concaven,  AOB  für  convexen  Winkel. 

A.  Kuckuck.     Das  Kechnen  mit  decimalen  Zahle 
besonderer  Berücksichtigung  des  abgekürzten  Kec 

Herliu.    Weidmann. 

Da  dieWerthschätzung  der  Decimalbruchrechnung  ei 
neuster  Zeit  datirt,  so  mag  der  Verfasser  wohl  Grund 
die  gewiss  unbestrittene  Sache  besonders  zu  betonen,  da 
Dccjjnalbruch  im  Unterricht  nicht  als  Specialisirung  aui 
gemeinen  Bruch,  sondern  als  Erweiterung  direct  aus  den 
malen  Zahlensystem  abgeleitet  werden  muss.  Diese  Auffi 
ist  dann  auch  maassgebend  für  die  durchweg  naturgemäss 
thode,  nach  welcher  das  Buch  mit  exacter  Wissenschafth' 
und  genügender  Ausführlichkeit  bearbeitet  ist.  Es  umfasi 
4  Species,  geht  sehr  bald  zu  den  abgekürzten  und  ungei 
Decimalbrüchen  und  abgekürzten  Rechnungen  über,  und  b( 
sichtigt  sorgfältig  die  Beurtheilung  des  Fehlers.  Als  ein 
griff  in  der  Benennung  lässt  es  sich  nur  bezeichnen,  das 
Verfasser  statuirt,  die  Summe  verschieden  benannter  Zahlen, 
0  Zehner  und  7  Einer,  sei  nicht  eine  Zahl,  sondern  werd 
erst  nach  Reduetion.  Hiernach  soll  also  eine  Summe  schon 
banden  sein,  ehe  eine  Addition  möglich  ist.  Dies  beruht  at 
scheinlich  auf  einer  Verwechselung:  die  Summe  ist  nicht  erst 
Mehrheit  von  Zahlen,  nachher  eine,  sondern  erst  eine  pn 
matische  (unbekannte),  dann  eine  bekannte  Zahl.  E 

G:  A.  VoRSTERMANN  VAN  OiJEN.   Theorie  der  AUgemi 

Reken künde.     Erste  Deel.    Tweede,  vermeerderde  druk.    Si 
boven,  van  Nooten. 

Dieser  erste  Theil  einer  allgemeinen  Arithmetik  enthll 
Theorie  der  7  Grundoperationen  in  unbenannteo  S^^üilen.  i 
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iBsen  Vorzug  vor  anderen  Arbeiten  dürften  die  consequent  durch- 
führten geschichtlichen  Nachweisungen  für  die  Ursprünge  der 
zeinen  Sätze  und  Bezeichnungsarten  bilden.  Ce. 

Catalan.     Nouvelle  formule  d'intör^t  compose. 

J.  d.  Act.  Fr.  I. 

Diese  sehr  merkwürdige  Formel  nimmt  die  Zinsen  nicht  pro- 
•tional  der  Zeit  an.  Die  Zinsen  y  von  1  Franc  nach  n  Jah- 
i  sind: 

p  •  I  e  —  ^1  +  -r-TjrJ     J  =  dem  Zinsfuss. 

sind  die  in  p  enthaltenen  Ganzen.  Der  Verfasser  hat  y  be- 
ihnet  für  p  =  4,  w  =  (1  bis  10),  10,  500,  1000,  oo.  Für 
<  20  ist  y  nahe  proportional  n,  aber  es  convergirt  mit  wach- 
3dem  n  ziemlich   schnell  gegen  eine  ziemlich  kleine  Grenze. 

Mn.  (Wn.) 

.  LiGowsKi.    Erklärungen  und  Formeln  der  Astronomie. 

K:iel.  Toeche. 

Separatabdruck  des  ersten  und  zweiten  Anhanges  aus  der 
iinilung  fünfstelliger  logarithmischer,  trigonometrischer,  nauti- 
3r  und  astronomischer  Tabellen.  Im  ersten  Anhang  wird  die 
tische  Astronomie  behandelt,  während  der  zweite  eine  Zu- 
xnenstellung  trigonometrischer  Formeln  enthält.     Ableitungen 

Formeln  sind  nicht  gegeben.  0. 

Bremiker.      Logarithmisch  -  trigonometrische    Tafeln 

ilit  fünf  Decimalstellen,    Berlin.  Weidmann. 

Die  Tafeln  sind  in  derselben  Weise  geordnet,  wie  die  sie- 
ötelligen   von   Vega,    die  in   demselben  Verlage  erscheinen. 

trigonometrischen  Tafeln  unterscheiden  sich  jedoch  dadurch, 
ö  der  Grad  in  hundert  Theile  getheilt  ist.  Beigefügt  ist  in 
ge  dessen  eine  Tafel  zur  Umrechnung  der  Minuten  und  Se- 
iden des  Winkels  in  die  hunderttheilige  Theilung.    Es  folgen 
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dann  noch  Tafeln  zur  Bestimmung  der  Zeit  nach  Sonnenböh 
und  endlich  eine  Ilehersicht  über  die  Zeit-  und  Festrechnu 
nebst  den  wesentlichen  Constanten.  0. 

O.  ScHLöMiLCH.     Fünfstellige  logarithmisclie  und  trij 

liometrische   Tafeln.    Braunschweig,  Vieweg. 

Die  neue  Auflage  ist  speciell  für  Schulen  berechnet,  d. 
mögliebst  billig  hergestellt.  Das  ist  nicht  ohne  nacbtbeili^ 
Einfluss  auf  die  äussere  Ausstattung  abgegangen,  was  bei  Loj 
rithmentafeln  wohl  in's  Gewicht  föllt.  Noch  weniger  empfehle 
werth  aber  dürfte  es  sein,  dass  in  Folge  dessen  auch  die  Saui 
lung  von  Constanten  und  die  Gebrauchsanweisung  fortgefall 
sind.  Im  Uebrigen  ist  die  Anordnung  dieselbe,  wie  in  d 
früheren  Auflagen  geblieben.  0. 

V.  Vassal.  Nouvelles  tables  donnant  avec  cinq  dec 
males  les  logaritlimes  vulgaires  et  naturels  des  nombn 
de  1  ä  10800  et  les  fonctions  circulaires  et  liyperboli 
ques  pour  tous  les  degrös  du  quart  de  cercle  de  iiii 

nute   en   niinute.      4».     Gauthier- Villars. 

Lalande.  Tables  de  logaritlimes  pour  les  nombres  et 
les  sinus  k  cinq  d^cimales,  revues  par  le  baron  Kej- 
naud.  Edition  augmentöe  de  fornmles  pour  la  r&olii- 
tion  des  triangles   par  M.  Bailleul,   et  d'une  nouvelle 

introduction.     18«     Paris,  Gauthier- Villars. 

# 

Lalande.  Tables  de  logarithmes  ^tendues  ä  sept  d^i- 
males  par  M.  Marie,  pr^ced^es  d'une  instruction  p"" 
le  baron  Reynaud.  Nouvelle  Edition  augment^e  dfi 
formules  pour  la  rdsolution  des  triangles  par  M.BailW 
120.  Paris,  Güuthier-Villars. 

J.  W.  L.  Glaisher.     Pineto's  table  of  ten-figure  log»' 

ritlims   of  numbers.     Messenger  (2)  II.  44-48. 

Beschreibung  der  Methode,  die  Herr  Pineto  in  winea  ,,1^ 
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le  logarithmes  vulgaires  ä  dix  d^ciniales  construites  d'apr^s  un 
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Berichtigungen. 
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